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XV. Kurvenintegrale. Das Stieltjessche Integral 


81. _Kurvenintegrale erster Art 


543. Definition des Kurvenintegrals erster Art. Um auf möglichst einfache Weise 
zu diesem neuen Begriff zu gelangen, betrachten wir ein mechanisches Problem, 
das auf ein Kurvenintegral erster Art führt. 

Es sei in der Ebene eine stetige einfache!) rektifizierbare Kurve (K) gegeben 
{Abb. 1), längs derer Masse verteilt sei; ihre lineare Dichte o(M) in allen Punkten M 
der Kurve sei bekannt. Es soll die Masse m der ganzen Kurve (X) bestimmt werden. 
Zu diesem Zweck wählen wir zwischen den Endpunkten A und B von (K) Punkte 
A=Ao Ay As +, Ay, An =D; die von A nach B numeriert seien (Nr. 246). 


Abb. 1 


“ 


Wir wählen irgendeinen Punkt M, auf dem Bogen 4,4; ‚ı der Kurve und be- 
rechnen die Dichte o(M,) in diesem Punkt. Nehmen wir etwa an, in allen Punkten 
dieses Abschnittes sei die Dichte dieselbe, und bezeichnen wir die Länge des Bo- 


gens 4,4, „ı mit o,, so erhalten wir für die Masse dieses Bogens den Näherungswert 
m;=g(H4;) eo; 


und für die gesuchte Gesamtmasse den Näherungswert 
n—1 
m 2, e(M})o;. 
i=0 


Der Fehler, den wir dabei im Zusammenhang mit der obigen Annahme begehen, 
wird im allgemeinen gegen 0 streben, wenn die Längen o; aller Abschnitte gegen 
0 streben. Bezeichnen wir also mit A das größte o,, so brauchen wir, um zu einer ge- 


4) Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, beschränken wir uns auf nichtgeschlos- 
5 ıts 
sene Kurven. \ 
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nauen Formel zu gelangen, nur zur Grenze überzugehen: | 
n—1 
n=lim 52 o(M,) G;« 


Wir wollen nun Grenzübergänge dieser Art allgemein betrachten und von dem 
gestellten Problem abstrahieren; wir nehmen eine beliebige „Punktfunktion“ 
f{M)= f(x, y), die längs einer stetigen einfachen rektifizierbaren Kurve (X) gegeben 
sei,1) und wiederholen den beschriebenen Prozeß. Wir zerlegen die Kurve (K) in 


Elementarbögen 4,4; „, und wählen darauf je einen beliebigen Punkt M (£,n)), 
berechnen den Wert /(M,)=f(£,, n,) in diesen Punkten und bilden die Summe 


n—i n—i 
2 I) 5 2 ME; N) 05 


eine Art „Integralsumme“. 

Das analoge Verfahren kann auch auf den Fall einer geschlossenen Kurve ange- 
wandt werden, wenn als A, (A,„) irgendeiner ihrer Punkte gewählt wird und die 
anderen Punkte A, in dem einen oder anderen Durchlaufungssinn auf der Kurve 
angenommen werden (Nr. 246). 

Hat für gegen 0 strebendes = max o,; die Integralsumme einen bestimmten end- 
lichen Grenzwert I, der weder von der Art der Zerlegung von (K) noch von der Wahl 
der Punkte M,auf den Abschnitten A,A,,, abhängt, so nennt man diesen Grenz- 
wert das Kurvenintegral (erster Art?)) der Funktion f{M)=f(x, y) längs der Kurve 
oder längs des Weges (K) und schreibt 

I= ff(M)ds= [ f(w, y) ds (1) 
(K) (X) ° 
(dabei ist s die Bogenlänge der Kurve, und ds weist auf die Länge der Elementar- 
bögen o, hin). Die genaue Charakterisierung des Grenzprozesses kann dem Leser 
überlassen bleiben. 

Somit kann der oben gefundene Ausdruck für die Masse der massebelegten 
Kurve in der Form 

m= fe(M)ds (2) 
(K) 
geschrieben werden. 

Wir weisen besonders darauf hin, daß in dieser Definition der Durchlaufungs- 
sinn, der dem Weg (K) gegeben werden kann, keine Rolle spielt. Ist z. B. diese Kurve 
nicht geschlossen und versteht man unter (AB) und (BA) die in verschiedenem 
Sinne durchlaufene Kurve, so ist 


SAM)ds= f fM)ds. 
(AB) (BA) 


Ganz analog können wir auch den Begriff des längs einer Raumkurve (K) erstreckten 


1) Dabei wird vorausgesetzt, es sei ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde 
gelegt. 
2) Zum Unterschied von dem in Nr.-546 zu betrachtenden Kurvenintegral zweiter Art. 


544. Zurückführung auf das gewöhnliche bestimmte Integral 15 


Integrals einführen: 
SAM) ds= IBiEZ Y, 2) ds .!) 
(K) (K) j 


Da hierbei nichts prinzipiell Neues auftritt, brauchen wir nicht näher darauf ein- 
zugehen. 


544. Zurückführung auf das gewöhnliche bestimmte Integral. Wir nehmen an, auf 
(K) sei irgendwie einer der beiden möglichen Durchlaufungssinne festgelegt, so daß 
die Lage eines Punktes M auf der Kurve durch die Länge des vom Anfangspunkt A 


an gerechneten Bogens s= ÄM gegeben ist. Dann kann die Kurve (X) in Parameter- 
form durch Gleichungen der Gestalt 


x=xl), Yy=yls) (U=s=S%) 


beschrieben werden, und die in den Punkten von (X) gegebene Funktion /(z, %) 
ist eine mittelbare Funktion f(x(s), 4(s)) des Parameters s. 

Bezeichnet man mit s;(@=0,1,...,n) die den Teilpunkten A, entsprechenden 
Bögen, so ist offenbar o,=s;,,—s;= 4s,. Bezeichnet man ferner den Bogen, der 
dem Punkt M, entspricht, mit s, (offenbar ist s,=3,=s;,,), so folgt, daß die In- 
tegralsumme des Kurvenintegrals, 


n-i n-i 
af (M,) o;= 2 M2(;), y(&)) ds: ; 


zugleich Integralsumme eines gewöhnlichen bestimmten Integrals ist, und zwar 
folgt dann 


S 
SiM)ds=(R) S fx(s), y(s)) ds , (3) 
(K) 0 


wobei die Existenz des einen Integrals die des anderen nach sich zieht.?) 

Diese unmittelbare Zurückführbarkeit des Kurvenintegrals erster Art auf ein 
gewöhnliches Integral vermindert natürlich seine theoretische Bedeutung, keines- 
falls aber seine methodische. Das Integral existiert beispielsweise, wenn die Funk- 
tion f(M)) stetig ist, was wir im folgenden voraussetzen werden.?) 

Es sei jetzt eine einfache Kurve (K) in beliebiger Parameterform durch die 
Gleichungen 


z=pll), Yy=yYyli) (h=i=T) 


Des 


1) Es sei ein rechtwinkliges x, y, z-Koordinatensystem zugrunde gelegt. Die Funktion j 
braucht nur in den Punkten von (X) definiert zu sein. 

2) Das Zeichen (R) soll darauf hinweisen, daß es sich hier um das gewöhnliche Integral 
im Riemannschen Sinne handelt. 

3) Dabei meinen wir hier Stetigkeit in den Punkten von (X) längs (K). In der. e-ö- 
Sprache bedeutet das folgendes: Zu jedem &e>0 läßt sich ein ö >0 finden derart, daß 
für je zwei Kurvenpunkte M und M’ mit MM’<ö die Beziehung |f{M’) — {{M)| =e 
gilt. Unter dieser Annahme ist auch die zusammengesetzte Funktion f(x(s), y(s)) eine 
stetige Funktion von s, da x(s) und y(s) stetig von s abhängen. 
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gegeben, wobei g und y nebst ihren Ableitungen 9’ und y’ stetig seien. Dann ist die 


Kurve sicher rektifizierbar (vgl. Nr. 248), und wenn der Bogen s= ÄM =s(t) mit 
dem Parameter i wächst, ist 


== Ve OR+ WO 


(vgl. Formel (10) aus Nr. 248). Durch Variablensubstitution auf der rechten Seite 
von (3) folgt 


T BES URS EERENER SIE 
Ä jan ds= Siew. y(t)) Vo ())2+(y’(e))2 di. (4) 


Somü muß man zur Berechnung eines Kurvenintegrals erster Art in der zu inte- 
grierenden Funktion die Veränderlichen x und y durch ihre Parameierdarsiellungen 
ersetzen und ds durch das Bogendifferential als Funktion des Parameters. Dabei muß 
die untere Grenze des bestimmten Integrals kleiner sein als die obere. 

Im Fall einer durch 


y=y(#) (a=sx=b) 


gegebenen Kurve nimmt (4) folgende Gestalt an: 


b Be uk ab ru 
Ä f /M) ds= f(x, y(z)) Yl+ (y'(@))? dx. (5) 


Dieser Beziehung kann man auch eine andere Gestalt geben. Unter der Annahme, 
y(x) seinebst der Ableitung %’(x) stetig, hat die Kurve (X) in jedem Punkt eine be- 
stimmte Tangente, die der y-Achse nicht parallel ist. Bezeichnet « den Neigungswinkel 
der Tangente zur x-Achse, so folgt e 


, 1 
tan =y (x), |cos | "Hry@y]R N 
also | 
"1&, ya) ya); 
f KM)ds= ee. (6) 
(K) a | 
Insbesondere gilt, da offenbar fds=S$ ist, wobei S die Länge der ganzen Kurve (AB) 
bezeichnet, (K) 
; d 
x 
\cos «| ' (7) 


Bemerkung. Wir haben (7) als Resultat formaler Umformungen erhalten. Würden 
wir die Länge des Bogens einer Kurve als Grenzwert umbeschriebener statt einbeschrie- 
bener Streckenzüge definieren, so würde diese Definition — im Fall einer explizit ge- 
gebenen Kurve — unmittelbar auf Formel (7) führen. Wir überlassen es dem Leser, sich 
davon zu überzeugen. 


945. Beispiele. 
1. Man berechne das Integral I = Ä xyds, wenn (X) der im ersten Quadranten gelegene 
K) £ 


22  y2 
Viertelbogen der Ellipse — — +5 ee 1 ist. 
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Lösung. (a) Es ist 


: bxz 


a 
Terzerg ERIGDE 
2—_y2 2 


so daß nach (5) 


b 
=— ar a2, 


-(a?—b2) x 22 
"Tat 


@ 
b SERRRANEHSESIEN 
I = [etz en du = | Ya: —- (a? —-b2) x? x de 
0 


gilt. Führt man die Integration aus, so folgt 


—b 2 0%; 
"2a? (a? —b2) 3 la 
Es sei darauf hingewiesen, daß diese a insofern nicht ganz einwandfrei ist, als 
im Punkt x =a eine senkrechte Tangente auftritt! Von diesem Mangel frei ist folgende 
Lösung: 
(b) Man geht zur PEBLONSLEINSERILLINDE x=acost, y=bsint der Ellipse über und er- 
hält 


ab a?+ab-+b? 


Fr ne 


- (a2 —b2) zp | 


\ 


Ben aae y- eV. =bcost, 


di dt 
v&) +) Ya? sin? t +52 cos t, 


so daß man nach (4) vorgehen kann: 


a2 
I=f acost-bsintYa?sin?t-+b?2cos?tdi 
v 


q/2 INCES SE NAERTHEEN SENDEN SE HNERUULOENER GEGENGEIRTNEIEDENEEREEN.EN 
1 —eos 2t 1-+cos 2t 
"zo: Vai? ,,: nnd. 


Die Substitution cos 2t=z, also sin 22 dt = -3 dz liefert 


ES RURELFEIEESRUEREREEIUNEEENG 
ab (' 1/a?+b2 b?-a? 
1, | V*- 5 2 dz 
ab 2 2 [5 b?—a? l I ab a?+ab+b? 
— tz 


"Tman-as|la "72 BEuir ee 77 Tue 
2. Man berechne I= fy ds, wenn (K) das Stück der Ealnun y:=2px vom Ursprung 


(K) 
bis zum Punkt (xy, %0) ist. 
Lösung. Aus der Kurvengleichung folgt 
yy'=P; 
somit ist 


yds=y yı +y’? de =Yy?-+y2y'2de=1Yp?+2px dr 


2 Fichtenholz III 


f 
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und 
P 7) 1 
I -J Yp?+2px dx =, [(p? +9y3)%2 -p°?]. 


3. Man berechne I = d (x?2+y2) ds, wenn (A) die geradlinige Strecke zwischen den 
Punkten (a,a) und (b, b) ist (b>a). 

Hinweis. Gleichung der Geraden: y=x. 

Lösung. an, (b3 a9). 

4. Man berechne X Mr Ä ye=2 ds, wenn (C) der Bogen der Kurve 


xz=1n (1 +12), y=2arctant—t+3 
zwischen t=0 und i=1 ist. 


: Vz) +): 
Hinweis. u +) =1s 


nf euenizens gi a 1 ‚In? Ir 
. i+2 1 2 m-trT 


5. Bei den meisten der häufig vorkommenden Kurven (Ellipse, Hyperbel, Sinusoide, 
Lemniskate u. a.) kann die Bogenlänge nicht durch elementare Funktionen ausgedrückt 
werden, da ds nicht in geschlossener Form integrierbar ist. Trotzdem kann das Integral 

S f(x, y) ds auch für solche Kurven oft mit Hilfe elementarer Funktionen’ berechnet 


(K) 
werden (z. B. im ersten Beispiel), da der Faktor f(x, y) die Struktur des Integranden 
beeinflußt. Der Leser möge Beispiele für a / f{z, y) ds längs der Sinuskurve 


y=sin x oder der Hyperbel xy =1 konstruieren, die N elementare Funktionen aus- 
drückbar sind. 
6. Man berechne = [xyz ds, wenn (C) der Bogen der Kurvex=t,y -7 YSt?, z -5.2 
C 


zwischen t=0 und i=1 ist. 
Lösung. 


| 
== 9 
= #2 +2 +22 dt=(1 +1) dt, 1 fon +) d= ——. 
0 


7. Man gebe eine Formel zur Berechnung von I= ff(xz,y) ds für den Fall an, daß die 
K 
Kurve (K) durch Polarkoordinaten r =r(0), 0, =0=®,, gegeben ist. 


63 | 
Lösung. I=f f(r-cos®, r sin 0) Yr2+r’2d0. 
i 6, e 


8. Man berechne 
_ f ds 
22 -4.972)3/2 ? 
= ( y°) 


wenn (K) das Stück der hyperbolischen Spirale r - 9=1 zwischen d9=Y3 und 0=2 Y2 ist. 


645. Beispiele 19 


9. Man berechne die Masse des Bogens der Kurve y=In x zwischen den Punkten mit 
den Abszissen x; und x, wenn die (lineare) Dichte der Kurve in jedem Punkt gleich dem 
Quadrat seiner Abszisse ist. 


Y7 
Lösung. Nach (2) folgt wegen e=x? die Beziehung m=f 22 ds. Nun ist 


Y1i+z2 2 
ds = 


— dr, also 
x 


73 


m= J Y1-+z2 +x22.x2dx => ra +22)32 —(1 +22)32]. 


E27 
10. Man berechne die Masse des Bogens der Kettenlinie y=a cosh — — zwischen den 


Punkten z<=0 und x=a, wenn die Dichte der Kurve in jedem ihrer Punkte der Ordinate 
umgekehrt proportional ist. 


Hinweis. o an ds=cosh  de=% de, m=k. 
.y a a: 


Auch andere Probleme, die mit stetig verteilten Massen längs massebelegten Kurven 


zusammenhängen, führen ganz naturgemäß auf Kurvenintegrale des betrachteten 
Typus. 


11. Wir hatten uns schon in Kapitel X, Nr. 349, mit der Berechnung der statischen 
Momente einer ebenen Kurve in bezug auf die Koordinatenachsen sowie den Schwer- 
punktskoordinaten ‚beschäftigt, und zwar unter! der Annahme, die „lineare Dichte“ o 
sei gleich 1. Der Leser kann die dort erhaltenen Resultate leicht auf den allgemeinen 
Fall einer stetigen Masseverteilung ausdehnen. Benutzt man den Begriff des Kurven- 
un so lassen sich die Resultate folgendermaßen schreiben: 


fox ds, M;,= feyds, 
(&) u 0 9 Eu 
Soxds foyds 
sm fods’ sm fods 
(&) (K) 


12. Wir bringen noch ein Beispiel für die Anwendung des Kurvenintegrals erster Art 
auf das Problem der Anziehung eines Massepunktes durch eine massebelegte Kurve. 
Bekanntlich zieht nach dem Newtonschen Gesetz ein Massepunkt M der Masse m 
einen Massepunkt My, der nn m, mit einer Kraft an, die von M, nach M gerichtet 


ist, wobei r der Abstand M „M und & ein Koeffizient ist, 


der von der Wahl der Meßeinheiten abhängt. Der Einfachheit halber setzen wir im allge- 
meinen k=1. | 

Wird M, von einem System von Massepunkten M,, M», ..., M„ mit den Massen 
Ms M9; ++, Mn angezogen, SO ergibt sich die resultierende Kraft als geometrische Summe 
der Anziehungskräfte der einzelnen Massepunkte. Die Projektionen der resultierenden‘ 
Kraft auf die Achsen sind gleich den algebraischen Summen der Projektionen der 
einzelnen -Kräfte. 

Bezeichnet man die Projektionen auf die Achsen mit X bzw. Y und den Winkel, den 


der Vektor r;=M,M; mit der x-Achse bildet, mit 0, (Abb. 2), so ist offenbar 
n 
X= 5 a cos 6,, Y= 2 


i=1 i 


und zahlenmäßig gleich k 


Mm; 
—, y sin 6; 


(r; ist die Länge von r;). 
Ad 
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Abb. 2 


Es sei jetzt die anziehende Masse stetig längs einer Kurve (X) verteilt. Zur Bestim- 
mung der Anziehungskraft zerlegen wir (X) in Teile o,, konzentrieren die Masse jedes 
Teilstückes in einem beliebigen seiner Punkte M,; und berechnen den Näherungswert 
der Projektionen der Resultate auf die Achsen: 

Yo; olM)o: . 
XrzQ ET Con 0, EDEL DELTE 
i i i ; 


nd;; 


t 
denn in diesem Fall ist die Masse eines Teilstückes angenähert gleich o(M,) o,;. 


Streben alle o,; gegen 0, so ergeben sich in der Grenze Gleichheiten, und die Summen 
gehen, falls o stetig ist, in Integrale über: 


& M 0 AT) sin 0 
X =my (as, Y=my en ds; (8) 
(&) (K) 


nn 
hier ist r die Länge von r = M,M und d der Winkel zwischen r und der x-Achse. 


13. Man bestimme die Anziehungskraft, die ein homogener Halbkreisbogen für 
o=1 auf eine Einheitsmasse in seinem Mittelpunkt ausübt. 

Lösung. Wir legen den Koordinatensprung in den Mittelpunkt des Halbkreisbogens 
und die x-Achse durch seine Endpunkte (Abb. 3). Aus Symmetriegründen ist X =0, so 
daß sich die Aufgabe auf die Bestimmung von Y reduziert. Nach (8) ist 

sin 6 


'Y= ds. 


2 


14. Man bestimme die Anziehungskraft der unendlichen homogenen Geraden (bei 
e=1) auf einen Punkt mit der Einheitsmasse (m, =1) im Abstand h von der Geraden. 

Lösung. Wir betrachten die gesuchte Anziehungskraft als Limes der Anziehungs- 
kraft, die von einem endlichen Stück der Geraden ausgeübt wird, falls die Endpunkte 
auf beiden Seiten gegen ® streben. Nehmen wir die Gerade als x-Achse und legen die 


546. Definition des Kurvenintegrals zweiter Art 21 


y-Achse durch den gegebenen Punkt, so erhalten wir (wegen ds =dx) 


nf 41 x = 2 
. (+2 Kh Yarzmı|-» BR 


Analog ergibt sich X =0, was übrigens aus Symmetriegründen (bei dem symmetrischen 
Grenzübergang) zu vermuten war. 


15. Man bestimme die Anziehungskraft, die von dem im ersten Quadranten liegenden 
Bogen der Astroide © =a cos? t, y=a sin? t auf eine Einheitsmasse im Ursprung ausgeübt 
wird, wenn die Dichte der Kurve in jedem ihrer Punkte gleich dem Kubus seines Ab- 
standes vom Ursprung ist. 


2 
Lösung. X =Y= a 


82.  Kurvenintegrale zweiter Art 


546. Definition des Kurvenintegrals zweiter Art. Wir kommen jetzt zu dem für die 
Praxis wichtigeren Begriff des Kurvenintegrals zweiter Art, wobei wir hier direkt 
die Definition bringen und die Anwendungen dieses Begriffes auf später (vgl. bei-. 
spielsweise Nr. 554) verschieben wollen. Es sei eine stetige Kurve (AB) gegeben, 
-die wir der Einfachheit halber als nicht geschlossen voraussetzen (vgl. die Fußnote 1 
auf S. 14, und längs dieser Kurve sei eine Funktion f(x, y) definiert. Wir zerlegen 
die Kurve durch Teilpunkte A,(x,, y,) in Teile, wählen auf dem Abschnitt 4,4, ,, 
von (AB) einen beliebigen Punkt M ‚(£,, n;) und berechnen dafür, wie auch schon 
früher, den Funktionswert f({M,)=f(£, n;). Diesmal jedoch multiplizieren wir diesen 
Wert nicht mit der Länge des Bogens 4,4, ,,, sondern mit der Größe der Projek- 
tion dieses Bogens, beispielsweise auf die x-Achse, d. h. mit x,,,— x;= Ax,; dann 
bilden wir die Summe 


n—i a 
ge Z f{M,) Ax;= Z Nom) Ar. 


Wenn für gegen 0 BEE „= max A,A,;,, diese Summe einen endlichen Grenz- 
wert / hat, der weder von der Art der Zerlegung der Kurve noch von der Wahl 
der Punkte M, abhängt, dann nennen wir diesen Grenzwert das Kurvenintegral 
(zweiter Art) von f{M) dx längs der Kurve (oder längs des Weges) (AB) und bezeich- 
nen ıhn mit | 

I= [/M)de= [fx y) (1) 

(AB) (4.B) 

Analog bilden wir, indem wir f(M,,) nicht mit Ax;, sondern mit Ay,, d.h. mit der 


Projektion des en Add: n ı auf die y-Achse multiplizieren, die Summe 


o*=2 er JA, ) Ay;= 5 I; n;) Ay; > 
als deren EHEN wir u 2 BEER RER zweiter Art von f(M)dy, 
I*= [KM dy= Sa, y)dy; (2) 
(AB) (4.B) 


erhalten. 
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Sind längs der Kurve (AB) die beiden Funktionen P(M)=P(x, y) und Q(M)= 
=Q(x, y) definiert und existieren die Integrale 


SP(M)dı= [ Pix, y) de, SaM)dy= fa, y)dy, 
(AB) ,  (4B) (AB) (AB) 
so nennt man auch ihre Summe ein Kurvenintegral (in allgemeiner Form) und setzt 
SIP@, y) d2+Q(z, y) dyl= J Pe, y) ve J 0 (2, 4)dy. 
(AB) 
Wir wollen nun die Definition » ES; zweiter Art (1) (oder (2)) 
mit der Definition des Kurvenintegrals erster Art (vgl. Nr. 543, Formel (1)) ver- 
gleichen. Schon auf den ersten Blick zeigen beide Definitionen einen wesentlichen 


Unterschied: Im Fall des Kurvenintegrals erster Art werden bei der Bildung der 
Integralsumme die Funktionswerte f{M,) mit der Länge o;= As, des Bogenstückes 


AA, „ı der Kurve multipliziert, während beim Kurvenintegral zweiter Art diese 
Funktionswerte mit der Projektion Ax; (oder Ay;) dieses Bogenstückes auf die x- Achse 
(bzw. auf die y-Achse) multipliziert werden. 

Wir haben gesehen, daß der Durchlaufungssinn des Weges (AB), längs dessen die 
Integration erfolgt, im Falle des Kurvenintegrals erster Art keine Rolle spielt, 


da die Länge o, des Bogens A,A ;A;,ı nicht von dieser Richtung abhängt. Anders ist 
der Sachverhalt beim Kurvenintegral zweiter Art: Die Größe der Projektion des 
Bogens auf die eine oder andere Achse hängt wesentlich von dem Durchlaufungssinn 
des Bogens ab und wechselt das Vorzeichen, wenn der Durchlaufungssinn gewechselt 
wird. Somit gilt für Be zweiter Art 


„fe 9 in en 
und en 


ER dy=— je y)dy, 


wobei aus er Existenz = Integrale auf der rechten Seite die der Integrale auf 
der linken Seite folgt (und umgekehrt). 

In ähnlicher Weise kann man den Begriff des Kurvenintegrals zweiter Art 
über eine Raumkurve (AB) einführen. Ist eine Funktion f{M)=f(x, %,2) in den 
Pünkten dieser Kurve gegeben, so bilden wir wie oben die Summe 


a—1i 
-2 M&3 0» %) Ax; 


und untersuchen ihren Grenzwert für gegen 0 strebendes u=max Ä,A ;A;r,. Falls 
dieser Grenzwert existiert, nennt man ihn das Kurvenintegral zweiter Art von f{M)dx 
und bezeichnet ihn mit 


SM)d«= [f&,y,2)de. 
(AB) (AB) 
Analog definiert man die Integrale 


SKM)dy= Sf, y,2)dy 
(AB) (AB) 
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und 


SM) - Je Y; 2) dz. 
(4.B) 


Schließlich WERT: man auch das Integral (in allgemeiner Form) 
f(Pdxe+Qdy+R u gr dz+ fQdy+ [Rde. 
(AB) (4.B) (AB) 
Auch hier zieht eine Änderung Fin ER ONE eine Änderung des Vor- 
zeichens nach sich. 

Wir bemerken abschließend, daß sich die einfachsten Eigenschaften des ge- 
wöhnlichen bestimmten Integrals (Nr. 302, 303) leicht auf das hier betrachtete 
Kurvenintegral übertragen lassen, ohne daß wir allerdings hier näher darauf ein- 
gehen möchten. 


547. Existenz und Berechnung eines Kurvenintegrals zweiter Art. Es sei eine Kurve 
(AB) in Parameterdarstellung gegeben, : 


z=el),  yayld, (3) 
wobei p und » stetige Funktionen sind. Falls ? von « bis £ läuft, möge die Kurve 
in Richtung von A nach B beschrieben werden. Die Funktion f(x, y) setzen wir 
ebenfalls längs der Kurve als stetig voraus. 

Handelt es sich um das Integral (1), so setzen wir zusätzlich noch die Existenz 
und Stetigkeit der Ableitung p’(t) voraus. 

Unter diesen Voraussetzungen existiert das Kurvenintegral (1), und es gilt 
die Gleichung 


B 
Sa, y) de=(B) [ Hol), ve) pe) A. (4) 
(AB) & 


Somit hat man zur Berechnung des Kurvenintegrals (1) im Integranden die Veränder- 
lichen x und y durch ihre Parameterdarstellung (3) zu ersetzen und dx durch das Dif- 
ferential von x als Funktion des Parameters. Dabei werden die untere bzw. obere Grenze 
des Integrals entsprechend dem auf der Kurve gewählten Durchlaufungssinn ersetzt. 
Wir kommen zum Beweis unserer Behauptungen. Es seien die Punkte 
A,(@=0,1,2,...,n) auf der Kurve durch die Werte t, des Parameters festgelegt, 


und dem Punkt M,auf dem Bogen AA entspreche der Parameterwert r, (der 
natürlich zwischen ti, und i,,, liegt). Dann kann die Summe 


n—1 
en 21 (Gun) Ar, 


unter Beachtung von 
ur 
Asz=plt;,)-pl)= S Pd 
bi 
auf die Form 


n—1 + 
= 3 Moe), ve) SW di 
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gebracht werden. Andererseits kann auch das Integral auf der rechten Seite von (4), 
‘das auf Grund der Stetigkeit des Integranden existiert, in Form einer Summe ge- 
schrieben werden: 


n—-18i+1 
I = f (pl), vet) 9’) di= 2 S Het), ya) Pe) de. 


Hieraus folgt 
n-ıl 
o-1= 3] Ute), vd) Ne, wog. 


Wir geben nun ein e>0 beliebig vor und setzen alle At; als so klein voraus, daß in 
allen Intervallen [i;, i,;.,,] die Schwankung der stetigen Funktion /(p(t), y(£)) kleiner 
als & ist. Da die stetige Funktion 9’(t) beschränkt ist, gilt |p’(£)|=Z, so daß 


o—I|<eL|ß—ol 
folgt. Somit ist, falls A=max |4t;| gegen 0 strebt, 

limo=/, 
womit gleichzeitig die Existenz des Kurvenintegrals und die behauptete Identität 
bewiesen sind. 

Übrigens ist bei einer nicht geschlossenen Kurve die Tatsache, daß A gegen 0 

strebt, gleichwertig mit der Tatsache, daß die größte Sehne gegen O strebt: (vgl. 
Nr. 245). 


Für das Integral (2) zeigt man in ähnlicher Weise die Existenz und das Bestehen 
der Beziehung 


ß 
ab f(z, y) dy=(R) J Kr, vi) y’e) di (5) 


unter Pie ER daß y’(t) existiert und stetig ist. 
Handelt es sich schließlich um das Integral in der allgemeinen Form 


SIP(«, y) de+0Q(x, y) dy] 
(AB) 


mit stetigen P und Q, so verlangen wir, daß auf der Kurve (AB) die beiden Funk- 
tionen (3) stetige Bis besitzen. Alsdann gilt die Beziehung 


r (Pdx+Qdy)= f [P(pl), Pi) Pd) +), vi) v’(n]di. (6) 


Die Definition des Kurvenintegrals und die hier angegebene Methode seiner Zu- 
rückführung auf ein gewöhnliches bestimmtes Integral lassen sich unmittelbar 
auf eine Kurve (3) übertragen, die sich überschneidet (Doppelpunkte hat), solange 
der Durchlaufungssinn auf dieser Kurve wie im früheren Fall durch monotone 
Änderung des Parameters i von « bis $ bestimmt wird. 

Zum Schluß erwähnen wir einige Fälle, in denen sich die Berechnung des Kur- 
venintegrals besonders einfach gestaltet. Das Integral (1) möge längs einer Kurve 
berechnet werden, die in ihrer expliziten Form 


y=yk) 


548. Der Fall einer geschlossenen Kurve. Die Orientierung der Ebene 25 


gegeben ist, wobei die Anordnung der Punkte von A bis B der Änderung von x 
von a bis b entspreche. Dann ergibt sich ohne irgendwelche Voraussetzungen über 
die Kurve — von ihrer Stetigkeit abgesehen — die Beziehung 


\ b 
S fx, y) de=(R) fx, yia)) de. (7) 
(AB) a . 
Analog ist, wenn das Integral (2) über eine stetige Kurve zu. erstrecken ist, die in 
ihrer expliziten Darstellung . 


=x(y) 

vorliegt, wobei y von c bis d variiert, 
J f&, y) dy=(R) [ Haly), y)dy. (8) 
(AB) e 


Ist schließlich das Integral (1) über eine geradlinige, zur y-Achse parallele 
Strecke (AB) zu erstrecken, so ist es gleich O,denn dann sind alle Ax, und damit 
alle Summen o gleich 0. Analog verschwindet das über eine geradlinige, zur x-Achse 
parallele Strecke erstreckte Integral (2). 

Läßt sich der Integrationsweg (X) in endlich viele aneinander anschließende 
Kurven zerlegen und existieren längs jeder von ihnen die Kurvenintegrale einzeln 
und lassen sie sich nach einer der angegebenen Formeln berechnen, so kann man 
leicht beweisen, daß auch das Kurvenintegral längs der ganzen Kurve (K) existiert 
und gleich der Summe der Integrale über die einzelnen Teilstücke ist. 


548. Der Falleiner geschlossenen Kurve. Die Orientierung der Ebene. Wir. wenden 
uns nun dem Fall zu, daß der Anfangspunkt A und der Endpunkt B des Integra- 
tionsweges übereinstimmen. Wählt man auf der Kurve einen von A verschiedenen 
Punkt C, so erhält man nach Definition unter Berücksichtigung des auf der Kurve 
gewählten Durchlaufungssinnes (der in Abb. 4 durch Pfeile angegeben ist) und un- 
ter der Annahme, daß die Integrale rechts existieren, die Beziehung 


—— 
— 


(K) (AMC) (CNA) 


—— Abb. 4 


Man zeigt leicht, daß Existenz und Wert der Integrale nicht von der Wahl der 
Punkte A und C abhängen. Außerdem sind auch für geschlossene Kurven (X) die 
Formeln (4), (5) und (6) aus Nr. 547 anwendbar. 


Bemerkung. Übrigens kann man auch hier das Kurvenintegral als Resultat 
eines Grenzübergangs erhalten — ebenso wie bei nichtgeschlossenen Kurven -, 
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nur wird: hier der Grenzübergang z. B. durch die Forderung eingeschränkt, daß 
zwei von vornherein fest gewählte Punkte A und C zu allen Systemen von Teil- 
punkten gehören. Ein beliebig ausgeführter Grenzübergang für 4,4,_,—0 würde 
hier nicht zum Ziel führen (vgl. Nr. 330). 

Die Besonderheit dieses Falles liegt hier darin, daß die Angabe des Anfangs- 
punktes und des mit ihm zusammenfallenden Endpunktes diesmal den Durch- 
laufungssinn nicht festlegt. Man könnte in jedem einzelnen Fall besonders er- 
wähnen, welchen Durchlaufungssinn man gerade meint. So muß man es auch 
machen, wenn es sich um eine Raumkurve handelt. Im Fall einer ebenen Kurve (X) 
geht man jedoch anders vor. 

Von den beiden für eine gegebene Ebene möglichen Drehrichtungen — ent- 
gegen dem Uhrzeigersinn und im Uhrzeigersinn — wählt man eine als positiv: 
Damit wird eine bestimmte Orientierung der Ebene erzeugt. Nimmt man die 
Drehung entgegen dem Uhrzeigersinn als positiv, so spricht man von einer Rechts- 
orientierung der Ebene, im anderen Fall von einer Linksorientierung. 

Im Fall einer Rechtsorientierung der Ebene legen wir also gerade die Drehung 
entgegen dem Uhrzeigersinn der Definition des positiven Durchlaufungssinnes einer 
einfachen geschlossenen Kurve zugrunde (Abb. 5a). Jedoch ist diese Definition 
nur für kreisähnliche geschlossene Kurven hinreichend deutlich. Daher vereinbaren 
wir noch 'genauer: Unter dem positiven Durchlaufungssinn einer einfachen ge- 
schlossenen Kurve verstehen wir denjenigen, bei dem einem sich längs der Kurve 
bewegenden Beobachter der Bereich, den die Kurve begrenzt, links liegend er- 
scheint (Abb. 5a). Bei einer linksorientierten Ebene ist der Umlauf im Uhrzeiger- 
sinn positiv, da der Bereich rechts vom Beobachter bleibt (Abb. 5b). 


‚ entgegen dem im Uhrzeigersinn 

Uhrzeigersinn i 

-ORMO, x 
LIION pr|Pp 


90° 


0) 0) 
Abb. 5 Abb. 6 


Wir weisen darauf hin, daß die Anordnung der Koordinatenachsen auf der Ebene 
immer im Zusammenhang mit ihrer Orientierung steht: Die x-Achse geht bei einer 
rechtsorientierten Ebene durch eine Drehung um 90° entgegen dem Uhrzeigersinn 
in die y-Achse über, bei einer linksorientierten Ebene dagegen durch die entspre- 
chende Drehung im Uhrzeigersinn (vgl. Abb. 6a, b). Im ersten Fall sprechen wir 
auch von einem Rechtssystem, im zweiten von einem Linkssystem. 

Nach diesen Erläuterungen treffen wir noch folgende Übereinkunft: Ist der 
Integrationsweg (K) eine einfache geschlossene Kurve, so verstehen wir unter dem 
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Symbol 


S(Pdx+Qdy), 
P (K) i 
wenn ein näherer Hinweis auf den Durchlaufungssinn fehlt, das im positiven Umlauf- 
sinn genommene Integral. Natürlich hindert uns diese Übereinkunft nicht daran, 
auch gelegentlich im negativen Umlaufsinn genommene Integrale zu untersuchen, 
die wir dann mit | 

— /[(Pdz+Qdy) 

(K) 

bezeichnen. 


549. Beispiele. 
1. Man bestimme I = f(x?—-y?2) dx, wenn (K) das Stück der Parabel y=x? zwischen 
(K) 


den Abszissen £=0 und x =2 ist. 


Lösung. Da die Integrationskurve explizit gegeben ist, wenden wir Formel (7) an 
und erhalten 


2 
56 
ni 2_rp4 EEE FNEHEN 
I= | @ 2) de=- 2. 
0 


3. Man bestimme I = f(z?—-y?2) dy über dieselbe Kurve (K) wie in Beispiel 1. 
(K) 


Lösung. Hier müssen wir Formel (8) benutzen. Da nach der Kurvengleichung x?=y 
ist, variiert y zwischen den Grenzen 0 und 4; somit erhalten wir 


4 
| 40 
I= | y-yY)dy=-7- 
0 


3. Man bestimme den Wert des Kurvenintegrals 
H= [[2xy de+2z?dy] 
(Z) 
über einen Weg (L), der die Punkte 0(0, 0) und A(1, 1) verbindet. Dabei sei Z (vgl. 
Abb.) (a) die Gerade y=x; (b) die Parabel y=x?; (c) die Parabel x=y?; (d) die ku- 
bische Parabel y=r°. 
1 
Lösung. (a) Aus dy =dr folgt f[2ry de +x2?dy]=f 3x? de=1; 
(L) 0 


a 
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l 1 
(b) dy=2x dr, H=f4x°de=1; (c) de =2y dy, H=f5y:dy=1; 
0 ) 
1 
(d) dy=32? de, H=fS5atde=1. 
0 


4. Man berechne das Kurvenintegral 
G= fIeyde+(y-x) dy] 
(L) 


über dieselben Integrationswege. 
va 1 n 1 17 4 1 
osunp. (a) 3’ ( ) 12° (c) 30° ( ur . 


' 
5. Man berechne das Kurvenintegral 


I= S[(@e-y?) de+2eydy];, 
(04) 


wenn als Integrationsweg eine der folgenden Kurven zwischen O(0, 0) und A(1, 1) ge- 

nommen wird (vgl. Abb. 7): 

(a) die geradlinige Strecke OA (y=x); 

(b) der Streckenzug OPA aus der Strecke OP der x-Achse (y=0) und der Strecke PA 
der Geraden x =1; 


(c) der Streckenzug OQA aus den Strecken OQ der y-Achse (x =0) und Q4 der Geraden 
y=l1l. . 
Lösung. (a) Wegen y=x und dy=dkx ist 


1 

: 5 

I | (© +2?) de=2; 
0 


(b) in diesem Fall zerlegt man natürlich den Integrationsweg in zwei Strecken: 


y B— f — + f =I, +15. 
(0oPA) (OP) (PA) 


Längs OP ist y=0O und dy=0, also 
s 
J, = | ede= 
0 
Längs PA ist x=1 und d«=0, also 


1 
2 . 


i 
Ia=f 2y dy=1 . 
0 


Somit ist ] en } 


2 
(e) Analog finden wir (da das Integral längs OQ verschwindet) 
\ 1 
Je = I! («-IN)de= -— 
(Q4) 0 


6. Man berechne das Integral 
= Sf ((y?+22y) de +(2xy-+2x2) dy) 
(0A) 


für dieselben drei Fälle. : 
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Lösung. In allen Fällen ist J =2. 


Bemerkung. Dem Leser ist wahrscheinlich der Unterschied der Ergebnisse der Bei- 
spiele 3 und 6 einerseits und der Beispiele 4 und 5 andererseits sohon aufgefallen. Der 
Wert der Integrale in den Beispielen 3 und 6 hängt anscheinend nicht von der Ver- 
bindungskurve des Anfangs- und Endpunktes ab. Dagegen ist das bei den Beispielen 
4 und 5 sehr wohl der Fall. In $3 werden wir uns mit diesem Problem näher beschäftigen 
und seine Bedeutung klären. 


7. Man berechne 


I= S(x?+2xy)dy, 
(C) 


wobei (©) die entgegen dem Uhrzeigersinn zu durchlaufende obere Hälfte der Ellipse 


2 2 
5 +7 =] bedeutet. 


Lösung. Wir benutzen die Parameterdarstellung der Ellipse: z=a cost, y=b sin t; 
i variiert zwischen 0 und r. Nach Formel (5) erhalten wir nach den entsprechenden 
Substitutionen 


TT 
I = f(a?2cos?t-+2ab costsin t) bcostdt 
0 


Tı Yr7 

4 

=a | cos2 tdt +20b2 | cos trsin tdt= 3 ab?. 
(f) 0 

8. Man berechne 


K= S(y? da-a2 dy), 
(L) 


wobei (L) den Kreis mit dem Radius 1 
(a) um den Ursprung (0,0), (b) um den Punkt (1, 1) 
bedeutet. 
Lösung. (a) Mit der Parameterdarstellung 2=cost, y=sint, O=st=2r, liefert 
Formel (5) | 


IT 
K= — f (sin? t+cos?t) dt=0. 
0 


(b) Analog erhält man mit der Parameterdarstellung ce —1 =cost, y—1=sin t die Be- 
ziehung 
It 


K=-/f (2+sint+cost+sin?t-+cos?t) d= —4r. 
0) ” 


9, Man bestimme 
x dy—-ydx 


unse u nz — R2 
K Ax2+2.Bxy +Cy? du 
(K) 


J= 


wobei (X) der Kreis x?+y?=r? ist. 
Hinweis. Vgl. Nr. 339, Beispiel 14. 
Zr. 
yAG-B2 \ 
10. Man berechne 
ae} 
A y_yma 


Lösung. J= 
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wobei (A) das Stück der Zykloide 


z=a(t—-sint), y=a(1-cos!t) 


Tr eu. 
von I=: bis t=— ıst. 


3 
Lösung. 
13 
” sin] .,_ 2 1-V3 1, 2 
L= f a(t-sint) - t=a FIRE 5 =pins. 
r.l6 j 


11. Man berechne 


1 x2dy—y?dx 
” f a3 + ybl3 ’ 
(K) | 
wobei (K) das Stück der Astroide.. 
x=acos?t, y=asin®t 


vom Punkt A(a, 0) bis zum Punkt B(0, a) ist. 
Lösung. 
rl2 3 
I =3a#!3 f sin? t cos? t.dt Fre ral3, 
0 


550. Approximation mit Hilfe eines Integrals über einen Streckenzug. In vielen Fäl- 
len, in denen man mit Kurvenintegralen zu tun hat, ist es zweckmäßig, sie durch 
Integrale über Streckenzüge zu approximieren. Diese Approximation beruht auf 
nachstehendem Satz, der uns im folgenden oft nützlich sein wird. 

Die Kurve (Z), über die integriert wird, werde als einfach und nicht geschlossen 
vorausgesetzt. Sie seidurch Gleichungen der Form (3) gegeben, worin die Funktionen 
p und y nebst ihren Ableitungen stetig seien. Dadurch ist die Existenz des Kurven- 
integrals in der nachstehenden Gleichung gewährleistet (Nr. 547), ebenso wie die 
Rektifizierbarkeit der Kurve (Z); vgl. Nr. 248. 

Lemma. Es seien die Funktionen P(x, y) und Q(x, y) in einem (offenen) Gebiet (E) 
stetig, (L) sei eine in diesem Gebiet verlaufende Kurve der oben erwähnten Klasse. 
Beschreibt man der Kurve (L) einen Streckenzug (A) ein und läßt die größte seiner 
Teilstrecken gegen O gehen, so gilt, wie wir zeigen wollen, 


lim f(P dz+Q dy)= f(Pdx+Qdy). 
(4) (d) \ 


Man kann sich offenbar auf die RE { Pdx und £ Pdx beschränken, da die 
Überlegungen für / Qdy und j Qdy völlig Aalat verlaufen; 
Der in (Z) FE SO IRRE (A) habe seine Ecken in den Punkten 
4=4, Ay .., Ay Ay es An=B; 


die Werte von x und’ P im Punkt A, bezeichnen wir mit x; bzw. P,. Wir geben 
uns ein e>Ü vor und nehmen dann die Strecken A,4A,,, so klein an, daß a) die 
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Schwankung der stetigen Funktion P längs 4,4, ,, kleiner als & ist und b) sich die 
Integralsumme 2, P;4x; vom Integral f P dx um weniger als e unterscheidet. 
Offenbar ist * (D 


JSPdx=7% f Pd« 
(4) 5 (Id;rı) 
und andererseits 
2 PAu,=% SS P;de, 
+ (4,4544) 


also 
PERS +3  /S I[IP-Plde. 
(A) : (4;drN) 


Der erste Summand auf der rechten Seite unterscheidet sich aber von [ Pdr 


(L) 
um weniger als e (vgl. b)), und der zweite ist dem absoluten Betrag nach nicht grö- 
Ber alse 3 A;A,,, (vgl.a)), also nicht größer als eL, wobei L die Länge der Kurve 
| 
(Z) ist. Somit ist schließlich 
| fPdr- SPdx|<e(1+ZL), 
(4) (L) 
womit unsere Behauptung bewiesen ist. 


Bemerkung. Die soeben bewiesene Aussage kann in gewissem Sinne auch 
auf den Fall einer geschlossenen einfachen Kurve (Z) ausgedehnt werden, wenn man 
sie in zwei nicht geschlossene Kurven zerlegt und auf jede von diesen den Hilfssatz 
einzeln anwendet. Der Grenzübergang wird hier durch die Forderung eingeschränkt, 
daß in jedem System von Teilpunkten zwei im vorhinein festgelegte Punkte ent- 
halten sind (vgl. die Bemerkung in Nr. 548). 


5051. Berechnung von Flächeninhalten mit Hilie von Kurvenintegralen. Wir zeigen 
jetzt, wie man mit Hilfe von. Kurvenintegralen (zweiter Art) den: Flächeninhalt 
ebener Figuren berechnen kann. 

Wir betrachten zunächst (Abb. 8) eine Figur (D)= PORS, die begrenzt wird von 
den geradlinigen Strecken PS und OR, welche der y-Achse parallel sind (und die in 
einzelnen Fällen auch auf einen Punkt zusammenschrumpfen können), sowie von 
zwei Kurven PQ und SR, welche beide von jeder Parallelen zur y-Achse in genau 


y R y=-Y(x} 


Y-yoX) 
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einem Punkt geschnitten werden. Die expliziten Gleichungen der Kurven seien 


(PQ):y=ylr),  WBR:y=Ile), 
wobei x im Intervall [a, b] variieren möge. 
Den zu untersuchenden (stets nichtnegativen) Flächeninhalt D des krumm- 
linigen Trapezes PQRS kann man als Differenz der beiden krummlinigen Trapeze 
abRS und abQP schreiben: 


b b 
D=f Y(x) de- [y(z) de. 
& a 
Andererseits ist nach Formel (7) 


b b 
Sydz=fyla)de,  Syde=fYle)de. 
(SR) @ 


(PQ) a 
Daher ist 
D= [Sydı+ [yde; 


(SR) (QP) 
dabei haben wir die Grenzen des zweiten Integrals vertauscht und damit die In- 
tegrationsrichtung geändert. Addiert man zur rechten Seite der Gleichung die 
Integrale 


fydx und fyde, 
(PS) (RQ) 
die gleich 0 sind, da sie über Strecken genommen werden, die zur y-Achse parallel 
sind, so bleibt sie richtig. Also ist 


D= Sf yde, 
(PSRQP) 
wobei die Kurve in dem durch die Buchstaben angegebenen Sinne zu durchlaufen 
ist. 
Bezeichnen wir den Rand von (D) mit (L), so bezeichnet Ä ydx nach der Ver- 


einbarung am Schluß von Nr. 548 das in positivem Sinne RE Integral. Bei 
einer Rechtsorientierung der Achsen (Abb. 8) ist dabei der Umlaufsinn zu nehmen, 
bei dem die Fläche links liegt, während doch der Durchlaufungssinn PSRQP dieses 
Gebiet rechts liegen. läßt. Daher ist 
f yde=- fydr 

(PSRQP) (Z) 
und somit 

D=— fydx. (9) 

(Z) 

Wir wollen nun annehmen, die Figur (D) sei von einer Kurve komplizierterer 
Form berandet; der Rand darf sogar aus mehreren Kurven bestehen, (D) darf also 
„Löcher“ haben. Jedoch sei (D) durch zur y-Achse parallele Geraden in endlich viele 
Flächenstücke der zuerst betrachteten Art zerlegbar (Abb. 9). 

Jedes dieser einzelnen Flächenstücke hat einen Flächeninhalt, der nach Formel 


Pe 
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(9) ausdrückbar ist. Durch Addition der sich so ergebenden Gleichungen erhalten 
wir auf der linken Seite den Flächeninhalt der ganzen Figur (D), auf der rechten 
eine Summe von Integralen, die sich über alle Ränder der Teilstücke erstrecken. 
Die Integrale lassen sich jedoch zu einem einzigen zusammenfassen, das über ganz 
(L) zu erstrecken ist; denn die Integrale über jede der (zweimal, aber in entgegen- 
gesetztem Sinne durchlaufenen) Hilfsstrecken sind gleich 0. Somit läßt sich auch 
in diesem Fall der Flächeninhalt D durch Formel (9) ausdrücken. 

Für die Figur PQRS (Abb. 10), die von den geradlinigen, zur x-Achse parallelen 
Strecken PQ und SR sowie von den beiden Kurven 


(PS): z=uny)  (QM:x=Xly) (e=y=d) 


J 

d-=--—— 

C — m u m 

NEE REENEERREEHEUDER 

x 
Abb. 10 
berandet ist, erhält man mit Hilfe ähnlicher Überlegungen die Formel 
D= [xdy. (10) 


Übrigens kann man sie auch direkt aus (9) erhalten, indem man die Rollen von « 
und y vertauscht. Dabei muß man das Vorzeichen ändern, da unabhängig von der 
Rolle der Koordinatenachsen der positive Umlaufsinn derselbe bleibt wie beim 
"vorigen Fall, während sich die Orientierung der. Ebene ändert. 

Es versteht sich, daß (10) auch für kompliziertere Figuren, die sich durch zur 
x-Achse parallele Geraden in endlich viele krummlinige Trapeze des vorhin be- 
trachteten Typs zerlegen lassen, gültig bleibt. 

Dieses Ergebnis ist im Grunde schon von einer völlig hinreichenden Allgemein- 
heit. Jedoch ist es in konkreten Fällen oft sehr umständlich, die Zerlegbarkeit 
einer Figur in endlich viele Teile der speziellen Form nachzuweisen. Daher geben 
wir noch eine andere, ebenfalls äußerst allgemeine, aber leicht zu verifizierende Be- 
dingung an, unter der sich die Formeln (9) und (10) als anwendbar herausstellen. 

Wir wollen nämlich voraussetzen, daß der Bereich (D) von einer beliebigen, 
stückweise glatten Kurve (L) berandet ist. (Bekanntlich heißt eine Kurve stück- 
weise ‘glatt, wenn sie aus glatten Bögen zusammengesetzt ist; vgl. Nr. 337 und 
Nr. 261.) Da ein solcher Bereich quadrierbar ist (d.h. einen Flächeninhalt hat; 
vgl. Nr. 337), kann man von (D) überdeckte bzw. (D) überdeckende Polygon- 
bereiche (A) bzw. (B) derart konstruieren, daß 


A<=D=<B, B-A=e 
3 Fichtenholz III 
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ist, wobei & eine vorgegebene positive Zahl ist (vgl. Nr. 335). A, B,D sind die 
Flächeninhalte von (A), (B), (D). Dabei nehmen wir an, daß die Ränder aller dieser 
Bereiche paarweise punktfremd sind. Wir bezeichnen mit ö den kleinsten Abstand 
zwischen Randpunkten der verschiedenen Bereiche (vgl. Nr. 3356, Fußnote). Be- 
schreibt man (ZL) einen Streckenzug (A) ein, dessen Glieder sämtlich kleiner als 
ö sind, so kann dieser Streckenzug mit den Polygonen (A) und (DB) keine Punkte 
gemein haben, so daß das von ihm berandete Polygon (A) das Polygon (4A) enthält 
und in (B) enthalten ist. Dann ist 
Id-DI<e, 

so daß A gegen D strebt, wenn die längste Strecke des einbeschriebenen Strecken- 
zuges gegen 0 strebt. 

Jetzt kann man sich leicht davon überzeugen, daß zur Berechnung des Flächen- 
inhaltes A des Polygons (A) sowohl (9) als auch (10) anwendbar ist; d. h., es ist 

A=— [ydıe= f[xdy. 
(4) (4) 

Mit Hilfe achsenparalleler Geraden kann man nämlich dieses Polygon leicht in 
Trapeze des entsprechenden Typus zerlegen. Gehen wir dann zur Grenze über, so 
erhalten wir unter Benutzung des Hilfssatzes aus Nr. 550: Der Flächeninhalt einer 
von einer stückweise glatten Kurve (A) berandeten Figur (D) läßt sich durch jede der an- 
gegebenen Formeln ausdrücken. 

Am häufigsten jedoch, benutzt man zur Berechnung eines Flächeninhaltes die 
symmetrische Beziehung 


D=, | @dy-ydz), 11) 
(L) 
die sich leicht aus (9) und (10) ergibt (vgl. Nr. 339, Formel (16)). 

‘Bemerkung. Man überzeugt sich leicht davon, daß auch das Vorhandensein 
endlich vieler singulärer Punkte die Gültigkeit der hergeleiteten Formeln nicht 
beeinträchtigt. Schließt man diese Punkte mittels kleiner Kreisumgebungen aus, 
so bleiben die Formeln auf den Rest der Figur anwendbar. Dann braucht man nur 
die Durchmesser dieser Kreisumgebungen gegen 0 streben zu lassen. 


552. Beispiele. 
1. Man bestimme den Flächeninhalt einer Ellipse mit den Halbachsen «a und b. 


Lösung. Wir benutzen die Parameterdarstellung der Ellipse z=a cost, y=b sin t 
(0=t=2r). Nach Formel (11) ist 


21 Arc 
4 b 
5 | [a cost b eostdt-bsint- (-a sin) di]= [d=rab. 
0 0 


Bei der Berechnung des Kurvenintegrals haben wir (6) benutzt. Bei den Integrations- 
grenzen muß beachtet werden, daß einem positiven Umlaufen der Randkurve ein 
Wachsen der Parameterwerte entspricht. 


2. Man bestimme den Flächeninhalt der Astroide 


= =acos?t, y=asin®t ((=st=2r). 
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ITE 


3 Ira? 
Lösung. D=2 a | sin? t cos?tde= —— E 


3. Man bestimme den Flächeninhalt der Figur, die von einem Bogen der Epizykloide 
xz=a[(l-+m) cos mt -—m cos (1 +m) i], 
y=a|[(1-+m) sin mt -—m sin (1-+m) ti] 

und dem entsprechenden Kreisbogen berandet ist (Abb. 11). 


Lösung. Das Integral (11) ist zunächst über die Kurve (ABC) und dann über die 
Kurve (ODA) zu erstrecken. Im ersten Fall können wir die oben angegebene Parameter- 
darstellung mit O=t=27 benutzen. Dann ist 


xdy — ydz =a?m (1-+m) (1+2m) (1-cost)dt, 
also 


z [| = ram (1 +m) (1 +2m). 


(ABC) 
Für den Bogen (CDA) der Kurve haben wir die Parameterdarstellung 


c=acosmt, y=asin mt, 


wenn wir denselben Parameter benutzen, der diesmal aber von 2r bis 0 variiert. Das 
entsprechende Integral ergibt sich zu 


Ö 
1 1 ® 
2 = am [= — ram . 
(C.DA) 2rc 
Somit gilt 


D =ra?m? (2m +3). 


Abb. 11 Abb. 12 


4. Man bestimme den Flächeninhalt der Schleife des Cartesischen Blattes (Abb. 12) 
x3+y?=3ary . 

Lösung. Um eine Parameterdarstellung zu erhalten, setzen wir y=tx. Eine solche 

Substitution istin der Regel zweckmäßig, wenn die Gleichung einer algebraischen Kurve 


zwei homogene Gruppen von Gliedern enthält und sich der Grad dieser Gruppen um 1 
3% 
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unterscheidet. Dann folgt (vgl. Nr. 224, Beispiel 5) 
sat 3at? 
im? Tre 
Geometrische Überlegungen lehren, daß die Schleife beschrieben wird, wenn t von 0 bis 


4 


© variiert (demn es ist t -- =tan 0,0 =0 =;) . Wir erhalten somit 


1 — 213 2: —1% 
= t, i 
de = =3a 77 di dy =3qa er 
und 
ga? fr t2dk 3 
3) (dr p727° 
0 
Wir weisen darauf hin, daß wir-hier ein uneigentliches Integral mit der oberen 
Grenze » benutzt haben, während wir bei der Herleitung der Formel (6) angenommen 


hatten, das Parameterintervall sei endlich. Das läßt sich jedoch leicht rechtfertigen, wenn 
man zuerst einen anderen Parameter mit endlichem Variabilitätsbereich einführt 


(beispielsweise den Winkel 6) und dann erst zum Parameter = übergeht. 


5. Dasselbe für die Kurven 
(a) (a+y=andy;  (b) (e+y)rti=artyr (n=1,2,3,...). 
Hinweis. Man setze 2 ((=zt=o). In (b) ergibt sich 

gan 
(1 +1)4r+2 
Bei der Integration erhält man eine Zerlegung in Partialbrüche, wenn man von der 
Identität 


2n 
[419-2 (7 )(-Drdi+nt 


ıdy -ydx =a? di. 


ausgeht. 
(x) 
. a? 2an l: 
- (b) Den 20) An-k+1' 
6. Man bestimme den Flächeninhalt der von den Koordinatenachsen und der Kurve 
23 + y> =x2 +y2 
berandeten. Fläche. 


1 4r 
Lösun D=5+ 2 
8. 9 913° 


7. Als Beispiel für die Anwendung der allgemeinen Formel (10) zur Berechnung des 
Flächeninhaltes ebener Figuren beliebiger Form (natürlich unter Beachtung der oben 
genannten Einschränkungen, die wir der Kürze halber hier nicht wiederholen) behan- 
deln wir abschließend folgendes Problem. 

Als Grund- und Deckfläche eines Körpers seien zwei beliebig geformte Figuren gege- 
ben, die in parallelen Ebenen liegen; die Mantelfläche sei eine Regelfläche und von Ge- 
raden erzeugt, die nach einer beliebigen Vorschrift die Randpunkte von Grund- und 
Deckfläche verbinden (Abb. 13). Man zeige, daß das Volumen V des Körpers nach der 
Formel 


Lösung.(a) D= 


V-, (20 +4Qı +0») (12) 
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berechnet werden kann, wobei h die Höhe des Körpers ist und Q,, Qı; Q, die Flächen- 
inhalte von Grundfläche, mittlerem Querschnitt bzw. Deckfläche bedeuten. Wir wis- 
sen, daß sich das Volumen V mit Hilfe des Querschnittes @ =Q@(z) nach der Formel 


Abb. 13 


V= ol«) dx 


ergibt (vgl. Nr. 342). Andererseits ist die Simpsonsche Formel 


b 
h 
f x) de 7 (drsQı +9); 


wenn Q(x) ein Polynom höchstens dritten Grades ist, exakt (vgl. die Fußnote 1 auf 
S. 168 von Bd. II). Nun ist aber hier, wie wir sehen werden, Q(r) ein Polynom zweiten 
Grades. 

Es seien 


y=zax-+ß, z=yc+6 (13) 


die Gleichungen der Erzeugenden dieser Regelfläche, die den Körper berandet. Dabei 
kann man annehmen, die Koeffizienten «, f, y, ö seien Funktionen eines Parameters i, 
und die Fläche werde von den Erzeugenden beschrieben, wenn t von ti; bis 7’ variiert. 
Wird jetzt die Fläche von einer zur 4, z-Ebene parallelen Ebene im Abstand x von 
dieser geschnitten, so ergibt sich als Schnitt eine Kurve, deren Projektion (ohne Ver- 
zerrung!) auf die y, z-Ebene genau die Gleichungen (13) als Parameterdarstellung hat. 
Wir nehmen an, daß für st=T die Ränder aller Querschnitte (durch die entsprechen- 
den Punkte der Erzeugenden) in positivem Sinne durchlaufen werden. Dann erhält 
man für den Flächeninhalt des Querschnittes nach der zu (10) analogen Formel 


YAz)= [yd= Sea+B)d 0240 
(K,) 


=? r dt GRTET Are, dö, 
io 
d.h. tatsächlich eine ER durch ein an Trinom von x. 
Man zeigt leicht, daß eine zu (12) analoge Formel auch zur Berechnung des Träg- 
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heitsmomentes des Körpers in bezug auf die y, z-Ebene anwendbar ist; es ist nämlich 
b Br 
M ,.=S2%x) de 
& B 
(vgl. Nr. 356, Beispiel 1); hier ist der Integrand ein Polynom dritten Grades. 
553. Der Zusammenhang zwischen den Kurvenintegralen beider Arten. Wir be- 


trachten eine glatte Kurve (K)=(AB) und stellen sie, nach Wahl des Parameters 
s= AM, durch ihre Gleichungen 

x=«x(s), y=y(s) ((=s=$) 
dar. Die Funktionen x(s), y(s) haben stetige Ableitungen x’(s), y’(s). Bezeichnet 


man den Winkel zwischen der x-Achse und der nach der Seite des wachsenden 
Bogens gerichteten Tangente mit «, so ist bekanntlich (vgl. Nr. 249, Formel (15)) 


cosa=x’(s), sin«a=y'(s). 


Ist längs der Kurve (X) eine stetige Funktion f{M)=f(x, y) gegeben, so gilt 
Ri 
[ HM) dx= f 1(x(s), y(s)) #’(s) ds 
(K) ) 
S' 
= S[ f(x(s), y(s)) cosads= ff{M)cosads; 
0 (K) 


somit ist ein Kurvenintegral zweiter Art auf ein Kurvenintegral erster Art zurück- 
geführt. 
Analog ergibt sich 
StM)dy= Sff(M)sinads. 
(K) (K) 


Sind schließlich zwei längs (K) stetige Funktionen P(M)=P(x,y) und Q(M)= 
=(x, y) gegeben, so ist 


ER de+Q)dy)= RA cosa@+Qsina)ds. (14) 


Wir Are daß in er diesen Formeln der Winkel « mit der Richtung der 
Tangente zu bilden ist, die dem Durchlaufungssinn von (K) entspricht. Ändert man 
diesen Durchlaufungssinn, so ändert das Integral links sein Vorzeichen, und ent- 
sprechend, da sich x um +r ändert, auch das Integral rechts. Offenbar bleiben 
die hier hergeleiteten Formeln auch für doppelpunkt- und singularitätenfreie 
stückweise glatte Kurven gültig. Davon kann man sich leicht überzeugen, indem 
man die Formeln auf die glatten Bögen einzeln anwendet und dann addiert. 


Als Übungsaufgabe formen wir die Formel (11) für den Flächeninhalt in ein Kurven- 
integral erster Art um: 


1 
= [@ay-y dx) = = (esina—ycosa)ds. 
(&) “ 
Der Übergang zu Polarkoordinaten r, 0 liefert 
1 1 
= [ r (sin « cos# —-cosa sin 6) ds =— f rsin(@«—0)ds. 


i 2 
(K) (K) 
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Beachtet man, daß « —0 der Winkel (r, t) zwischen dem Radiusvektor des Punktes und 
der Tangente in ihm ist, so kann man dieser Formel die Gestalt 


=> f r sin (r, it) ds 
(K) 
geben. 
Analoge Überlegungen lassen sich auch bei Kurvenintegralen längs Raumkurven 
anstellen. Im Ergebnis erhält man 
f(Pdz+Qdy+Rde)= f[(Pcosa+Qcosß+Rcosy)ds, 
(K) (K) 
wobei cos«, cos ß, cosy die Richtungskosinus der Tangente sind, unter der An- 
nahme, daß ihr Durchlaufungssinn dem des Integrationsweges entspricht. 

Für den Fall einer ebenen Kurve ist oft folgende Formel zweckmäßig, die die 
Kurvenintegrale beider Arten und den Winkel zwischen der x-Achse und der Nor- 
malen der Kurve, über die zu integrieren ist, verknüpft. 

Ist diese EEE so gerichtet, daß der Winkel (f,n) zwischen Tangente und 


Normale gleich Eur — ist, 1) so daß also 


Ua n)=<(,1)+<(,n)=a+Z 


2 
gilt, dann ist cos a=sin (x, n), sina=—cos (x, n). Alsdann kann (14) in folgender 
Gestalt geschrieben werden: ! 
f(Pdx+Qdy)= f[P sin («,n)—Q cos (z,n)jds. (15) 
(K) (R) 


Die Winkel werden in Übereinstimmung mit der Orientierung der Ebene gemessen. 


554. Physikalische Aufgaben. Wir gehen abschließend auf einige physikalische Pro- 
bleme ein, in denen Kurvenintegrale angewendet werden. 

1. Die Arbeit eines Krajtfeldes. In einem Punkt M der x, y-Ebene (oder eines bestimm- 
ten Teiles davon) wirke auf eine dort befindliche Einheitsmasse eine bestimmte Kraft F, 
deren Größe und Richtung nur von der Lage von M abhängt. Ist die im Punkt M be- 
findliche Masse m eines Massepunktes von 1 verschieden, so ist die auf ihn wirkende 
Kraft gleich mF. Unter diesen Voraussetzungen nennt man die Ebene ein (ebenes) Kraft- 
feld und die auf die Einheitsmasse wirkende Kraft die Feldstärke. Die Vorgabe der Kraft 
F nach Größe und Richtung ist gleichbedeutend damit, daß die Projektionen X und Y 
auf die Achsen, welche offenbar Funktionen der Koordinaten x, y des Punktes M sind, 
vorgegeben werden: 


X=X(r, y), Y=Y(z,y). 
Ist @ der Winkel zwischen dem Vektor F und der x-Achse, so ist (Abb. 14) 
X=f'cospg, Y=Fsinp. (16) 


Wir wollen nun annehmen, der im Feld befindliche Massepunkt M mit der Einheits-. 
masse bewege sich und beschreibe eine stetige Kurve (K) in einem bestimmten Durch- 
laufungssinn. Das Problem besteht darin, die Arbeit A zu bestimmen, welche die Feld- 
stärke bei dieser Bewegung leistet. 


1) Der Drehsinn, in dem der Winkel gemessen wird, muß mit der Orientierung der 
Ebene übereinstimmen. 
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Abb. 14 Abb. 15 


Wäre die auf den Punkt wirkende Kraft stets von gleicher Größe F und von gleicher 
Richtung und die Bewegung des Punktes geradlinig, so wäre die Arbeit A gleich dem 
Produkt der Weglänge I! mit der Projektion der Kraft auf die Richtung der Bewegung, 

A=Flcosd, ' 


wenn 6 der Winkel zwischen der Richtung des Kraftvektors F und der Bewegungsrich- 
tung ist. 

Im Fall einer nicht geradlinigen Bewegung und einer nicht konstanten Kraft läßt sich 
die Arbeit mit Hilfe eines Grenzprozesses bestimmen. Man wird hierbei zu der aus den 
Anwendungen vertrauten Methode der „Summierung unendlich kleiner Größen“ (vgl. 
Nr. 348) greifen. Wir werden die Lage des Punktes M auf der Kurve (X) durch die 


Länge s des Bogens AM beschreiben (Abb. 15). Wir betrachten das Bogenelement 
ds=4;4;,,,ı der Kurve und nehmen als Approximation an die Wirklichkeit an, die 
Kraft F und der Winkel 6; seien konstant. Dann ergibt sich für das entsprechende 
Element der Arbeit 


dA=Fcos®@ds. 


Jetzt braucht man nur diese Elemente längs der Kurve (K) zu „summieren“ und erhält 
für die Arbeit A ein Kurvenintegral erster Art: 


A= fFecos0ds. (17) 
(K) 


Wir führen den Winkel « zwischen der Richtung von ds (d. h. zwischen der Richtung 
der Tangente im Punkt A;,) und der x-Achse ein. Offenbar ist O9=® —«, also 


cosd=cospcos@-+sinpsin«, 
und für das Integral kann man 


S(F cospcos&+Fsingpsin«) ds 
(X) 


oder nach (16) 

A= EEE &) ds 
schreiben. N ei Formel (14), die den Zusammenhang zwischen den Kurvenintegralen 
beider Typen angibt, ist also 

er EURER (18) 


Somit läßt Be die Arbeit eines Kraftfeldes durch ein Kurvenintegral zweiter Art aus- 
drücken. Das ist der am meisten verwendete Ausdruck für die Arbeit, der zur Unter- 
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suchung folgender Fragen recht zweckmäßig ist: Hängt die Arbeit von der Gestalt der 
Kurve ab, die zwei Punkte verbindet? Ist die Arbeit längs einer geschlossenen Kurve 
immer gleich 0? (Vgl. dazu Nr. 555 bis 562.) 


2. Die ebene stationäre Strömung einer inkompressiblen Flüssigkeit. Eine solche Bewe- 
gung ist dadurch charakterisiert, daß erstens alle Teilchen, die sich auf einer Vertikalen 
zu einer bestimmten Ebene befinden, gleiche Geschwindigkeit haben, welche überdies 
dieser Ebene parallel ist, so daß man zur Beschreibung der ganzen Bewegung nur die 
Bewegung in einer Ebene (die wir als x, y-Ebene wählen) zu untersuchen braucht, und. 
daß zweitens die Geschwindigkeit e eines Flüssigkeitsteilchens nur von der Lage des 
Teilchens, aber nicht von der Zeit abhängt. Somit ist in jedem Punkt der betrachteten 
Ebene (oder eines Teiles davon) eine nach Größe und Richtung bestimmte Geschwindig- 
keit gegeben; wir sagen auch, es sei ein zeitunabhängiges Geschwindigkeitsfeld ge- 
geben. 

Bezeichnet man den Winkel zwischen dem Vektor e und der x-Achse mit @ und die 
Projektionen von c auf die Achsen (d. h. die Gesch windigkeitskomponenten) mit v und 
v, so ergibt sich (Abb. 16a) 


U=C;=CCOSp, V=Cy=csinp. 


Abb. 16 


Wir wählen in der x, y-Ebene eine Kurve (K) und versuchen, die Flüssigkeitsmenge @& 
zu bestimmen, die bei einer bestimmten Geschwindigkeit von einer bestimmten Seite 
her in der Zeiteinheit durch die Kurve hindurchströmt. Da wir die Flüssigkeit als in- 
kompressibel voraussetzen, können wir die Flüssigkeitsmenge durch den Flächeninhalt 
der von ihr eigenommenen Figur bestimmen. Wir sehen diese Flüssigkeitsmenge als 
negativ an, wenn die Flüssigkeit in der entgegengesetzten Richtung strömt. 

Wir betrachten ein Bogenelement ds=AB von (K). In der Zeit dt strömt durch dieses, 
Element eine Flüssigkeitsmenge 


c„dsdt, (19) 


wobei c,„ die Projektion des Geschwindigkeitsvektors e auf die Normale n des in Strö- 
mungsrichtung gerichteten Elements ds ist. Diese Flüssigkeitsmenge ist nämlich gleich 
dem Flächeninhalt des Parallelogramms mit den Seiten ds und c di, dessen Höhe gerade 
C„ dt ist (Abb. 16b). 

Zur Berechnung der Flüssigkeitsmenge, die in der Zeiteinheit durch ds hindurchtritt, 
summieren wir (19) nach t und erhalten c„ds. Nun summieren wir über alle Bogenele- 
mente von (K) und erhalten die gesuchte Menge Q als Kurvenintegral erster Art: 

= fc„ds. (20) 

(K) 
Dabei haben wir wieder das Prinzip der „Summierung unendlicher kleiner Größen“ an- 
gewandt. Ist (x, n) der Winkel zwischen der x-Achse und der Kurvennormalen n, so er- 
gibt sich für den Winkel zwischen der Normalen und dem Geschwindigkeitsvektor ce 


(n,c)=(8, 0) -(&n)=P -(wın); 
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also ist 

cn =c cos (n, c) =c(cos 9 cos (x, n) +sin 9 sin (x, n)) =u cos (@, n) + sin (x, n). 
Dann geht (20) über in 

Q = ge cos (x, n)+vsin (z, n)] ds. (21) 


Jetzt kann man nach (15) aus Nr. 553 dieses Integral als Kurvenintegral zweiter Art 
darstellen: 
Q= fwda-udy), (22) 
(K) 
wobei es wichtig ist, darauf hinzuweisen, daß die Kurve so durchlaufen werden muß, daß 
der Winkel zwischen der entsprechenden Richtung der Tangente und der vorher ge- 


wählten Richtung der Normalen gleich +5 ist (denn unter dieser Annahme ist die 
Formel (15) hergeleitet worden). 

Ist (K) eine geschlossene Kurve und das Integral (22) wie üblich (vgl. Nr. 548) in posi- 
tivem Sinne genommen, so muß die Normale in Formel (22) ins Innere des von (K) be- 
randeten Bereichs gerichtet sein, damit die obige Bedingung erfüllt ist. Daher liefert 
(22) in diesem Fall die Flüssigkeitsmenge, die in der Zeiteinheit durch (K) in den Bereich. 
hineinströmt. Wollen wir die Menge haben, die aus dem Bereich herausströmt, so 
brauchen wir in (22) nur die Vorzeichen zu ändern. 

Hat ferner das Feld weder „Quellen“ noch „Senken“, so bleibt in jedem berandeten 
Bereich die Flüssigkeitsmenge konstant. Daher muß für jede geschlossene Kurve (K) 
das Integral (22) gleich 0 sein. 

Somit ist, falls u und v die Geschwindigkeitskomponenten einer ebenen stationären Strö- 
mung einer inkompressiblen Flüssigkeit und keine Quellen und Senken vorhanden sind, 


vw dx -udy) =0 
(K) 
für jede geschlossene Kurve (K). 
In Nr. 566, Beispiel 2, werden wir sehen, daß dieses mit Hilfe physikalischer Über-- 


legungen gewonnene Ergebnis auch eine analytische Charakterisierung der Funk- 
tionen u und v liefert. 


3. Würmeabsorption durch ein Gas. Wir betrachten eine bestimmte Menge eines Gases. 
Der Zustand des Gases wird durch drei Größen charakterisiert: durch sein Volumen V, 
den Druck p und die absolute Temperatur 7. Handelt es sich um ein ideales Gas, so be- 
steht zwischen diesen Größen die Clapeyronsche Formel 


oV=RT, 


wobei R eine Konstante ist. Somit kann jede der drei Größen p, V und T durch die 
beiden anderen ausgedrückt werden, und man braucht zur Charakterisierung des Zu- 
standes eines idealen Gases nur zwei dieser Größen zu kennen. Dies seien etwa V und ?. 
Dann liefert der Punkt mit der Abszisse V und der Ordinate p ein Bild des Zustandes 
des Gases. Ändert sich dieser Zustand von einem Anfangszustand, der dem Punkt A 
entspricht, bis zu einem Endzustand, dem der Punkt B entspricht, so wird der Prozeß 
der Änderung durch eine Kurve (K)=(ADB) charakterisiert, die die Aufeinanderfolge 
sich kontinuierlich ändernder Zustände bildlich darstellt. (Hier und im folgenden han- 
delt es sich um sogenannte quasistationäre Prozesse, d. h., wir stellen uns vor, der Zu- 
stand des Gases ändere sich so langsam (aber homogen), daß die ganze Gasmenge sich 
jeweils in dem betreffenden Zustand befindet.) | 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Wärmemenge Q zu bestimmen, die von einer ge- 
gebenen Gasmenge im Verlauf des durch die Kurve (K) charakterisierten Prozesses 
absorbiert wird. Zu diesem Zweck betrachten wir wie üblich einen „unendlich kleinen“ 
Elementarprozeß, der das Gas aus dem Zustand (V, p, T) in den unendlich benach- 
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barten Zustand (V/ +dV, p+dp, T-+dT) überführt. Ihm entspricht ein Element der 
Kurve (K); vgl. Abb. 17. Die Wärmemenge, die dabei absorbiert wird, haben wir schon 
einmal bestimmt (bei der Herleitung der Poissonschen Formel, Nr. 361, Beispiel 3). 
Dort hatten wir 


C C 
dQ= Vdp+zp dV 


erhalten. 


Um die Gesamtwärmemenge Q zu erhalten, die während des ganzen Prozesses absor- 
biert wird, der durch (X) charakterisiert wird, brauchen wir nur die Elemente d@ längs 
der Kurve zu summieren: 


Cy 
Q= f Grat ar). (23) 
(K) 
Somit ergibt sich Q unmittelbar als Kurvenintegral zweiter Art. Hätten wir d@ nicht 
durch dV und dp, sondern durch dV. und dT7' oder durch dp und dT ausgedrückt, so 


hätten wir ebenfalls Kurvenintegrale erhalten, natürlich dann in der. V, T- bzw. in der 
p, T-Ebene. 


4. Wirkung des Stromes auf einen Magneten. Das Biot-Savartsche Gesetz, das die 
Wirkung des Stromes auf einen Magneten charakterisiert, hat Differentialform. Nach 
diesem Gesetz übt ein Leiterelement ds, durch das ein Strom der Stärke I fließt, auf 
eineim Abstand r befindliche „magnetische Masse“ m eine Kraft aus, deren Größe gleich 

Im sin o ds 

Ba (24) 
ist; dabei bedeutet 9 (0O<9<r) den Winkel zwischen dem Vektor r, der den Pol des 
Magneten mit dem Leiterelement verbindet, und dem nach der Seite der Stromrich- 
tung gerichteten Leiterelement ds. Die Richtung dieser Kraft steht senkrecht auf der 
Ebene der Vektoren r und ds, und zwar nach der Seite, von der die Drehung von r 
nach ds um den Winkel 9 dem Uhrzeigersinn entgegengesetzt erscheint (vgl. Nr. 356, 
Beispiel 8). 

Wir wollen nun das Magnetfeld des Stromes charakterisieren, das von einem end- 
lichen geschlossenen Leiter (K) beliebiger Form ausgeht, der beliebig im Raum liegt. 
Mit anderen Worten, wir wollen die Kraft bestimmen, mit der der ganze Leiter auf eine 
magnetische Masse m in einem beliebigen Punkt M des Raumes wirkt. Die Herleitung 
des Biot-Savartschen Gesetzes in seiner „Integralform“ wird dadurch erschwert, daß 
die einzelnen Elementarkräfte, von denen oben die Rede war, in verschiedenen Rich- 
tungen wirken und vektoriell addiert werden müssen. 

In diesem Fall geht man gewöhnlich zu den Projektionen der Vektoren auf die Achsen 
irgendeines rechtwinkligen Koordinatensystems über, da die Projektionen der Elemen- 
tarkräfte sich algebraisch addieren. 


44 XV. Kurvenintegrale. Das Stieltjessche Integral 


Zur Vereinfachung benutzen wir die Hilfsmittel der Algebra. Schreibt man den Aus- 
druck (24) für die Größe der Kraft dF in der Gestalt 


mI 


—y 'rdssinp, 


mI 
so bemerkt man leicht, daß er sich nur durch den Faktor —. von der Größe des Vektor- 


produktes r xds unterscheidet. Da auch die Richtung von dF nach dem Biot-Savart- 
schen Gesetz mit der Richtung dieses Vektors übereinstimmt, kann man schreiben: 


mI 
dF =: (rxds). 


Wir betrachten nun ein rechtsorientiertes rechtwinkliges Koordinatensystem x, %, 2. 
Bezeichnen x, y, z die Koordinaten des Anfgangspunktes von ds und &,n, & die des be- 
trachteten Raumpunktes M, so sind die Projektionen von r auf die Achsen gleich 


A &, Y = N, 2 — 65 
ds hat die Projektionen 
de, dy, 02% 


ck ‚ TER 3 ml . 
Somit sind die Projektionen von dF die Produkte Er mit 


(y-n)d2z-(2-2)dy, (2-£) de -(2 -£)dz, (2 —-E)dy-(y-n)de. 


Die Projektionen von F auf die Achsen erhalten wir durch Summation über (X), und 
zwar als Kurvenintegrale: 


(y-n) de-(@-2) dy 


F,=mI n ; 
r 
(K) 

Fy=ml [2 ira ein dz 
: r 
(K) 

7m (EDw-wonde 
R r 
(K) 


Die Kurve ist dabei in der Stromriehtung zu durchlaufen. Dabei ist unsere Aufgabe 
gelöst. 


89. rn für die Unabhängigkeit des Kurvenintegrals vom 
Weg 
o 


950. Problemstellung. Zusammenhang mit dem totalen Differential. In einem zu- 
sammenhängenden Gebiet (D) seien zwei stetige Funktionen 

P=Pia,y) und Q=Q(, y) 
gegeben. Wir betrachten das Kurvenintegral zweiter Art 


f(Pdx+Qdy). (1) 
(4.B) 


Dabei sind A und B zwei beliebige Punkte in (D), und (AB) ist eine ganz in (D) 
liegende stückweise glatte Verbindungslinie. (Wir beschränken uns hier, auf solche 
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Integrationswege; dadurch ist die Existenz des Integrals (1) gesichert.) Die Haupt- 
aufgabe dieses Paragraphen besteht darin, die Bedingungen zu klären, unter denen der 
Wert des Integrals nicht von der Gestalt des Weges (AB) abhängt, d. h. durch die An- 
Tangs- und Endpunkte A bzw. B eindeutig bestimmt ist, wo in (D) sie auch liegen 
mögen, 

Das Verhalten des Ausdrucks (1) wird bestimmt durch die Eigenschaften des 
Differentialausdrucks 


Pdx+Qdy, (2) 


der unter dem Integralzeichen steht. Mit solchen Ausdrücken haben wir uns schon 
einmal beschäftigt, und zwar, als wir die Differenzierbarkeit einer Funktion F(x, y) 
zweier Veränderlicher und ihr (totales oder vollständiges) Differential (Nr. 179) 


or or 
behandelten; für 
OF OF 
Pa 9% 


stimmen (2) und (3) überein. 

Jedoch ist bei weitem nicht jeder Ausdruck der Form (2) ein „totales Differential“, 
d.h., nicht zu jedem solchen Ausdruck existiert eine Stammfunktion F(z, y), 
deren totales Differential er ist. Es wird sich sogleich zeigen, daß das Integral (1) 
gerade in den Fällen vom Weg unabhängig ist, in denen der Integrand ein exaktes 
(totales, vollständiges) Differential ist. Wir formulieren diesen Sachverhalt in 
einem Satz, dessen Beweis in den beiden folgenden Nummern erbracht wird. 

Satz 1. Ein Kurvenintegral (1) hängt genau dann nicht von der Gestalt des Weges 
ab, wenn der Differentialausdruck (2) in dem betreffenden Gebiet das totale Differential 
einer eindeutigen Funktion zweier Veränderlicher ist. 

(In Nr. 562 wird dem Leser klar werden, warum die Eindeutigkeit der Stamm- 
funktion gefordert werden muß.) 


956. Differentiation eines Integrals, das nicht vom Weg abhängt. Wir nehmen zu- 
nächst an, das Integral (1) hänge nicht vom Weg ab. Dann ist es durch die Vorgabe 
des Anfangs- und Endpunktes A(x,, 9) bzw. B(x,, yı) eindeutig bestimmt, was 
man dadurch andeutet, daß man 


B 2,9% 
f(Pdx+Qdy) oder RE 
A (20:Y0) 
schreibt. Der Weg wird also nicht angegeben, da er bei der Integration keine Rolle 
spielt. Sonst wäre ja die Bezeichnung sinnlos. 
Ist A(x,, Y0) fest und ersetzt man BD durch einen beliebigen Punkt M (x, y) aus (D), 
so wird das Integral zu einer Funktion des Punktes M, d.h. seiner beiden Koordi- 
naten in (D), 


j (2,9) 
F(x, y)= f (Pdx-+Qdy). (4) 


(70:V0) 
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Wir untersuchen nun die partiellen Ableitungen dieser Funktion nach x und y. 
Dazu wählen wir einen beliebigen Punkt B(x,, yı) in (D) und einen Zuwachs Ax von 
x,, der so klein ist, daß der Punkt C(x,+ Ax, yı) nebst der ganzen Strecke BU noch 
in (D) liegt (Abb. 18); dann ergeben sich die Funktionswerte 


(21,Yı) 
Fix,y)= f (Pdxe+Qdy), 


Ä (29 Yo) 


(2 +42,yı) 
F(x,+ Ax, yı) = f (Pdx+Qdy). 


(To Yo) 


Abb. 18 


Das erste Integral berechnen wir längs einer beliebigen Kurve (K), das zweite 
längs (X) und der Strecke BC. Der Zuwachs von F ergibt sich somit zu 
Fiay+ 42, y)- Pla, y)= S(Pde-Qdy)= [Pla y)da; 
(BC) (BC) 


das Integral über Qdy verschwindet, da die Strecke BC senkrecht zur y-Achse: 
verläuft. 

Das übrigbleibende Integral reduziert sich sofort auf ein gewöhnliches bestimm- 
tes Integral; man braucht nur y durch y, zu ersetzen (auf BC ist y=y,) und als 
Integrationsgrenzen die Abszissen von B und C zu nehmen. Somit ist 


%+4r 
Fa +4, y)-Fea,y)=(R) S Posyı)da. 
71 


Nach dem ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung (und Division durch Ar) 
erhalten wir 


Fix, +4x,yı) - Fix Yı) 


Az = Pix, +04x, yı) (0=9=]). 


Nun lassen wir Ax gegen O streben. Da P(x, y) stetig ist, strebt die rechte Seite und 
damit auch die linke gegen P(x,, y,). Also ist im Punkt (x,, y,) die Funktion F nach. 
x differenzierbar, und es gilt 


I9F(&,, yı) 
u Pay yı)- 
Völlig analog ergibt sich 


or (x, Yı) 
a =Q(2,Yı) - 
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Da (x, %) im Innern von (D) beliebig war, erhalten wir 


of (x, oF(z, 
ray, FR). 


Da diese partiellen Ableitungen En sind, existiert das totale Differential von 
Pia, y): 


df= = er +5, dy= Pdr+Qdy; 


dieses Differential stimmt mit dem Integranden von (1) überein (vgl. Nr. 179). 
(Daraus folgt übrigens auch die Stetigkeit von Fin beiden Variablen.) 

Somit haben wir für ein vom Weg unabhängiges Kurvenintegral ein Ergebnis 
erhalten, das dem Satz über die Differentiation eines bestimmten Integrals nach 
der veränderlichen oberen Grenze völlig analog ist (vgl. Nr. 305, 12°). 

Außerdem haben wir bewiesen, daß die in Nr. 555 genannte Voraussetzung 
notwendig Ist. 

Hängt das Integral (1) nicht vom Weg ab, so ist der Integrand ein exaktes 
(totales) Differential. Das Integral (4) liefert uns unter unserer Voraussetzung eine 
eindeutige Stammfunktion des Integranden. 


557. Berechnung eines Kurvenintegrals mit Hilfe einer Stammfunktion. Wir neh- 
men nun umgekehrt an, der Ausdruck (2) sei ein totales Differential einer eindeuti- 
gen Funktion ©(z, y), so daß also 

od 9D 

u’ 9 2, (5) 


ist. Wir ‚betrachten irgendeine stückweise glatte Kurve (K), die zwei gegebene 
Punkte A(x,,yı) und B(x,, Yp) verbindet. Ihre Parameterdarstellung sei 


P= 


z=pl),  y=yld; 
bei einer Änderung des Parameters ? von « bis ß möge die Kurve in der Richtung von 
A nach B durchlaufen werden. Es ist also 


pla)=ry yvla)=ya (ö)=rp y(B)=YR- 
Wir berechnen nun das Kurvenintegral längs (X) durch Zurückführung auf ein 
gewöhnliches Integral nach Formel (6) aus Nr. 547 und erhalten 


ß 
I= Ä (Pdz+Qdy)=S{Ploi), vH) PO +APL), PH) y’(d} di 
( & 


oder, unter ren von (5), 


rn 
I- [ rw+vo}d= [ZPO vo) 


(nach der Kettenregel). 
Somit ist schließlich 


I=d(g(t), vi) |E = B(p(P), PLB))—- Dlpla), Ya)) 
= D(xp, YB)—- Pix Ya) . 
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Falls also eine Stammfunktion 
P(M)=P(z, y) : 


existiert, ergibt sich das Kurvenintegral nach der einfachen Formel 


(Pdx+Qdy)= (xy yz)— Das, y)= Bla, y) Ey) (6) 
(AB) 
oder, kürzer, 
S (Pdx+Q dy)=9(B)- O(A)=0(M)]E. (6*) 
(A.B) 


Diese Formel ist dem Hauptsatz der Integralrechnung (Nr. 308) analog, der das 
gewöhnliche bestimmte Integral durch eine Stammfunktion ausdrückt.. Wir ma- 
chen aber nochmals darauf aufmerksam, daß sie nur auf solche Integrale anwend- 
bar ist, deren Integrand ein totales (exaktes) Differential ist. 

Gleichzeitig beweist die Formel, daß in diesem Fall das Integral (1) nicht von der 
Wahl der Kurve (AB) abhängt (da ® eindeutig ist, sind die Werte 8(A) und @(D) 
durch die Punkte A und B völlig bestimmt), und damit ist bewiesen, daß die Vor- 
aussetzung des Satzes aus Nr. 555 auch hinreichend ist. Somit ist dieser Satz jetzt 
vollständig bewiesen. 


558. Ein Kriterium für die Vollständigkeit des Diiferentials. Das Auffinden einer 
Stammfunktion im Fall eines rechteckigen Bereichs. Jetzt erhebt sich natürlich die 
Frage, nach welchem Kriterium festgestellt werden kann, ob ein vorgelegter Dif- 
ferentialausdruck (2) ein totales Differential ist oder nicht. Die Antwort auf diese 
Frage wird dann endgültig ermöglichen, die Bedingungen zu klären, unter denen 
das Kurvenintegral vom Weg unabhängig ist. 

Um ein Kriterium in einfacher und zur Nachprüfung geeigneter Form zu er- 
halten, wollen wir zunächst zusätzlich voraussetzen, daß in dem zu untersuchenden 
Bereich (D) die beiden partiellen Ableitungen - und = esistieren und stetig sind. 

Unter dieser Voraussetzung ergibt sich das gesuchte Kriterium sehr leicht. 
Ist (2) das totale Differential einer Funktion ®(x, y), so daß (5) gilt, 


98 Id 
Pas me 
so ıst 
oP 098 09 09 


9 Bxdy’ dx Aydz 


u 


Infolge der vorausgesetzten Stetigkeit von = und r sind dann nach Nr. 190 


9Y 0x 
die gemischten Ableitungen einander gleich, also 
oP 09 N 
Wi (A) 


Diese bemerkenswert einfache Beziehung ist also notwendig dafür, daß (2) ein totales 
Differential ist. 


Nun wollen wir sehen, ob (A) auch hinreichend ist. Dabei setzen wir zunächst 
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(D) als rechteckig voraus, (D) sei also das endliche Rechteck [a, b; c, d]. Ferner sei 
(A) erfüllt; alsdann ergibt sich eine Stammfunktion ohne besondere Schwierigkeiten. 

Die Aufgabe besteht darin, im Rechteck [a,b; c,d] eine Funktion Ö(xz, y) zu 
bestimmen, welche den beiden Differentialgleichungen 


Pay, len 6%) 


genügt. Da P und Q stetig sind, folgt hieraus nach Nr. 179, daß (2) das totale 
Differential von © ist. 

Wir wählen x, und x beliebig in [e, b], integrieren die erste Gleichung von (5*) für 
festes y aus [c, d] nach x von x, bis x und erhalten 


Oz, y)= S Pl, y) de+ Day y). 
2 


Setzen wir nun in der zweiten Gleichung (5*) x=x, und integrieren sie zwischen 
Y, und y aus [c, d] nach y, so folgt 


D(x, y)= f zo, y) dy+ Plzo, Yo) - 
Somit hat die lee Funktion ©(x, y) notwendigerweise die Gestalt 
x v 
(a, y)= H Pix, y) de+ [Ola y)dy+C (7) 
Yo 


mit C=Ö(x, %) > const. 

Nun bleibt noch nachzuweisen, daß eine durch (7) definierte Funktion (für 
beliebiges CO) tatsächlich den beiden Gleichungen (5*) genügt. In bezug auf die erste 
ist das klar, denn die Ableitung des ersten Summanden auf der rechten Seite von (7) 
nach x ist gleich P(x, y) (vgl. Nr. 305), während die beiden anderen Summanden 
nicht von x abhängen. Differenzieren wir jetzt (7) nach y unter Anwendung der 
Leibnizschen Regel (Nr. 507), so folgt 


x 
od oP 
FT 2, de +Q(xo, Y).» 


To 


Nach (A) können wir hierin r durch = ersetzen. Dann ist das Integral gleich 


® 3 
Az, y)- Az Y)» und es ergibt sich = Un y), was zu beweisen war. 


Hätten wir zuerst nach %y integriert, so hätten wir folgenden Ausdruck für die 
gesuchte Stammfunktion erhalten: 


Bl, y)= Pa yo) de+ [Qlz, y) dy+Q. (8) 


YV. 


Er unterscheidet Z nur formal von dem vorhergehenden. 
Man sollte sich klar machen, daß durch die Festlegung des Wertes der Stamm- 
funktion in irgendeinem Punkt des Bereichs der Wert der Konstanten in dem all- 


4 Fichtznholz III 
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gemeinen Ausdruck für die Stammfunktion festgelegt wird, so daß sich eine wohl- 
bestimmte eindeutige Stammfunktion ergibt. 


559. Verallgemeinerung auf beliebige Bereiche. Wir betrachten jetzt einen be- 
liebigen (natürlich zusammenhängenden) endlichen oder auch unendlichen Be- 
reich (D), der von einer oder von mehreren stückweise glatten Kurven berandet ist. 
Diesen Bereich setzen wir im folgenden als offen voraus. Dann sind seine sämtlichen 
Punkte innere Punkte (Nr. 163) und gehören nebst einer rechteckigen Umgebung 
zu diesem Bereich. Da sich auf diese Umgebungen die Überlegungen aus Nr. 558 an- 
wenden lassen, existiert in einer Umgebung jedes Punktes von (D), falls die Be- 
dingung (A) erfüllt ist, für den Ausdruck (2) eine Stammfunktion; es existieren 
sogar unendlich viele Stammfunktionen, die sich durch Konstanten voneinander 
unterscheiden. Es ist aber nicht immer möglich, diese Stammfunktionen zu einer 
einzigen eindeutigen Stammfunktion für den ganzen Bereich (D) zusammenzufügen. 
Das hängt vielmehr von der Art des Bereichs ab. 

Damit die Existenz einer eindeutigen Stammfunktion im allgemeinen Fall ge- 
währleistet ist, muß der Bereich (D) einer bestimmten Einschränkung unterworfen 
werden. Man kann sie folgendermaßen formulieren: Für jede in (D) liegende ein- 
fache geschlossene Kurve muß der von dieser Kurve berandete endliche Bereich 
ganz zu (D) gehören. Mit anderen Worten, der Bereich darf keine „Löcher“ ent- 
halten, auch keine punktförmigen. Ein zusammenhängender Bereich mit dieser 
Eigenschaft heißt einfach zusammenhängend. 

Handelt es sich um einen endlichen Bereich, so kann man den Begriff des ein- 
fachen Zusammenhangs noch einfacher formulieren: Der Bereich soll von einer 
einzigen geschlossenen Kurve berandet sein. Abb. 19 zeigt Beispiele einfach zu- 
sammenhängender und mehrfach zusammenhängender Bereiche; a), d), e) sind 
endlich, b), c), £) unbeschränkt. 


einfach zusammen- mehrfach zusammen- 
höngende Bereiche höngende Bereiche 
ee 
0) d 
| Sat $ e) 
b) c) f) Abb. 19 


Es sei also der betrachtete Bereich (D) einfach zusammenhängend; zunächst 
setzen wir ihn als endlich voraus, so daß er von einer einzigen geschlossenen Kurve 
(K) berandet ist, die wir als stückweise glatt annehmen. Die Stammfunktion für 
(D) werden wir schrittweise konstruieren, indem wir von Bereichen ausgehen, die 
in (D) enthalten und in Rechtecke zerlegbar sind. 

Ist ein beliebig kleines e>0 vorgegeben, so können wir jeden Punkt M der Kurve 
(K) derart mit einem achsenparallelen Quadrat einer Neitenlänge kleiner als e um- 
geben, daß innerhalb seines Randes die Kurve durch eine explizite Gleichung eines 


von zwei Typen ausdrückbar ist (vgl. Nr. 223); nur in den Ecken haben wir „Naht- 
stellen“, 


f 
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Nach dem Borelschen Überdeckungssatz (Nr. 175) reichen endlich viele dieser 
Quadrate zur Überdeckung der Kurve (X) aus. Durch diese endliche Kette von 
Quadraten wird ein abgeschlossener Bereich (D) von außen berandet, der ganz in 
(D) liegt und offenbar in Rechtecke zerlegbar ist. Er ist zusammenhängend und 
ebenso wie (D) auch einfach zusammenhängend; offenbar gehören ihm alle Punkte 
von (D) an, deren Abstand vom Rand nicht kleiner als e ist. 

Gehören zwei Punkte M, und M, zu (D), so kann man sie durch einen Strecken- 
zug (L) verbinden, der ganz in (D) liegt (Nr. 163). Dieser Streckenzug kann zwar 
die Grenzen des Bereichs (D) überschreiten, verläuft aber dann in irgendwelchen 
der im Text erwähnten Quadrate. Ein in einem solchen Quadrat enthaltener Teil 
des Streckenzuges kann aber immer durch einen entsprechenden Teil des Quadrat- 
randes ersetzt werden. Auf diese Weise erhält man einen My und M, verbindenden 
Streckenzug (L), der ganz in (D) liegt. | 

Wir zeigen weiter unten, wie man eine Stammfunktion für (D) konstruiert. 

Um eine bestimmte Stammfunktion auszuzeichnen, legen wir ihren Wert in 
einem bestimmten Punkt M, aus (D) fest. Wir weisen darauf- ‘hin, daß sich zwei 
für zwei sich überlappende Bereiche definierte Stammfunktionen in dem Dürchschniti 
dieser Bereiche nur um eine Konstante unterscheiden (da die partiellen Ableitungen 
ihrer Differenz gleich O sind; Nr. 183). Stimmen also diese Stammfunktionen auch 
nur in einem einzigen Punkt überein, so sind sie in diesem ganzen Durchschnitt 
identisch. Hieraus ist ersichtlich, daß wir, wenn wir e gegen O0 streben lassen, tat- 
sächlich die Definition der Stammfunktion auf ganz (D) ausdehnen können, und 
zwar so, daß sie eindeutig bleibt. 

Um die Stammfunktion für (D) zu konstruieren, stellen wir uns diesen Bereich 
in Rechtecke zerlegt vor, die sich längs vertikaler Strecken berühren (Abb. 20a). 
Zwei solcher benachbarter Rechtecke d, und d, zeigt Abb. 20b. Für jedes von ihnen 
seien die Stammfunktionen 9, und 2, konstruiert. Längs der den Rechtecken dj, und 


d, gemeinsamen Strecke «aß können sie sich nur um eine Konstante unterscheiden; 


dies wird klar, wenn man sich vergegenwärtigt, daß jede von ihnen sich längs «ß 
nur um einen konstanten Summanden von irgendeiner für das schraffierte Recht- 
eck konstruierten Stammfunktion unterscheidet (eine solche Stammfunktion exi- 
stiert nach Nr. 558). Ändert man eine der Stammfunktionen ®,, ®, um eine pas- 


sende Konstante, so kann man erreichen, daß sie längs «ß übereinstimmen. 


d) xy Abb. 20 


Wir beginnen mit der Konstruktion der Stammfunktion für dasjenige Recht- 
eck, in dem der Punkt M, liegt, wobei wir dafür sorgen, daß sie in diesem. Punkt 
gerade den vorher festgelegten Wert hat. Alsdann konstruieren wir die Stamm- 


4,* 
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funktion für die daran anschließenden Rechtecke, und zwar so, daß der Übergang 
von einem zum anderen (über den gemeinsamen Rand) stetig erfolgt usw. 

Wir wollen uns nun klarmachen, worin die Bedeutung der Bedingung besteht, 
daß (D) und damit (D) einfach zusammenhängend ist. Die Folge der Rechtecke in 
Abb. 20a kann sich, wenn (KA) kompliziert verläuft, verzweigen (wie Abb. 21a 
zeigt). Das stört die stetige Fortsetzung der Stammfunktion längs der einzelnen, 
voneinander getrennt liegenden Stücke jedoch nicht. Hat aber der Bereich Löcher 
(Abb. 21b) und vereinigen sich zwei Zweige wieder, so kann es vorkommen, daß 
für das schließende Rechteck keine Stammfunktion existiert, welche auf beiden 


Stücken aß und y8 gleichzeitig einen stetigen Übergang ermöglicht. 


r 


Ist (D) unbegrenzt, so kann man analog vorgehen, indem man von endlichen 
Teilbereichen aus die Stammfunktion auf ganz (D) fortsetzt. 


560. Zusammenfassung. Die Ausführungen von Nr. 558 und 559 lassen sich in 
folgenden Aussagen zusammenfassen: 


Satz 2. Ist der Ausdruck (2) im ganzen Bereich (D) totales Differential einer ein- 
deutigen Funktion zweier Veränderlichen, so ist Bedingung (A) erfüllt. Ist (D) ein- 
fach zusammenhängend, so ist (A) dafür auch hinreichend. 


Im Zusammenhang damit nennt man (A) die Integrabilitätsbedingung für den 
Ausdruck (2). Zieht man noch Satz 1 heran, so ergibt sich folgender Satz: 


Satz 3. Wenn ein Kurvenintegral (1) bes beliebiger Wahl eines Anfangspunktes A 
und eines Endpunktes B in einem Bereich (D) nicht von der Gestalt des Weges ub- 
hängt, so ist die Bedingung (A) erfüllt. Ist (D) einfach zusammenhängend, so ist die 
Bedingung (A) dafür auch hinreichend. 

Somit haben wir schließlich in der Bedingung (A) ein bequemes und leicht zu 
verifizierendes Kriterium für die Unabhängigkeit eines Kurvenintegrals vom Weg 
gefunden. Mit Hilfe dieses Kriteriums kann man z. B. die in den Beispielen 3 bis 6 
aus Nr. 549 vorgelegten Integrale leicht klassifizieren und ihre in der Bemerkung 
angegebenen Besonderheiten vorhersehen. 

Für diese Resultate werden wir später wichtige Anwendungen kennenlernen. 
Auf die Besonderheiten mehrfach zusammenhängender Bereiche werden wir in 
Nr. 562 eingehen. 


561. Integrale über eine geschlossene Kurve. Bisher haben wir das Kurvenintegral (1) 


S(Pdx+Qdy) " 
(4B) 
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und diejenige wichtige Klasse von Fällen betrachtet, in denen dieses Integral 
nicht vom Integrationsweg abhängt. Nun wollen wir das Integral 

S(P dx+Qdy) (9) 

(L) 

untersuchen, das über eine beliebige einfache geschlossene Kurve (L) erstreckt 
wird, die innerhalb des Gebietes (D) verläuft, und zwar stellen wir die Frage nach 
den Bedingungen, unter denen dieses Integral gleich 0 wird. Es zeigt sich, daß die- 
ses Problem dem oben gelösten völlig analog ist: Wenn für einen gegebenen Dif- 
ferentialausdruck (2) das Integral nicht vom Weg abhängt, verschwindet das In- 
tegral (9), und umgekehrt. 

Wir setzen also zunächst voraus, das Integral (1) sei vom Weg unabhängig. 
Ist (Z) eine beliebige einfache geschlossene Kurve im Gebiet (D) (Abb. 22), so zer- 
legen wir sie durch zwei beliebige ihrer Punkte A und B in die Teilstücke (AM B) 
und (AN B). Da die Integrale über die Teilstücke gleich sind, also 

- f (10) 
(AMB) (AND) 


Abb. 22 


ist, folgt 
S= + = f- f =. (11) 
(L) (AMB) (BNA) (AMB) (ANB) 

Es sei jetzt, umgekehrt, bekannt, daß das Integral (9) über eine einfache ge- 
schlossene Kurve stets verschwindet. Wir wählen dann zwei Punkte A und BZ, 
verbinden sie durch zwei Kurven (4M B) und (AN B) und bilden die geschlossene 
Kurve 

(L)=(AMBNA). 

Haben die Kurven (AM B) und (ANDB) außer A und DB keine gemeinsamen 
Punkte, so hat (L) keine Doppelpunkte, d. h., die Kurve (Z) ist einfach. 

Gibt es aber. weitere gemeinsame Punkte, so ist (Z) nicht mehr einfach. Wie das 
folgende Lemma zeigt, kann man sich jedoch trotzdem auf einfache geschlossene 
Kurven beschränken. 

Lemma. Verschwindet das Integral (9) über jede einfache (d. h. doppelpunktfreie) 
geschlossene Kurve, so verschwindet es auch über jede (also auch nicht einfache) 
geschlossene Kurve. | | 

Nach dem in Nr. 550 bewiesenen Lemma genügt es, diese Behauptung für je- 
den (nicht notwendig einfachen) geschlossenen Streckenzug zu beweisen. Es sei also 
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t 


(Z) ein derartiger, in bestimmter Weise gerichteter Streckenzug. Von einem seiner 
Punkte M, gehen wir in dieser Richtung bis zur ersten Überschneidung M,. Wir 
lassen den sich dabei ergebenden geschlossenen Streckenzug (Z,) fort, setzen den 
Weg M,M, bis zum nächsten Überschneidungspunkt fort, was wieder einen ge- 
schlossenen Streckenzug (L,) auszusondern gestattet, usw. Nach endlich vielen 
Schritten ist (Z) in endlich viele sich nicht überschneidende geschlossene Strecken- 
züge 
(Li), (Do), 


zerlegt, längs deren das Integral 0 ist. Das bedeutet aber, daß es auch längs. (L) ver- 
schwindet, was zu beweisen war. Damit haben wir folgenden wichtigen Satz be- 
wiesen. 


Satz 4. Das Kurvenintegral (1) ist genau dann vom Weg unabhängig, wenn das In- 
tegral (9) über jede geschlossene Kurve verschwindet. Diese Bedingung ist auch dann 
noch hinreichend, wenn man dabei nur einfache (d. h. doppelpunktjreie) Kurven 
heranzieht. 


Ob das Integral (9) über eine geschlossene Kurve verschwindet, kann man 
also mit Hilfe desselben Kriteriums entscheiden, das wir in Satz 3 für die Unab- 
hängigkeit des Integrals (1) vom Weg aufgestellt hatten: 


Satz 5. Dafür, daß das Integral (9) über eine beliebige geschlossene Kurve im 
Gebiet (D) verschwindet, ist notwendig, daß in (D) die Bedingung (A) erfüllt ist. 
Ist (D) einfach zusammenhängend, so ist diese Bedingung auch hinreichend. Die 
Bedingung bleibt auch dann noch notwendig, wenn man dabei nur einfache (doppel- 
punktfreie) Kurven heranzieht. | 


In Nr. 601 werden wir auf die hier behandelte Frage zurückkommen, nachdem 
wir über weitere Hilfsmittel verfügen (Doppelintegrale, Gaußscher Satz). Dort wer- 
den wir einige der hier erhaltenen Resultate nochmals bekommen, und zwar mit 
geringerem Aufwand. 


562. Mehrfach zusammenhängende Bereiche. Singuläre Punkte. Die bisher ent- 
wickelte und mit der Integrabilitätsbedingung (A) zusammenhängende Theorie be- 
ruht auf den Voraussetzungen, daß a) der betrachtete Bereich (D) einfach zu- 
sammenhängend ist (d.h. keine „Löcher“ hat) und b) die Funktionen P und Q 
nebst ihren Ableitungen P, und Q, in (D) stetig sind. Sind diese Bedingungen ver- 
letzt, so sind die oben formulierten Behauptungen im allgemeinen nicht mehr rich- 
tig. Das Ziel dieser Nummer besteht nun darin, die dann auftretenden Besonder- 
heiten zu untersuchen. 

Wir bemerken, daß ‚„singuläre“ Punkte, in denen die Stetigkeitsbedingung b) 
verletzt ist, auch in der Weise behandelt werden können, daß man sie sozusagen als 
punktförmige Löcher aus dem Bereich entfernt. Somit reduziert sich das Problem 
auf die Untersuchung eines Bereichs (D), in dem alle Stetigkeitsbedingungen und 
die Bedingung (A) erfüllt sind, der aber eines oder mehrere punktförmige oder auch 
andere „Löcher“ haben kann. Übrigens beschränken wir uns im folgenden der Ein- 
fachheit halber auf den Fall punktförmiger Löcher, d.h. singulärer Punkte. Der 
allgemeine Fall läßt sich völlig analog behandeln. 
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Wir nehmen zunächst an, der Bereich (D) enthalte nur einen einzigen singulären 
Punkt M und sonst keine „Löcher“. Wir wählen in (D) eine einfache geschlossene 
Kurve (Z) und betrachten das Integral (9) 


S(Pdx+Qdy). (9) 
177) 


Umfaßt (L) den singulären Punkt nicht, so ist das Integral natürlich wieder gleich 0. 
Liegt aber M im Innern von (Z), dann kann das Integral von O verschieden sein. 

Es ist jedoch sehr bemerkenswert, daß alle in positivem Umlaufsinn erstreckten 
Integrale (Nr. 548) über alle möglichen Kurven dieser Art, die den Punkt M im Innern 
enthalten, einander gleich sind. 

In der Tat, betrachten wir zwei stückweise glatte Kurven (L,) und (Z,), die M im 
Innern enthalten. Man kann voraussetzen, daß sie punktfremd sind. Denn sonst 
nehme man eine dritte Kurve (Z,), welche (Z,) und (Z,) im Innern enthält, und be- 
trachte die Kurvenpaare (Z,), (Z,) und (Z»), (Z») einzeln. 

Die Kurven (Z,) und (Z,) bilden den Rand eines ringförmigen Bereichs (4), 
der zwischen ihnen liegt (Abb. 23). Mit Hilfe der beiden Schnitte (A,A,) und (B,B,) 
teilen wir (A) in die beiden einfach zusammenhängenden Bereiche (4’) und (4°). 


Abb. 23 


Dann können wir schreiben: 
+ /+ Sf + St ww 1f[+f+ + J/=0. 
(A,MıBı) (BıBe) (BaM2A:) (4:A:) (BıNıAı) (Ad) (ArN3B,) (BB) 
Da die Integrale über die Schnittstrecken in entgegengesetzter Richtung erstreckt 
werden, sind sie entgegengesetzt gleich, und wir erhalten durch Addition 
| + =0 
(AMıBıNı4ı) (A2N3B3M34;) 


und hieraus 
= f oder [= /. 
(AıMıBıNı4ı) (ArM2BıN:A2) (LE). (Do) 
Die letzten beiden Integrale sind in positivem Sinne zu nehmen. Damit ist unsere 


Behauptung bewiesen. 

Den gemeinsamen Wert dieser Integrale bezeichnen wir mit o; man nennt ihn 
die zum singulären Punkt M gehörige zyklische Konstante. (Entsprechend definiert 
man auch die zu einem — nicht punktförmigen — „Loch“ gehörige zyklische Kon- 


stante.) 
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Wir zeigen nun folgendes: Ist (Z) eine beliebige (nicht notwendig einfache) Kurve 
in (D), die nicht durch den singulären Punkt M hindurchgeht, so ist 


JS(Pda+Qdy)=no , (12) 
(2) 


wobei n eine ganze Zahl ist. Das ist klar für ein Polygon, da sich ein Polygon in 
endlich viele einander nicht schneidende geschlossene Polygone zerlegen läßt, über 
welche jedes Integral gleich O oder gleich +0 ist. Im allgemeinen Fall benutzen wir 
wieder das Lemma und die zugehörige Bemerkung aus Nr. 550 und gehen dann 
von einbeschriebenen Polygonen zur Grenze über. Da ein Ausdruck der Form ro 
(für o-#0 und ganzes n) nur gegen einen endlichen Grenzwert derselben Form stre- 
ben kann (da sich n schließlich — da die Approximation von (L) durch Polygone 
stetig erfolgt — nicht mehr ändert), gilt (12) auch für eine beliebige Kurve (Z). 

Wir wollen nun das Integral über eine Kurve betrachten, welche die Punkte 
A(z0, %) und B(x,, yı) in (D) verbindet und nicht durch den singulären Punkt 
geht. Ist (A.B), eine solche Kurve und (AB) eine andere, so bilden (AB) und (BA), 
zusammen eine geschlossene Kurve, so daß nach (12) 

JS(Pdx+Qdy)+ S (Pdr+Qdy)=ne, 
(AB) (BA) 
also 
S(Pdx+Qdy)= f (Pdx+Qdy)+ne 
(4.B) (AB) 

gilt. Hier hängt das Integral. wirklich vom Weg ab, aber nur so, daß ein ganz- 
zahliges Vielfaches der zyklischen Konstanten o addiert wird. Nimmt man zur 
Kurve (AB), eine entsprechende Anzahl von Schleifen hinzu, die den Punkt M 
umlaufen (Abb. 24), so kann man der Zahl n jeden gewünschten Wert geben. 


! 
| 
b 


A 


u 


Abb. 24 


Mit anderen Worten, in unserem Fall ist das Symbol 


(679779) "> 
J(Pdx+Qdy)= f (Pdx+Qdy) 
(AB) (20,0) 
bei gegebenen A und B (für o=+0) nicht eindeutig, sondern nur bis auf einen 
Summanden der Form no bestimmt; dabei ist n eine ganze Zahl. Ersetzt man B 
durch einen veränderlichen Punkt M (x, y), so stellt das Integral 


xy) s 
F(x, y)= f (Pd2z+0Qdy) 


(20,%0) 
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nach dem Vorhergehenden eine Stammfunktion für den Ausdruck Pdx -+Qdy dar, 
die mit Ausnahme des singulären Punktes stetig, aber nicht eindeutig ist. 

Es ist wichtig, sich über den Unterschied des betrachteten Falles von dem früher 
(in Nr. 556, 558, 559) untersuchten Fall klar zu werden. Auch dort hätte man ange- 
sichts der additiven Konstanten von einer Mehrdeutigkeit der Stammfunktion 
sprechen können; jedoch erhielt man, wenn diese Konstante festgelegt wurde, im 
ganzen betrachteten Gebiet eine eindeutige Funktion. Es bestand keinerlei innerer 
Zusammenhang zwischen den einzelnen Werten der von der Wahl der Konstanten 
abhängigen mehrdeutigen Stammfunktion. Hier kann man jedoch die „Zweige“, 
die sich um Vielfache der zyklischen Konstante unterscheiden, nicht mehr geson- 
dert betrachten, denn beim Umlaufen des singulären Punktes gehen sie stetig in- 
einander über. Hinzu kommt hier auch noch die beliebige additive Konstante. 
Ähnlich liegen die Verhältnisse im Fall mehrdeutiger Funktionen einer komplexen 
Veränderlichen (vgl. etwa Nr. 458). Es ist nicht schwer zu sehen, daß in beiden 
Fällen Eigenschaften der Ebene eine.Rolle spielen. 

Zur Illustration der bisherigen Ausführungen setzen wir beispielsweise 


EIPRERBEL. KUREN en 

0 82 -+y2’ mer 

Diese Funktionen sind mit Ausnahme des Ursprungs O(0, 0) in der ganzen Ebene 
stetig; der Ursprung ist also der einzige singuläre Punkt. Offenbar ist die Integra- 
bilitätsbedingung (bis auf den Ursprung) überall erfüllt: 


OP _3Q_ y2-a! 
day 0x (w2+y2)2 


Man berechnet leicht, daß 


f zdy-ydx 

(L) e 2 
über jeden Kreis um den Ursprung (im positiven Sinne) gleich 2r ist. Die Zahl 2x 
ist also die zyklische Konstante des Ursprungs. Eine Stammfunktion des Differen- 
tialausdrucks 

zdy—yda 

x: +y? 

läßt sich jetzt leicht erraten: Eine solche Stammfunktion ist der Polarwinkel 9, 
wovon man sich leicht überzeugt, wenn man x=r cos®, y=r sin® setzt. Die all- 
gemeine Form ist also 0+c (c=const). Von welchem Wert des Polarwinkels 6 wir 
in einem gegebenen, vom Ursprung verschiedenen Punkt der Ebene auch ausgehen, 
der Winkel 9 erfährt, wenn man den Punkt den Ursprung in irgendeiner Richtung 
n-mal umlaufen läßt, bei der Rückkehr des Punktes in die Ausgangslage, unter ste- 
tiger Änderung, einen Zuwachs von +2nr; er wächst also um ein Vielfaches der 
zyklischen Konstanten. Betrachtet man hier also die Stammfunktion in der ganzen 
Ebene oder in einem ihrer Teile, der den Ursprung enthält (dieser ist natürlich aus- 
zuschließen), so muß man die Mehrdeutigkeit als inhärente Eigenschaft berücksich- 
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tigen: Die Zweige, die sich um ganze Vielfache von 2r unterscheiden, sind in ge- 
“ wissem Sinne nicht zu trennen. 

Diese Betrachtungen kann der Leser unschwer auch auf den Fall ausdehnen, 
daß mehrere singuläre Punkte oder „Löcher“ existieren. Sind beispielsweise & 
singuläre Punkte 

M ,, Ms, ..., M; 
vorhanden, sind A und B zwei von den Punkten M,, verschiedene Punkte des 
Gebietes und ist (A B),irgendeine bestimmte Verbindungskurve dieser beiden Punkte 
(die nicht durch einen singulären Punkt geht), so ist die allgemeine Form des 
Integrals über eine beliebige derartige Kurve (AB) 
S(Pdxz+Qdy)= f(Pdxr+Qdx)+n]0,+N902+..+N,0,. 
(AB) (4B) 
Dabei ist o, (@=1, 2, ..., k) die zyklische Konstante, die dem singulären Punkt M, 
entspricht, d. h. der Wert des Integrals 
S(Pdxz+Qdy) 
(L;) 
in positivem Umlaufsinn über eine einfache geschlossene Kurve (Z,), die M,, aber 
keine anderen singulären Punkte im Innern enthält. Die Koeffizienten n,, ns, ..., N. 
sind voneinander unabhängig und können beliebige ganze Werte annehmen. 


863. Das Gaußsche Integral. Bei einigen Problemen der mathematischen Physik muß 
man das folgende Kurvenintegral erster Art betrachten: 


z f* (r, n) ds. 
r 


(2) 
das man das Gaußsche Integral nennt. Dabei ist 
r=@-9?+(y- m)? 
die Länge des Vektors r, der von einem äußeren Punkt A(£&, n) nach einem veränder- 


lichen Punkt M(x, y) der Kurve (L) führt (Abb. 25), und (r, n) der Winkel zwischen 
diesem Vektor und der Normalen an die Kurve im Punkt M. 


Abb. 25 


Enz cos (r,n) . 
Da A fest ist, ist der Integrand men eine Funktion der Koordinaten x, y von M. 


Wir bringen nun das Gaußsche Integral auf die Form eines Kurvenintegrals zweiter 
Art. Sind (z,n) bzw. (x,r) die Winkel zwischen der positiven Richtung der x-Achse 
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und dem Radiusvektor bzw. der Normalen, so ist offenbar 
(r,n)=(x,n)—-(x,r), 


also 


7 — 
- - Hl sin (x, nr). 


x — 
cos (r, n) =c0s (X, n) cos (x, r) +sin (x, r) sin (x, r) 72 cos (x, n) + 
Setzen wir das in das Gaußsche Integral ein, so geht es über in 


yon. %$ 
g= fl 3 sin (2,n)+ m 
(2) 


cos (x, n)| ds. 4 


Benutzen wir nun Formel (15) aus Nr. 553, so erhalten wir den gesuchten Ausdruck 
für gals Kurvenintegral zweiter Art: 


y-n —$& 
x /( dr er dy), 
( 


wobei das doppelte Vorzeichen der Wahl der Normalenrichtungen entspricht. 


y-n — 

3 und Q=- 2 
ganzen x, y-Ebene stetig, mit Ausnahme des Punktes A, indem r=0 ist. In allen von 4 
verschiedenen Punkten gilt die Integrabilitätsbedingung, denn es ist 


9 (y-n\_r-2W-mM? (e-9°-(y-m)° 
2) r% a 


9% 
| =) - r?-2 (2-5) (e-9°-(y-m)? 
9e\ . u — 


Die Funktionen P= d sind ebenso wie ihre Ableitungen in der 


’ 


r2 y& r4 


Ist die Kurve (L) geschlossen, umfaßt aber den Punkt A nicht (geht auch nicht durch 
ihn hindurch), so ist g=0. Liegt aber A im Innern von (L), so kann das Gaußsche In- 
tegral auch von 0 verschieden sein; jedoch ist dann sein Wert für alle solchen Kurven 
derselbe, wie wir in Nr. 562 gesehen haben. Um diesen Wert zu ermitteln, wählen wir 
‚als (L) den Kreis mit dem Radius k um A. Dann ist 


r=k und cos(r,n)=1. = 


Dabei werde angenommen, daß die Normale und der Radiusvektor dieselbe Richtung 
haben. Demnach ist 


= fa ı 2ark=2r 
IT I=7 mit T Air oe 
(L) 


Somit ist für jede geschlossene Kurve (ZL), in deren Innern der Punkt A liegt, 


cos (r, rn) 
g= f — ds=27r, 
r 
(2) 


oo 


wenn die Normale nach außen gerichtet ist, wie im Fall des Kreises. 

Dieses Resultat hätte sich leicht vorhersehen lassen, wenn wir uns die geometrische 
Bedeutung des Gaußschen Integrals vergegenwärtigt hätten: g ist die Größe des Winkels, 
unter dem man von A aus die Kurve (L) sieht (wenn der von dem von A ausgehenden 
Badiusvektor überstrichene Winkel bei einem Umlaufen der Kurve mit Vorzeichen 
genommen wird). | . 

Um das zu erkennen, setzen wir zunächst voraus, daß (L) von jedem von A aus- 
gehenden Strahl in höchstens einem Punkt getroffen wird (Abb. 26). Es sei ferner die 


60 XV. Kurvenintegrale. Das Stieltjessche Integral 


Abb. 26 


X 


Kurvennormale n nach der dem Punkt A entgegengesetzten Seite gerichtet, so daß also 


0<(r,n) < 


en Pe 


ist. Wir nehmen auf (L) ein Element ds und bestimmen den Winkel, unter dem dieses 
Element von A aus gesehen wird. Ist M beispielsweise der Anfangspunkt von ds, so be- 
schreiben wir um A den Kreis mit dem Radius AM und projizieren ds auf diesen Kreis. 
Die Projektion sei do. Da der Winkel zwischen diesen Elementen, die angenähert als 
geradlinig angesehen werden können, gleich dem Winkel (r, n) ist, gilt 


do =cos (r, n) ds; 


andererseits ıst offenbar 


do=rdp, ö 
wobei dp der dem Bogen de entsprechende Zentriwinkel ist, d.h. gerade der Winkel, 
unter dem ds von A aus gesehen wird. Hieraus folgt für das Element des Sehwinkels 
fcos (r, n 
do = —— (r ) ds 
r e 
Summiert man diese Elemente, so folgt, daß der Winkel, unter dem (Z) gesehen wird, ge- 
rade das Integral g ist. 

Wird eine Kurve in mehr als einem Punkt von Strahlen geschnitten, die vom Punkt A 
ausgehen, und wird sie dadurch in Stücke zerlegt, deren jedes nur einmal von diesen 
Strecken getroffen wird, so brauchen die Gaußschen Integrale über diese Kurvenstücke 
nur summiert zu werden. 

Wir wählen auf der Kurve (L) einen bestimmten Umlaufsinn und orientieren die 
Normale z. B. so, daß der Winkel zwischen der positiven Tangentenrichtung und der 


[ ” * . » « ® . [1 
Normalen gleich +72 ist. Dann ist in einigen Teilen der Kurve die Normale nach der 


dem Punkt A entgegengesetzten Richtung gerichtet, und das Gaußsche Integral liefert 
den Sehwinkel mit dem Pluszeichen; in anderen Teilen von (Z) ist die Normale nach 4 
hin gerichtet, und der Sehwinkel ist negativ. Im ganzen liefert das Gaußsche Integral 
die algebraische Summe der Sehwinkel. Man nennt diese Summe den Sehwinkel für die 
ganze Kurve (L), indem man also unter dem Sehwinkel das volle Maß der Drehung des 
Sehstrahls vom Anfangspunkt bis zum Endpunkt der Kurve versteht. 

Ist die Kurve geschlossen und umfaßt sie den Punkt A, so ist der Sehwinkel der 
Kurve offenbar gleich 2r. Umfaßt die geschlossene Kurve den Punkt A nicht, so heben 
sich die Sehwinkel dank des verschiedenen Vorzeichens gegenseitig auf und liefern die 
Summe 0. In dem einfachen Fall der Abb. 27 zerfällt die Kurve (Z) in zwei Teilkurven 
(Z,) und (Z,), die von A unter ein und demselben Winkel gesehen werden; aber für (Z,) 
ist dieser Winkel positiv, für (Z,) negativ zu nehmen. 
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Abb. 27 


Bemerkung. Die geometrische Behandlung des Gaußschen Integrals erlaubt den 
Schluß, daß dann, wenn eine geschlossene Kurve (L) durch den Punkt A hindurchgeht 
und dort eine Tangente hat, der Wert des Integrals gleich « ist. Ist aber A eine Ecke 
der Kurve und der Winkel zwischen den Halbtangenten in A gleich «, so ist auch das 
Gaußsche Integral gleich «. Zur analytischen Begründung dieses Resultats schneide 
man zunächst aus (L) eine gewisse Umgebung von A aus und gehe unter Verkleinerung 
dieser Umgebung zur Grenze über. 


564. Der dreidimensionale Fall. Alle Überlegungen aus Nr. 561 bis 563 lassen sich 
auf den dreidimensionalen Fall übertragen. 

In einem dreidimensionalen Bereich (V) seien drei Funktionen P(z, y, 2), Q(z, y, 2), 
Rx, y,z) definiert und dort stetig. Wir betrachten das Kurvenintegral 


[(Pd&<+Qdy+.Rds) (13) 
(AB) 
über eine beliebige in (7) verlaufende Kurve (AB). Die Überlegungen aus Nr. 556 
und 557 lassen sich ohne weiteres unverändert auf diesen Fall übertragen. Hier gilt 
ein zu Satz 1 aus Nr. 555 analoger Satz: Die Frage, ob das Integral (1) vom Iniegra- 
tionsweg unabhängig ist, reduziert sich darauf, ob der Ausdruck 


Pdxz+Qdy+Rdz (14) 


ein tolales Differential ist, d. h., ob eine „Stammfunktion”“ D(x, y, 2) existiert, deren 
vollständiges Differential 
ID 
dx 
mit (14) übereinstimmt. 

Wir bemerken beiläufig, daß dann, wenn eine solche Funktion existiert; das 
Integral (13) die Differenz ihrer Werte an den Grenzen ist: 

S(Pdx+Qdy+ Rdz2)=®(B)— 8(4)=d(M) |? (15) 
(AB) 
(vgl. Nr. 557, Formel (6*)). 

Wie früher erhebt sich die Frage nach Kriterien dafür, daß der Ausdruck (14) 
ein totales Differential ist. Wir setzen in (V) die Existenz und Stetigkeit der Ab- 
leitungen 

PP OP 09 2Q AR. DR 
WW’ u’ a’ u’ 96’ Oy 


od od 


! 
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voraus. Ist nun (14) das totale Differential einer Funktion (x, y, 2), gelten also die 
Gleichungen 


oD 0d oD 


= = en 16 
P IX 7 Q) 9Y 3 RB 02 b ( ) 
so ıst 
oP 820 oP 920 99 820 oQ_ 92 
u au da md’ 92 Mr’ de yon’ 
oR 09 oR 0 


dx 920%’ a Rd’ 
Alle diese Ableitungen sind nach Voraussetzung stetig; dann gelten aber nach 
Nr. 191 die Beziehungen 


DP_20 M_DR aR_aP ” 
94 0x’ 92 y’ 0% 
Somit ist in jedem Bereich (V) die Bedingung (B) notwendig dafür, daß der Ausdruck 
(14) ein totales Differential ist, also auch dafür, daß das Integral (13) nicht vom Weg 
abhängt. 
Bei der Untersuchung der Frage, ob diese Bedingung auch hinreichend ist, wollen 
wir uns hier auf den Fall beschränken, daß (V)) ein Quader ist: 


(V)=[e,b;c,d;e,f]. 


Hier wiederholen wir die Betrachtungen aus Nr. 558. j 
Zur Bestimmung der Funktion D(x, y,z) aus den Bedingungen (16) integrieren 


wir die erste zwischen x, und x (a=x,, 2=b) nach x, wobei wir y und z als beliebig, 
aber fest ansehen. Dann erhalten wir 


x 
Plz, y,2)= S Pia, y, 2) dr+ Po % 2). 
%o 


In der zweiten der Beziehungen (16) setzen wir x<=x, und integrieren zwischen 3, 
und y(c=yo, y=d) nach y: 


Y 
Diro, Y; z) = SUo; Y; z) dy+ D(xo Yo» z) . 
Yo 
Schließlich setzen wir in der dritten Beziehung von (16) £=x,%=Yy, und inte- 
grieren von 2, bis 2 (ez=2,2=f) nach z: 


2 
D(xo Yo» 2) < S Rxo; Yo» z) d2+ Dix, Yo» 20) : 
zo 
Bezeichnen wir den offenbar willkürlichen konstanten Wert ®(x,, yy, 2) mit C, 
so erhalten wir für die gesuchte Funktion 


x Y F4 

Pi, y2)= JS Pia, y, 2) de+ [Qu y 2) dy+ [ Rlxo yo» 2)de+C. (17) 
To Yo 20 

Durch Anwendung der Leibnizschen Regel läßt sich leicht feststellen, daß diese 

Funktion tatsächlich allen Bedingungen (16) genügt. 
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Diese direkte Konstruktion der Stammfunktion überzeugt uns davon, daß zu- 
mindest in einem Quader (V) die Bedingung (B) hinreichend dafür ist, daß der Aus- 
druck (14) ein vollständiges Differential ist, also auch dafür, daß das Integral (15) 
nicht vom Weg abhängt. 

Die Übertragung auf den allgemeinen Fall ist auch hier möglich, mit der Ein- 
schränkung, daß der Bereich (V) einer Bedingung genügt, die dem einfachen Zu- 
sammenhang in der Ebene entspricht. Da aber die Durchführung aller Überlegungen 
auf Schwierigkeiten stößt, wollen wir hier darauf verzichten. In Nr. 641, nachdem 
wir Oberflächenintegrale und den Stokesschen Satz zur Verfügung haben, werden 
wir auf die Frage zurückkommen. 


565. Beispiele. 
1. Ist das Kurvenintegral 


S(x?+y2) (ce de+y dy) 
(!) N 


über jede geschlossene Kurve (l) gleich 0? 


1 
Lösung. Ja, denn der Integrand ist das totale Differential der Funktion 7 (22 +92). 
2. Man entscheide, ohne sich auf die Bedingung (A) zu stützen, ob das Integral 


S (vdy — yda) 
(AB) 


vom Weg abhängt. 


Lösung. Im allgemeinen ja, denn dieses Integral über eine doppelpunktfreie ge- 
schlossene Kurve ist das Doppelte des Inhalts der von der Kurve berandeten Fläche 
(Nr. 551) und somit von 0 verschieden. 


3. Man beweise die Existenz einer Stammfunktion und bestimme diese für folgende 
Ausdrücke: 

(a) (403y3 —3y2 +5) dx + (I3xdy2 — 6xy —4) dy, 

(b) (10xy —-8y) de +(52?— 8x +3) dy, 

(e) (dvdy? —2y2) de + (3rty? —2uy) dy, 

(d) (x +y+1)e?-e/]dr+[le—- (2 +y-+1)e?’]dy. 

Lösung. Die Integrabilitätsbedingung zeigt die Existenz einer Stammfunktion in 
den Fällen (a), (b), (d); der Ausdruck (c) ist kein totales Differential. 

(a) Nach Formel (8) erhalten wir für x, =0, %, =0 


& Yy 
Ölz, y) =f5ödz +S (3xty? -6ay—4) dyy+C=dr+miy—Iay—4y+O. 
0 ) 
Ebenso erhält man nach Formel (7) 
© Y 
Ölz, y) =S (4x°y3 —3y2 +5) de+f( -4) dyy+C=atyd -Iay? +52 —4yr0U. 
0 0 


(b) Es empfiehlt sich, &9=%, =0 zu setzen und (8) zu benutzen; denn dann verschwin- 
det das erste Integral: 


y 
Ölz, y) =f(52?—-82 +3) dy+0=(52?-87+3)y+0C. 
0 


(d) Nach jeder der beiden Formeln ergibt sich 
| Dlz, y)=(a+y) (ee) +C. 
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oP 28 A Br 
4. Man beweise, daß die Bedingung En 2 äquivalent ist mit der Identität 


x | zT YV 
[ Pix, y) dx + [Qlxo, y) dy= S Plx, yo) de + SQ, y) dy 
PM) Yo To Yo 


N 
(wenn P,Q, Ir und 5 als stetig vorausgesetzt worden) i 


5. Manchmal läßt sich, wenn die Integrabilitätsbedingung erfüllt ist, die Stammfunk- 
tion nach einer anderen Methode als in Nr. 558 auffinden. Wir zeigen das am Bei- 
spiel 3(a). 

Aus 

od 

— Ar — Ju? 

3: dry? —3y2 +5 
finden wir durch Integration nach x für ® den Ausdruck xy? - 3xy?+5x bis auf eine 
„Integrationskonstante“. Diese hängt nicht von x ab, kann aber vom „Parameter“ y 
abhängen. Daher schreiben wir sie in der Form g(y).. Somit ist 


D=aiy3—3ry? +5c+9@. (*) 
Die Bedingung 


Id 
ed in & 
dYy 3x7y zy—4 
liefert, wenn wir für ® den Ausdruck (*) einsetzen, 
d 
Wu 
dy 


also 9= —4y+0C. Somit ist 

D=aiy! -Iry? +52 -Ay+l. 
Diese Methode wird in der Theorie der Differentialgleichungen die Variation der Kon- 
stanten genannt. 


6. Wendet man dasselbe Verfahren auf das Beispiel 3(c) an, ohne zu beachten, daß die 
Integrabilitätsbedingung nicht erfüllt ist, so erhält man zur Bestimmung von die Be- 
ziehung 


dp 
dy = 2ry . 


Sie enthält einen Widerspruch, da rechts ein von x abhängiger Ausdruck steht, wäh- 
rend p nicht von x abhängen sollte! 


7. Es ist interessant, in allgemeiner Form zu klären, welche Rolle bei der Variation 
der Konstanten die Integrabilitätsbedingung spielt. 
Integriert man 


od 
rer 
nach z, so folgt wie im speziellen Beispiel 
TC 
Pa, y)= JS Pia, y) de+ply). 
02) 


Die zweite Gleichung 


DB 
9% =Q(x, Y) 
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liefert zur Bestimmung von g(y) die Bedingung 


% z 

d d | op 

29-5, [Pam ar-aen- | Z, de (18) 
To To 

Hängt die rechte Seite in Wirklichkeit nicht von zab, d. h., ändertsie sich füry=const 
bei einer Änderung von x nicht, so führt eine einfache Quadratur nach y auf einen Aus- 
druck für @. Hängt (18) aber von x ab, so enthält die Bedingung für $ einen Wider- 
spruch, denn darf nicht von x abhängen. Der Erfolg hängt also ausschließlich davon 
ab, ob der Ausdruck (18) von x frei ist oder nicht, und das läßt sich am einfachsten da- 


durch feststellen, daß man nachprüft, ob die partielle Ableitung von (18) nach x ver- 


09 9P 
schwindet oder nicht. Diese Ableitung ist aber gerade die Differenz un - — , womit 


0x 0% 
wir wieder bei der Integrabilitätsbedingung (A) angelangt sind. 
8. Man leite die Formeln (7) und (8) aus Nr. 558 für die Stammfunktion her, indem 
man den Ausdruck für die Stammfunktion als Kurvenintegral benutzt (Nr. 556, For- 


mel (4)) und als Integrationsweg einmal den Streckenzug AUM, ein andermal den Strek- 
kenzug ADM wählt (Abb. 28). 


Abb. 28 


9. Welcher Bedingung muß eine Funktion F(z, y) genügen, damit der Ausdruck 
F(x, y) (we de +y dy) 
ein vollständiges Differential ist? 
Lö oF oF 
ösung. x dy =Yy 2° 
10. Um ein weiteres Beispiel ‚für die Anwendung der allgemeinen Formel (4) aus 
Nr. 556 zum Aufsuchen einer Stammfunktion zu geben, lösen wir nach dieser Formel 
nochmals die Aufgabe 3(a), wobei wir als Integrationsweg die geradlinige Strecke neh- 
men, die den Ursprung mit einem beliebigen Punkt (x’, y’) der Ebene verbindet. Wir 
wählen diese Bezeichnung, um seine Koordinaten nicht mit denen der Punkte des 
Integrationsweges zu verwechseln. 
Im Integral 
| (2’,y’) | 
Fie,y)= S [4edy? 34245) de + (aty? 62y 4) dy] 


, 
f ! 


T ä 
“ zu ersetzen [denn y=— ist jetzt die Gleichung des Integra- 


hat man y durch , 
tionsweges) und damit die Aufgabe auf die Berechnung eines gewöhnlichen bestimmten 


Integrals nach x von 0 bis x’ zurückzuführen. Man erhält 
cc’ 


7 "34,6 9 2? 4y’ ’ } ?.,/ rd ’ 
F(x’, = [- ei +5-4-)d0=2 ay’3 —3x0’y'"?+5x’ Ay’; 
0 


das ist bis auf die Bezeichnung der früher gefundene Ausdruck. 
5 Fichtenholz III 
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11. Man bestimme das Gebiet, in dem (bei positiven Wurzeln) der Ausdruck 


Pdx +Qdy=YYx?+y2 -x de + YVa2+y2+2 dy 


ein vollständiges Differential ist, und ermittle dort eine Stammfunktion. 
Lösung. Für y#0 gilt 
Zu v__„Watyita 
%Y Warp Var+y? 2 Yx2+y2 
a 1 ( x Me MLLETEE 
= 2 Wartyi+a Varty? 2Vaaty? 
P 
wobei in = das Plus- bzw. Minuszeichen zu nehmen ist, je nachdem, ob y positiv oder 
negativ ist. Die Integrabilitätsbedingung ist also nur für y>0 erfüllt. 
Wir beschränken uns also auf die obere Halbebene und benutzen zur Bestimmung 


einer Stammfunktion dasselbe Verfahren wie in Beispiel 10, nehmen aber die Gleichung 
der geradlinigen Strecke in Parameterform: 


x =ett, y=y'ı (0=1=1). 


Dann ist 


@,w) 1 m 777 ne 
F&,y)= S (Pde+Qdy)=f (x’ Ye? +y/2—x’ +y’ Ye? +y’2 +2) Vi dt 
(0,0) 0 


2 IT gr ang 
2 (0 WR ry WARE). 


12. Es sei 
1 x dy—-ydx 
2 Ax2+2Bxy+0Cy2 
Man prüfe, ob die Integrabilitätsbedingung (A) erfüllt ist, und bestimme die zyklische 
Konstante des singulären Punktes (0, 0). 

Hinweis. Am einfachsten berechne man das Kurvenintegral über die Ellipse 


Ax2+2Bay+Cy2=1, (E) 


denn dann reduziert sich 


1 
fie de +Q dy) =, f (x dy —y dx) 
(E) (EB 
einfach (vgl. Nr. 551, Formel (10)) auf den Flächeninhalt dieser Ellipse, der uns ja be- 
kannt ist (Nr. 339, Beispiel 6); vgl. auch Nr. 549, Beispiel 9. 


13. Ist die Integrabilitätsbedingung erfüllt, so kann ein Kurvenintegral auch dann 
vom Weg unabhängig und eine Stammfunktion eindeutig sein, wenn ein singulärer 
Punkt im Bereich enthalten ist. Beispiel: Für den Ausdruck 


Pdz+Qdy= (A >0,0>0, AC - B2>0). 


zde+ydy 
2 +92 on 


für den der Ursprung singulärer Punkt ist, ist die Stammfunktion In (z2 +?) bis auf den 
Ursprung nebst ihren Ableitungen in der ganzen Ebene stetig und eindeutig. Der Leser 
kann sich leicht davon überzeugen, daß das damit zusammenhängt, daß die zum Ur- 
sprung gehörige zyklische Konstante gleich 0 ist. 
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14. Man integriere den Differentialausdruck 
1 


1 z x 1 
Lösung. Die Integrabilitätsbedingungen 
oP 00 z 0 OR 1 oR oP 1 22 — x? 


rn nn  ERER — Seren EEE Gree EE rrnnen. 


My 09 xy?’ 92 g9y ay? Ge da 2 (Mrz 
lassen sich leicht als erfüllt nachweisen. 


Wir legen eine zu (17) analoge Formel zugrunde, vertauschen die Rollen von z und z, 


wobei wir 29=0,29>0, y,>0 setzen. Dann bleibt nur eines der drei Integrale übrig, 
und wir finden 


r4 

: x 1 22 

D(x,y, = | (4-5) a er a 
0 


566. Anwendung auf physikalische Aufgaben. Mit den Hilfsmitteln der bisher ausgear- 
beiteten Theorie behandeln wir jetzt einige schon früher untersuchte Probleme aus 
Mechanik und Physik. 

1. Die Arbeit eines Kraftfeldes. In Nr. 554 haben wir gesehen, daß die Arbeit eines 
Kraftfeldes bei der Bewegung eines Massepunktes der Masse 1 längs einer Bahn- 
kurve (K) durch ein Kurvenintegral ausdrückbar ist (vgl. Nr. 554, Formel (18)): 


A= [(Xde+Ydy), | (19) 
(&) 


wobei X=X(xz, y)und Y=Y(x, y) die Projektionen der Feldstärke auf die Koordinaten- 
achsen sind. 

Naturgemäß ergibt sich das Problem der Bedingungen, unter denen die Arbeit der 
Feldstärke nur von der Anfangs- und der Endlage des Punktes, aber nicht von der Ge- 
stalt der Bahnkurve abhängt. Das Problem ist offenbar gleichbedeutend mit der Frage, 


wann das Kurvenintegral (19) vom Integrationsweg unabhängig ist. Daher besteht die 
gesuchte Bedingung in der Gleichung 


0X 0Y | 
Frage = En 


natürlich unter der Annahme, daß das vom Feld umfaßte Gebiet einfach zusammen- 
hängend ist und daß keine singulären Punkte vorliegen. 

Diese Bedingung läßt sich auch folgendermaßen formulieren: Die Arbeit eines Kraft- 
feldes bei der Bewegung eines Massepunktes aus einer Lage in eine andere hängt genau 
dann nicht von der Form der Bahnkurve ab, wenn das Element der Arbeit, 


Xdr+Ydy, 


ein vollständiges Differential einer eindeutigen Funktion U(x, y) ist. Diese Funktion wird 
Potentialfunktion genannt; ein Feld mit einer Potentialfunktion heißt ein Potentialfeld. 
Die Arbeit eines Potentialfeldes bei der Bewegung eines Punktes von A(x,, %) nach 


B(x;, yı) ist gleich dem entsprechenden Zuwachs der Potentialfunktion (vgl. Nr. 557, 
Formel (6)) r 


U (24, yı) - U(zo Y) =U(B)-U(A). 5 
Als Beispiel betrachten wir ein Newtonsches Schwerkrajtjeld. Ist im Ursprung O eine 


Masse u, im Punkt A die Masse 1 angebracht, so wirkt diese auf O mit der Kraft F, und 
zwar ist ihre Größe 


[1 
P=5, 


5* 
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wobei r=Yx?+12 der Abstand zwischen A und 0 ist. Da die Kosinus der Winkel, die 


en U, i : : 
dieser Kraftvektor mit den Achsen bildet, gleich u bzw. - sind, sind die Projek- 
tionen von F auf die Achsen gleich 
nn. See, 


3? r3 


Xee 


Offenbar ist das Newtonsche Feld ein Potentialfeld; denn 


ux uy 
ist das totale Differential von 
ER. 
=, 


der Newtonschen Potentialfunktion (des Feldes des Punktes O0). Obwohl ein singulärer 
Punkt (eben der Ursprung) existiert, ist diese Funktion eindeutig: Das Integral von (21) 
über eine geschlossene Kurve verschwindet, selbst wenn die Kurve den Ursprung um- 
schließt (seine zyklische Konstante ist gleich 0). 

Bei einer Bewegung des Punktes von A nach B leistet die Feldstärke die Arbeit 


wobei r4 bzw. rz die Abstände zwischen A bzw. B und dem Zentrum sind. Strebt B 
gegen =, so geht die Arbeit in 7 über. Sie ist gleich der Größe des Newtonschen 
A 


Potentials, wenn sich der Punkt aus dem Unendlichen auf A zu bewegt. 
Felder, die keine Potentialfelder sind, werden beispielsweise durch die Kraft 


k 
F=kr oder = (k =const) 


erzeugt, deren Richtung mit dem Radiusvektor r den Winkel #5 bildet. 


Diese Ausführungen lassen sich leicht auf ein räumliches Kraftfeld übertragen. 


2. Ebene stationäre Strömung einer inkompressiblen Flüssigkeit. Bezeichnen u und v die 
axialen Komponenten des Geschwindigkeitsvektors, so gilt, wie wir in Nr. 554, Auf- 
gabe,2, gesehen haben, für die Flüssigkeitsmenge Q, die durch die geschlossene Kurve (X) 
in der Zeiteinheit einströmt, 


Q= Swde-udy) 
(K) | 


(vgl. Nr. 554, Formel (22)). Im Fall einer inkompressiblen Flüssigkeit ist, wenn weder 
Quellen noch Senken vorliegen, dieses Integral stets gleich 0. Hieraus folgt, daß für die 
Komponenten u, v des Geschwindigkeitsvektors notwendigerweise die Bedingung 
ou 0 

dx ur u 
erfüllt ist. Dann gibt es zum Integranden vd —udyeine Stammfunktion g(M) =g(z, y), 
die in der Hydrodynamik die Stromfunktion genannt wird. 

Ist (AB) eine beliebige Verbindungskurve zwischen A und B, so gilt für die Flüssig- 
keitsmenge Q, die in der Zeiteinheit in bestimmter Richtung durch sie hindurchströmt, 
bekanntlich (Nr. 554, Formel (22)) | 


Q= S wdr-udy), 
(AB) 


0 
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wobei der Durchlaufungssinn auf (AB) so zu nehmen ist, daß die nach der betreffenden 
Seite gerichtete Normale mit der positiven Tangentenrichtung den Winkel +5 bildet. 


Dann ist diese Größe gleich der Differenz g(B) —-g(A) der Werte der Stromfunktion 9 
an den Endpunkten der Kurve. 


3. Die von einem Gas absorbierte Wärme. Wir wenden uns wieder (vgl. Nr. 554, Auf- 
gabe 3) der Frage zu, welche Wärmemenge man durch Änderung des Zustandes einer ge- 
gebenen Menge eines idealen Gases erhält. Wird die Zustandsänderung durch eine 
Kurve (X) in der p, V-Ebene charakterisiert, so läßt sich diese Wärmemenge @, wie 
wir in Nr. 554, Aufgabe 3, gesehen haben, durch ein Kurvenintegral ausdrücken: 


C C 
= (Zrav+z v dp) 
(E) 
(wir haben die früheren Bezeichnungen beibehalten). 
Sieht man die Wärmekapazitäten c, und c, des Gases (bei konstantem Volumen und 
konstantem Druck) als unveränderlich an, so ist die ‚Integrabilitätsbedingung hier 
offenbar verletzt. Wegen e,=*c, ist nämlich 


[0 [co or. 9 [% Cy 

dp (Er)-F +77 (z v)-5- 
Hieraus folgt, daß die Wärmemenge Q nicht etwa eine Funktion des Gaszustandes ist, son- 
dern von dem Prozeß abhängt, der zu diesem Zustand führte. Selbst bei einem zy- 
klischen Prozeß, der das Gas in seinen ursprünglichen Zustand zurückversetzt, kann 


Wärme gewonnen oder verloren werden. 
Multipliziert man den Ausdruck für das Element der Wärmemenge 


dQ=pdV+Z V dp 


R 
BE. DR m 2 
mit m’ wobei = die absolute Temperatur des Gases ist, so erhält man 
dQ dV dp 


TTrYV p 
d.h. ein totales Differential. Eine Stammfunktion ist 
S=c,InV+c,In». 


Das Kurvenintegral 
V,») 
on Q 
ri 
(V0:P%) 
hängt nicht mehr vom Weg ab, der den festen Punkt (V,, 20) mit dem veränderlichen 
Punkt (V,p) verbindet, und unterscheidet sich nur durch eine Konstante von der 
oben erwähnten Funktion S. Durch dieses Integral wird eine physikalische Größe, die 
sogenannte Entropie, definiert, die eine Funktion des Gaszustandes ist und in der 
Wärmelehre eine wichtige Rolle spielt. 


84. Funktionen endlicher Schwankung 


567. Definition der Funktionen endlicher Schwankung. Der vorliegende Paragraph 
fällt etwas aus dem Rahmen dieses Kapitels heraus. Er soll den Leser mit einer 
wichtigen (in der Überschrift genannten) Funktionenklasse vertraut machen, 
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die von dem französischen Mathematiker C. JoRDAN!) eingeführt wurde. Sie spielt 
bei der im folgenden Paragraphen einzuführenden Verallgemeinerung des bestimm- 
ten Integrals eine wichtige Rolle. Übrigens ist sie auch in anderen Zweigen der 
Analysis von großer Bedeutung. 

Die Funktion f(x) sei auf dem endlichen Intervall [a, BJ], a=b, definiert. Wir zer- 
legen es mit Hilfe von Teilpunkten 


MEAN < <<; <td 


in Teilintervalle, wie wir das auch bei der Einführung der Darbouxschen bzw. 
Riemannschen Integralsummen getan hatten. Dann bilden wir die Summe 


n—i 
0= 3 Me) -/al (1) 


der absoluten Beträge der Zuwächse in den Intervallen. Es geht nun darum, ob 
die Menge dieser Zahlen », die sich bei beliebigen Zerlegungen des Intervalls [a, b] 
ergeben, nach oben beschränkt ist oder nicht. 

Sind die Summen (1) bei beliebigen Zerlegungen des Intervalls [a, b] nach oben 
beschränkt, so nennt man f(x) in [a,b] eine Funktion von endlicher Schwankung 
(oder auch Funktion von beschränkter Schwankung oder von endlicher oder von be- 
schränkter Variation). Die obere Grenze dieser Summen wird die Totalvariation der 
Funktion in dem betreffenden Intervall genannt und mit 


b 
V fa&)=sup {v} 


bezeichnet. Diesen Begriff kann man auch bei Funktionen verwenden, die nicht 
von endlicher Schwankung sind; dann ist die Totalvariation gleich &. 
Gemäß der Definition der oberen Grenze kann man in beiden Fällen durch ge- 


b 
eignete Wahl der Zerlegung des Intervalls [a, b] die Totalvariation \/ f(x) beliebig 


a 
approximieren. Mit anderen Worten, man kann eine solche Folge von Zerlegungen 
des Intervalls wählen, daß die Totalvariation der Limes der entsprechenden Sum- 
men v ist. 

Manchmal muß man untersuchen, ob eine Funktion f(x) in einem unendlichen 
Intervall, etwa [a,], von endlicher Schwankung ist. Man sagt, f(x) sei in [a,>] von 
endlicher Schwankung, wenn f(x) in jedem endhehen Teilintervall [u, A] von end- 


licher Schwankung ist und die Totalvariationen V f(x) gleichmäßig beschränkt 
sind. In solchen Fällen setzen wir 
Vre=sup [V re). (2 


Wir weisen Pe hin, daß in diesen Definitionen von der Stetigkeit von f(x) nicht 
die Rede ist. 


Ein Beispiel einer Funktion endlicher Schwankung in einem endlichen oder un- 
Alben Intervall liefert eine beschränkte monotone Funktion. Ist das Intervall 


1) CAMILLE JORDAN, 1838—1922. 
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[e, 5] endlich, so folgt dies einfach aus 


n—i ni 
v =2& Mrd) = 2 Mr) - Ma) — 6) fa)l 


b | 
so daß also V f(x) =!f(b)- (a)! ist. Für das Intervall [a, ] ist offenbar 
[2 


Vie = sup (A) Ka =1X=)-ia)l 


wenn, wie üblich, /(») = lim f(A) gesetzt wird. 


Wir führen nun ein Beispiel einer stetigen Funktion an, die nicht von endlicher Schwan- 
kung ist, und zwar sei 


T 
Hz) =x cos 5— für z#0, .f0)=0. 


Wir betrachten das Intervall [0, 1]. Als Teilpunkte nehmen wir 
1 1 
Dann wird 
1 1 
v=v,=1 +ate +—=H, 
und (vgl. Nr. 365, Beispiel 1) 


1 
V K&) =sup w} ==. 


568. Die Klassen der Funktionen 'endlicher Schwankung. Wir haben schon er- 
wähnt, daß die monotonen Funktionen von endlicher Schwankung sind. Man kann 
diese Klasse folgendermaßen erweitern. 

1°. Ist eine im Intervall [a, b] gegebene Funktion f(x) so beschaffen, daß. dieses 
Intervall in endlich viele Teilintervalle 


[a;; Arrıl (k=0, 1, ... M— 1; a=4, Am=b) 


zerlegt werden kann derart, daß f(x) auf jedem Teilintervall monoton vst, so ist f(x) 
auf [a,b] von endlicher Schwankung. (Solche Funktionen nennt man stückweise 
monoton.) 

Zum Beweis teilen wir [a, b] beliebig in Teilintervalle und bilden die Summe v. 
Da bei Hinzunahme eines neuen Teilpunktes die Summe v nicht kleiner wird (denn 
es gilt j 

Mid Ele) NH) - Na) 
für x;<x’<zx;,,), erhalten wir bei Hinzunahme sämtlicher Teilpunkte a, eine 
Summeö>=v. Sondert man aus ö diejenigen Summanden aus, die sich auf das In- 
tervall [a,, @,,,] beziehen, und bezeichnet man ihre Summe mit ö®, so ist 


m—i1 
DO = far Kay)l, also 9= Zlfarı)-Na) - 


Da keine Summe v diese Zahl übertrifft, ist dieses 9 genau die Totalvariation. 
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2°, Genügt f(x) in [a, b] der Bedingung 
a)-/@)l=L li; (3) 


einer sogenannten Lipschitzbedingung?), wobei L=const ist und & und x beliebige 
Punkte des Intervalls sind, so ist f(x) von endlicher Schwankung, und es gilt 


b 
Vf@a)=L(b-a). 
Das folgt aus der Ungleichung 


n—i n—i 
I- 2 Mer) el =L 2 MH) =L(b-a). 


Insbesondere gilt also 


3°. Jede Funktion, die im Intervall [a, b] eine beschränkte Ableitung hat (|\f(x)]=2; 
L=const), ist dort von endlicher Schwankung. 
Aus dem Mittelwertsatz folgt nämlich 


@-@l=efd) E-n)1=sLi-e: 2:2), 
so daß die Lipschitzbedingung (3) erfüllt ist. 
So kann man sich z. B. leicht davon überzeugen, daß 
fa)=a2sin-— (0*0),  f0)=0, 
in jedem endlichen Intervall von endlicher Schwankung ist. Denn 
f(x) =2x sin . — 77 COS — (2 +0), f(0%)=0, 


ist beschränkt. Es ist interessant, daß in jedem den Punkt 0 enthaltenden Intervall die 
Funktion unendlich oft oszilliert, d.h. vom Fallen zum Steigen übergeht und umge- 
kehrt. 


Eine sehr umfassende Klasse von Funktionen endlicher Schwankung liefert fol- 
gender Satz: 


4°, Ist f(x) im endlichen oder auch unendlichen Intervall [a, b] als Integral mit verän- 
derlicher oberer G'renze darstellbar, 


f@)=c+/[pl) dt, (4) 


wobei pt) in diesem Intervall als absolut integrierbar vorausgesetzt wird (d. h., g(t) soll 
nebst |p(t)|, eventuell uneigentlich, integrierbar sein), so ist f(x) dort von endlicher 
Schwankung. Dabei ist 


b b 
Vie=fie@ld. 
@ (1 
Es sei [a, b] endlich; dann ist 


ni n—-i\*’i+1 a-1”Fi+1 b 
vie il= 2) S Wie SF Imwid=fIpwid, 


und daraus folgt die Behauptung. 


1) Rupour Lirscartz, 1832—1903, deutscher Mathematiker. 
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Für [a,] genügt'es zu bemerken, daß 


A pi co 
VIe)=fIp@)|di=f|pte)] di 


ı 


ist. 


Bemerkung. Man kann zeigen, daß sowohl für ein endliches als auch für ein 
unendliches Intervall tatsächlich die Identität 


b b 
Via)=fipt)l di 


besteht. Ist p(t) in [e, 5] integrierbar, aber nicht absolut integrierbar, so ist”die 
Totalvariation von f(x) gleich ©. Wir gehen darauf nicht weiter ein, sondern er- 
läutern das an einigen Beispielen. | 


Es sei f{x) =x? sin Z (2 +0), f(0)=0, so daß 


IT 


Fo) =pla)=-2rsin 5-05 (+0),  F0)=pl0)=0 


gilt. Dann ist z. B. für 0=r=2 
% 
(&) =/ it) de; 


wir haben aber in Nr. 482 gezeigt, daß dieses Integral nicht absolut konvergiert. Wir 
gehen wie dort vor und zerlegen [0, 2] mit Hilfe der Punkte 


EV 4 Mıw: 
$ Yn ıa—L1’ Yn—-1' In—3’ er, y2 ’ ’ r 


in Teilintervalle; für die entsprechende Summe v ist offenbar 


2 (Va) (lade 
> ———I-/I-—-lilz=2 -= i 
26 —1 villa k * 
also 

p) 

V/a=». 

0 

Analog zeigt man leicht, daß 
Pen 
sin b 
ie)= | di 
0 


im Intervall [0, ©] von unendlicher Schwankung ist (vgl. Nr. 476). 


569. Eigenschaften der Funktionen endlicher Schwankung. Wir setzen das Inter- 
vall [a, b] als endlich voraus. 
1°. Jede Funktion endlicher Schwankung ist beschränkt. 


Denn für a<x’=b gilt 


b 
v’ = fe) Ka) +) Fe) Ay I®); 
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also 
b 
YadlElfad)- al + Malle) +V AR). 


2°, Summe, Differenz und Produkt zweier Funktionen f(x) und g(x) endlicher 
Schwankung sind ebenfalls Funktionen endlicher Schwankung. 
Es sei s(x)= f(x) +g(x). Dann ist 
needed 
Durch Summation über : folgt 


b b 
List )-stel= Zlleıd-/eol+ Lig) ge)l=V ie)+ Voß), 


also 
b b 


V s(z)= V I(&) +V ala) 
Nun sei p(x)=f(x) - g(x) und für aszr=b 
a)=K, I|g@)|eL (K,L=const) 
(vgl. 1°). Offenbar ist 
PR )- Pal MR) Hr) + ge) Mrd Mo] 


=K- la) 9(z;)] +2 ed); 
‚also folgt durch Summierung 


b b b 
Vrß@)=KWVgla)+LV fe). 


3. Sind f(x) und g(x) Funktionen endlicher Schwankung und'ist überdies |g(x)| = 
f(x) 


=0>0, so'rst auch der Quotient 
9%) 


von endlicher Schwankung. 


1 
Nach 2° brauchen wir das nur für h(x) = E zu beweisen. Nun ist 


Is) -gle;)| _1 
ka; h&;)| "Tel eu Hg)! ; 
also gilt 
b 1 b 
Vh@=-,\gl). 


4°. Es sei [(x) in [a, b] definiert und a<=c<b. Ist f(x) in [a, b] von endlicher Schwan- 
kung, so auch in [a, c] und in [c, b], und umgekehrt. Dabei ist 


b c b 
Vi) =\V f@)+V fe). (5) 


Es sei f(x) in [a, b] von endlicher Schwankung. Wir zerlegen jedes der Intervalle 
la, c] und [c, 5] einzeln in Teilintervalle: 
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Dadurch wird auch das ganze Intervall [u, b] in Teile zerlegt. Für [a, c] und [ec, b] 
bilden wir die Summen 


=D lfy-iwl = Ifermd-Iel; 


k 
die entsprechende Summe für [e, b] ist v=v,+v,. Somit ist 
- b 
y+n=s\V fe); 
& 


also ist jede der Summen v;, v, beschränkt, d. h., die F unktion f(x) ist in den Inter- 
vallen fa,c]und[c, 5] von endlicher Schwankung. Wählt man die Zerlegungen (6) so, 
daß v, und v, gegen die entsprechenden Totalvariationen streben, so ergibt sich in 
der Grenze 


c b b 
VIe)+VIa)EV IR): (7) 


Nun nehmen wir an, f(x) sei sowohl in [a, c]alsauch in [c, b] von endlicher Schwan- 
kung. Wir zerlegen [«, b] beliebig in Teilintervalle. Ist c kein Teilpunkt, so nehmen 
wir ihn zusätzlich hinzu, wodurch, wie wir wissen (vgl. 8. 71), die Summe nicht 
kleiner wird. In den früheren Bezeichnungen ist dann 


c b 
veuy+msVfR)rV AR). 


Hieraus folgt sofort, daß f(x) in [a, 5] von endlicher Schwankung ist und daß die 
Ungleichung 


b c b 
Vie)=zVIa)+V IR) (8) 


gilt. Schließlich folgt (5) aus (7) und (8). 
Insbesondere folgt aus diesem Satz: 
5°, Ist f(x) in [a,b] von endlicher Schwankung, so ist für asx=b die Totalvariation 


= Vi) 


eine monoton wachsende (und beschränkte) Funktion von x. 
Für azx’<x”=b ist nämlich 


u. x’ x’ 
Vvio=Vio+VI®, 
also - 
ga”)-ge)=V /O=0 (9) 


(da die Totalvariation definitionsgemäß nicht negatıv ıst). 
Hiernach ist klar, daß man die Totalvariation im unendlichen Intervall [a,>] 
statt durch (2) auch durch 


os 4 
V fx) = lim \ fe) (2*) 


definieren kann. 
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Auf Grund dieser Bemerkung lassen sich die Sätze dieser Nummer leicht auf den 
Fall eines unendlichen Intervalls übertragen. 


570. Kriterien für Funktionen endlicher Schwankung. Die Funktion f(x) sei auf 
einem endlichen oder unendlichen Intervall [«, 5] definiert. 

6°. Eine Funktion f(x) ist in [a, b] genau dann von endlicher Schwankung, wenn auf 
diesem Intervall eine monoton wachsende und beschränkte Funktion F(x) existiert 
derart, daß in jedem Teilintervall [x’, x”] von [a, b] (mit x’ < x”) der absolute Betrag des 
Zuwachses von f(x) den. Zuwachs von F(x) nicht übertrifft: 

Kar)-FelEFaN)- FR). 

(Man könnte sich übrigens auf die Ungleichung f(x”)- fx)=F(x”)—-F(x) be- 
schränken.) 

Eine solche Funktion F(xz) könnte man natürlich eine Majorante von f(x) nennen. 

Die Notwendigkeit der Bedingung folgt daraus, daß für eine Funktion f(x) von 
endlicher Schwankung beispielsweise die Funktion 


e)=V il), 


ut 


die nach 5° monoton wächst und beschränkt ist, als Majorante dienen kann. Die 
Ungleichung 


er) Ka) =g@")-9@)= Vi) 


folgt aus der Definition der Totalvariation. 
Daß die Bedingung hinreichend ist, folgt für ein endliches Intervall unmittelbar 
aus der Ungleichung 


n—1 2—1 
v= 3 Mei) Mal= Z [Fle)- Fa)]= Pb) Pla) 


und für ein unendliches Intervall durch Grenzübergang. 
Sehr wichtig ist eine andere Form dieses Kriteriums: 


7°. In [a, b] ist f(x) genau dann von endlicher Schwankung, wenn f(x) in diesem 
Intervall als Differenz zweier monoton wachsender beschränkter Funktionen darstell- 
bar ist: 


Ka)=gle)— hr). (10) 


Die Bedingung ist notwendig: Nach 6° existiert für eine Funktion f(x) von end- 


licher Schwankung eine monoton wachsende beschränkte Majorante F(x). Setzt 
man 


ge)=Flr), hia)=Fla)-fle), 


so ist (10) erfüllt. Man muß sich noch davon überzeugen, daß h(x) monoton ist: 
Für x <:x” ist aber nach der Definition der Majorante 


ha”) ha’) =[F@”)- F@)]-[a)-fa)]20. 
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Die Bedingung ist hinreichend; denn falls (10) gilt, ist wegen 


FRI) Kelle) -ge)I+PR&")-R@/)]=F@’)- Fl) 


die Funktion F(x)=g(x) +h(x) eine Majorante. 
Der Leser möge zur Übung 


a) unter Benutzung dieser Kriterien die Behauptungen 1° bis 4° aus Nr. 569 
und 


b) für die in Nr. 568 betrachteten Klassen von Funktionen endlicher Schwan- 
kung die Existenz einer monotonen Majorante und die Darstellbarkeit als Differenz 
monotöner Funktionen beweisen. 


In bezug auf Satz 7° machen wir noch eine zusätzliche Bemerkung. Da g und A 
beide beschränkt sind, kann man durch Addition einer Konstanten immer errei- 
chen, daß Minuend und Subtrahend positiv sind. Ebenso kann man durch Ad- 
dition einer echt wachsenden, aber beschränkten Funktion (beispielsweise arctan x) 
zu g und h immer zu einer solchen Zerlegung gelangen, daß beide Funktionen echt 
wachsen. 

Die in 7° bewiesene Möglichkeit der Zurückführung der Funktionen endlicher 
Schwankung auf monotone Funktionen darf beim Leser nicht die Illusion er- 
zeugen, die Funktionen endlicher Schwankung seien irgendwie „einfach“: Sogar 
die unendlich oft oszillierende Funktion 


fo)=2?sin2 (+0),  f0)=0, 


die wir schon in Nr. 568 betrachteten, läßt sich als Differenz zweier monotoner 
Funktionen darstellen. 

Trotzdem lassen sich auf Grund der Darstellung (10) einige Eigenschaften der 
monotonen Funktionen auf Funktionen endlicher Schwankung übertragen. 
So kommt man auf Grund dessen, daß für eine monotone beschränkte Funktion 
fx) für jedes x=xy die einseitigen Grenzwerte von links und von rechts, d.h. 


fao-0)= lim Me),  M@+0)=, lim fe) (11) 


existieren (Nr. 71, 1°), durch Anwendung auf g und A zu dem folgenden Satz: 
8°, Für eine Funktion f(x) endlicher Schwankung in [a,b] existieren in jedem 
Punkt x=x, dieses Intervalls die einseitigen Grenzwerte (11), in den Endpunkten 
natürlich jeweils nur ein Grenzwert. 
571. Stetige Funktionen endlicher Schwankung. 
9°, In [a, b] sei f(x) von endlicher Schwankung. Ist f{x) in x= xy stetig, so 1st auch 


9(z) = V 1) 


in 2= xy stehg. 
Wir nehmen x,<b an und beweisen, daß g(x) in x, von rechts stetig ist. Zu diesem 
Zweck wählen wir ein e>0 und zerlegen das Intervall [x,, 5] durch die Punkte 
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Xg<rı<..<r,=b so in Teilintervalle, daB 


ni b 
v= 2 Mai )-Ma)l>V Os (12) 
i=0 x 
ist. Da f(x) stetig ist, kann man dabei x, so nahe bei x, gelegen annehmen, daß 


Ma) Mole 


gilt (nötigenfalls kann man noch einen Teilpunkt hinzunehmen, was v nicht ver- 
kleinert). Dann folgt aus (12) 


b ni n—i b 
Vft<e+ 2 Med Na) <2e+ 2 Mau) Kell < 28 +0 > 


7 
also \V f(t)<2e oder schließlich g(x,)— g(x0) = 2e. 


x 
Um so mehr ist O=g(x,+0)-g(x,)<2e, also, da e beliebig war, 
g+0)=gizo) - 
Analog zeigt man (für z,>a) 


mM) =g); 
d.h., daß g(x) in x, von links stetig ist. 
Es ergibt sich als Folgerung: 


10°. Jede stetige Funktion endlicher Schwankung ist als Differenz zweier stetiger 
monoton wachsender Funktionen darstellbar. 

Untersucht man nämlich den Beweis von Satz 7° (insbesondere den Teil, der sich 
auf die Notwendigkeit der Bedingung bezieht) und nimmt als monotone Majorante 
geräde die Funktion | 


a)= VL), 


die nach 9° stetig ist, so erhält man die gesuchte Zerlegung. 


Zum Schluß zeigen wir, daß man für stetige Funktionen in der Definition der 
Totalvariation 


b 
V i(@)=sup {v} 


das Supremum durch den Grenzwert ersetzen kann, ünd zwar sowohl in dem Fall, 
daß die Totalvariation endlich ist, als auch dann, wenn sie unendlich ist. 


11°. Die Funktion f(x) sei in dem endlichen Intervall la, b] stetig. Wir zerlegen 
es durch die Punkte y=a<2x,<..<x,=b in Teilintervalle und bilden die Summe 


n—i 
2 Mar)-f@)l. 
Dannist 
b 
lim v=V/@), (15) 


wober A=max (x,,,—x,) ist. 


572. Rektifizierbare Kurven 19 


Hier handelt es sich um einen Grenzübergang wie bei Darbouxschen oder Bie- 
mannschen Summen (vgl. Nr. 295, 296). 

Wie schon öfter bemerkt, nimmt v bei Hinzunahme eines neuen Teilpunktes 
nicht ab (vgl. S. 71). Andererseits kann die Summe v um nicht mehr als die 
doppelte Schwankung von f(x) in [x,, 2; ,] zunehmen, wenn dieser neue Teilpunkt 
in dieses Intervall fällt. 

Nun wählen wir eine Zahl A derart, daß 


b 
A<V fie) 
G 
ist, und suchen eine Summe »*, für die 
ur >A (14) 
gilt. Diese Summe entspreche der Teilung 2f =a<2xf<..<r,,=b. Dann wählen wir 
6>0 so klein, daß 
Ya) —- Fa) < 


gilt, sobald |£”—x’|<=6 ist; das ist auf Grund der gleichmäßigen Stetigkeit von 
f(x) möglich. Wir zeigen nun, daß für jede Zerlegung, bei der 1 ist, 


v>A (15) 


or — A 


4m 


gilt. 

Haben wir nämlich eine solche Zerlegung (I), so bilden wir eine neue Zerlegung 
(II) durch Hinzunahme aller x* als Teilpunkte. Für die entsprechende Summe v, 
gilt dann 

\ 
| W=v*. (16) 
Andererseits ergibt sich (II) aus (I) durch eine höchstens m-malige Hinzunahme 


*_4 
. 5 daher ist 


je eines Punktes. Die Summe v wächst jedesmal um höchstens 
ur — A 
a 
Hieraus und aus (16) und (14) folgt 
vr — A _ 4 +v* 


U UÜ< 


U>V%— 2 == > >A. 
Für A<6 ist also (15) erfüllt. Da aber stets 
d 
v=\/ ie) 
& 


ist, gilt (13), was zu beweisen war. 


572. Rektifizierbare Kurven. Der Begriff der Funktion endlicher Schwankung fin- 
det Anwendung beim Problem der Rektifizierbarkeit einer Kurve; gerade in diesem 
Zusammenhang wurde er von Ü. JORDAN eingeführt. Mit der Erläuterung dieser 
Frage wollen wir den vorliegenden Paragraphen beschließen. 
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Es sei eine Kurve (X) in Parameterdarstellung 


z=el),  y=YÜ) (17) 
gegeben; dabei werden (2) und y(f) nur als stetig vorausgesetzt. Ferner sei (X) 
doppelpunktfrei, 


Wir wählen die Ecken eines einbeschriebenen Polygonzuges in den Punkten der 
Kurve, die den Parameterwerten 


o<t<b<..<t„=T (18) 
entsprechen; dann ergibt sich als Länge des Polygonzuges 
n—1 
P= 2 Verl) PWoR +Trlerd-r@R 
= 


Wie wir wissen (vgl. Nr. 247), definiert man die Länge s des betrachteten Kur- 
venbogens als obere Grenze der Längen aller dieser Polygonzüge &. Ist diese obere 
Grenze endlich, so nennt man die Kurve rektifizierbar. Hinreichende Bedingungen 
für die Rektifizierbarkeit haben wir schon in Band I angegeben (vgl. Nr. 248). Der 
nachstehende Satz gibt die allgemeinsten notwendigen und hinreichenden Bedin- 
gungen für die Rektifizierbarkeit an. 

Satz von, JoRDAN. Die Kurve (17) ist genau dann rektifizierbar, wenn pt) und 
v(t) im Intervall [t,, T] beide von endlicher Schwankung sind. 

Die Bedingung ist notwendig. Ist (K) rektifizierbar und ist s die Länge, so gilt 
für jede Zerlegung (18) von [i,, 7] 


u 


n—1 
p=2 Vet) PP + Pl )-PW)Rss, 
4 
und hieraus folgt auf Grund der trivialen Ungleichung 


dr) Pe) = rk) Pi) + pi) PR 
die Ungleichung | 


n—1 
ZAlrliı)-eli)|=ss. 
i=0 


Also ist p(t) von endlicher Schwankung. Dasselbe gilt offenbar für v(f). 


Die Bedingung ist hinreichend. Die Funktionen g(t) und y(t) seien von endlicher 
Schwankung. Auf Grund der trivialen Ungleichung 


ML. ur res _—_ ın-i1 n—i 
p=2 Vet )-PedR + li) -vW)R= 2 Pi dp) + 2 rl) vi) 
i= i=0 i=0 
sind also alle Zahlen p nach oben beschränkt, beispielsweise durch die Zahl 
T T 
; VeW +V ve); : 
0 0 


daraus folgt nach dem oben Bewiesenen die Rektifizierbarkeit von (K). 
Zum Schluß bringen wir zwei wichtige Bemerkungen. 


573. Definition des Stieltjesschen Integrals s1 


Aus dem Bisherigen wird klar, daß für die ganze Länge s der Kurve (17) die 
Ungleichung 


T T 
s=\V/ pl) +\V vlt) - 
Io to 


gilt. Nun betrachten wir die veränderliche Länge s(t), die dem Intervall [i,, £] des 
Parameters entspricht, und wenden die obige Ungleichung auf das Intervall 
[t, + At], At>0, an. Dann folgt 

(+48 +41 


0<4<\ + V ve). 


Da für hinreichend kleines At beide Summen rechts (auf Grund von Nr. 571, 9°) 
und damit auch „ls beliebig klein werden, ergibt sich: Bei einer stetigen rektifizier- 
baren Kurve ist die Bogenlänge s(t) eine stetige Funktion des Parameters. 

Da diese Funktion monoton von 0 bis S (der Länge der ganzen Kurve) wächst, 


kann man sich für jedes natürliche » die Kurve in n Teile der Länge geteilt vor- 
stellen (Satz von Caucay, Nr. 82). Bedeckt man die Ebene mit einem Netz von 
Quadraten der Seitenlänge 4 so kann keiner der Teile mit mehr als vier dieser 
Quadrate Punkte gemein haben. Daher ist die Summe der Flächeninhalte aller 


| 2 | 
Quadrate, die mit der Kurve Punkte gemein haben, nicht größer als 4n 5 und 


kann somit beliebig klein gemacht werden. Eine rektifizierbare Kurve hat den Flä- 
cheninhalt O0. 

Hieraus ergibt sich die interessante Folgerung: Kine von einer rektifizierbaren 
Kurve (oder mehreren solchen Kurven) berundete Flächen ist quadrierbar, d.h. hat 
einen Flächeninhalt (Nr. 337). 


$5. Das Stieltjessche Integral 


573. Definition des Stieltjesschen Integrals. Das Stieltjessche Integral (nach dem 
holländischen Mathematiker Ta. J. STIELTSES!)) ist eine direkte Verallgemeinerung 
des gewöhnlichen bestimmten Riemannschen Integrals (vgl. Nr. 295). Es läßt sich 
folgendermaßen definieren: 

Im Intervall [a, b] seien zwei beschränkte Funktionen f(x) und g(x) gegeben. 
Durch die Punkte 


zerlegen wir u ie in Teilintervalle: a sei A=max Ar,. In jedem Teilintervall 
[x, 2,1) @=09, 1, .,n—]) wählen wir einen Punkt E,, berechnen den Wert 
HE) von f(x) in Alaseın Punkt und multiplizieren ihn mit dem Zuwachs von g(x) im 
Intervall [x;, z;;,], also mit 


Ag) =gl8;+1)- 0) - 


1) THOMAS JEAN STIELTIES, 1856—1894. 
6. Fichtenholz III 
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Schließlich bilden wir die Summe aller dieser Produkte: 
n—1 
0= Zfl&) A); (2) 
=0 


eine sogenannte Stieltjessche Integralsumme. 

Hat diese Summe o für gegen 0 strebendes A=max Ar, einen endlichen Grenz- 
wert, so nennt man diesen das Stieltjessche Integral von f(x) nach (oder in bezug 
auf) g(x), in Zeichen 


b ni j 
SI) dgte)=Iim o=Iim If) Arte). (8) 


Dabei haben wir a<b vorausgesetzt. BR at man natürlich auch den Fall 


a>b betrachten. Übrigens läßt er sich wegen [= =— f sofort auf den vorigen zurück- 
führen. u 

Gelegentlich benutzt man, wenn man besonders darauf aufmerksam machen will, 
daß es sich um ein Stieltjessches Integral handelt, auch die Bezeichnungen 


b b 
(S) SMa) dgl) oder Sfr) dee) . 


Der Grenzwert ist in demselben Sinne zu verstehen wie beim gewöhnlichen be- 
stimmten Integral. Genauer: Die Zahl I heißt Stieltjessches Integral, wenn zu 
jedem e>0 ein ö>0 existiert derart, daß dann, wenn das Intervall [a, b] so in Teil- 
intervalle zerlegt ist, daß A< ist, die Ungleichung |o— I] <e gilt, wie die Punkte 8, 
in den Teilintervallen auch gewählt sein mögen. 

Falls das Integral (3) existiert, sagt man auch, f(x) sei in [a, b] ?n bezug auf g(«) 
integrierbar. 

Der Leser erkennt, daß der einzige, aber wesentliche Unterschied zwischen diesem 
soeben definierten Begriff und dem bestimmten Riemannschen Integral darin 
besteht, daß f(&,) nicht mit dem Zuwachs Ax; der unabhängigen Veränderlichen, 
sondern mit dem Zuwachs 4g(x;) einer zweiten Funktion multipliziert wird. Somit 
ist das Riemannsche Integral ein Spezialfall des Stieltjesschen Integrals, und zwar 
für g(2)=x, also der Fall, daß als zweite Funktion einfach die unabhängige Ver- 
änderliche selbst genommen wird. 


574. Allgemeine Bedingungen für die Existenz des Stieltjesschen Integrals. Wir lei- 
ten jetzt allgemeine Bedingungen für die Existenz des Stieltjesschen Integrals her, 
wobei wir uns auf den Fall beschränken, daß g(x) monoton wächst. 

Hieraus folgt, daß für a<b alle Ag(x,) positiv sind, ebenso wie früher alle Ar; 
positiv waren. Somit lassen sich alle Konstruktionen aus Nr. 296 und 297 wort- 
wörtlich wiederholen, wenn man für Ar; jetzt Ag(x,) setzt. 

In Analogie zu den Darbouxschen Summen führt man zweckmäßigerweise hier 
die Summen 


n—i n—1 
= Dimdge),  8= ZM;dgle) 
m t=0 
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ein, wobei m; bzw. M, die untere bzw. die obere Grenze von f(x) im Intervall 
[%; % +1] bezeichnen. Wir nennen sie Darbouzx-Stieltjessche Unter- bzw. Ober- 
summen. 


Offenbar gilt bei ein und derselben Zerlegung 


seo=ß, 


wobei s bzw. 8 die untere bzw. obere Grenze der Stieltjesschen Summen a be- 
zeichnen. 

Die Darboux-Stieltjesschen Summen besitzen offenbar die folgenden beiden 
Eigenschaften (analog zu Nr. 296): 

1. Fügt man zu einem System von Teilpunkten neue Punkte hinzu, so wird die 
Darboux-Stieltjessche Untersumme nicht kleiner, die Obersumme nicht größer. 

2. Keine Darboux-Stieltjessche Untersumme ist größer als irgendeine Dar- 
boux-Stieltjessche Obersumme, auch wenn die beiden Summen verschiedenen 
Zerlegungen entsprechen. 

Führt man das untere bzw. das obere Darboux-Stieltjessche Integral ein, 


I„=sup {s}, I*=inf{S}, 
so ergibt sich 
ss1,„=zI*=8. 
Mit Hilfe der Darboux-Stieltjesschen Summen erhält man schließlich leicht das 


fundamentale Kriterium für die Existenz des Stieltjesschen Integrals (in unserem 
Fall ab, g(x) monoton wachsend): 


an 


Satz. Notwendig und hinreichend für die Existenz des Stieltjesschen Integrals ist 
lim ($—s)=0 
1-0 


oder 
y-i 
lim Zo,4gle)=0, (4) 
en, 


wobei w, wie üblich die Schwankung M,— m, von f{x) im Intervall [x;, x;,.1] be- 
zeichnet. 

Alle Beweise stimmen, wie gesagt, mit den entsprechenden Beweisen aus Nr. 296 
und 297.überein, können also dem Leser überlassen bleiben. 

In Nr. 575 wenden wir dieses Kriterium auf Klassen von Funktionen f(x) und g(x) 
an, für die das Stieltjessche Integral existiert. 


575. Klassen von Fällen, in denen das Stieltjessche Integral existiert. 
I. Ist f(x) stetig und g(x) von endlicher Schwankung, so existiert das Stieltjessche 
Integral 
b 


Sa) dgl) . (9) 


@ 


Wir setzen zunächst voraus, g(z) sei monoton wachsend. Dann können wir das 
Kriterium aus Nr. 574 benutzen. Zu beliebigem e>0O existiert auf Grund der 
6*r 
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gleichmäßigen Stetigkeit von f(x) ein ö>0 derart, daß in vn Intervall, dessen 


Länge kleiner als ö ist, die Schwankung von f(x) kleiner als — —-—— ist. Nun sei 


g(b) - ga) 


[a,b]so in Teile zerlegt, daß A= max Ar; <ö ist. Dann sind alle w; kleiner als 
und es ist 


i »2 o;Ag(z;) ee, 2 Idar)-9a)l=E; 


BR 
g(b) —g(a)’ 


also ist (4) erfüllt und die Existenz des Integrals bewiesen. 

Ist g(x) von endlicher Schwankung, so ist g(x) als Dillerenz zweier monoton 
wachsender Funktionen darstellbar: g(xz)=gı(x)—-g,(x) (vgl. Nr. 570, Satz 7°). 
Somit gilt für die Stieltjessche Summe in bezug auf g(x) 


n—-i n—i a | 
0 2 (3,) Aglz;) =2/ (2) Agua) — 2 (&,) Agala;)=01- 0%» 


Nach dem schon Bewiesenen streben o, und o, für 1>0 gegen einen endlichen Grenz- 
wert, also auch die Summe o, und das sollte bewiesen werden. 

Die Voraussetzungen für f(x) lassen sich abschwächen, wenn die für g(x) ver 
schärft werden: 

Il. /st f(x) in [a, b] Riemann-integrierbar und genügt g(x) einer Lipschitzbedingung 

a(&)—-gle)|=L (&- x) (L=const, ası=si=b), (6) 

so existiert das Integral (5). 

Damit wir das oben bewiesene Kriterium anwenden können, möge zunächst 


g(x) nicht nur der Bedingung (6) genügen, sondern auch monoton wachsen. 
a (6) ist offenbar Ag(x,)=LAx,, also 


n-1 
53 o,Ag(z)=L 2 w;de;. 


i=0 i=0 
Da f(x) ER ist, strebt die Summe rechts für A>0 gegen 0 (vgl. 
Nr. 297), also auch die linke Seite. Somit existiert (5). 
Wenn g(x) nicht monoton wächst, aber der Lipschitzbedingung (6) genügt, 
so stellen wir g(x) in der Form 


92) = Le [Lxr— ga)]=gılR)—- 922) 
dar. Offenbar genügt g,(x)=Lx der Lipschitzbedingung; überdies ist Lx monoton 


wachsend. Das gleiche gilt aber auch für g,(x)=Lx-—g(x); denn'nach (6) gilt für 
azsrsisb 


9212) —- 922) = L (&—-2)-[gl&)— g(z)]=0 
und 


HE)-ge)I=L (&-2)+!gl&)-gle)l=2L (&-2). 
Jetzt kann man wie oben weiter schließen. 


111. Ist f(x) Riemann-integrierbar und g(x) als Integral mit veränderlicher oberer 
Grenze darstellbar, 


ge)=c+H/pW)dt, | (7) 


wobei p(t) in [a, b] absolut integrierbar ist, so existiert (5). 


575. Klassen von Fällen, in denen das Stieltjessche Integral existiert 85 


Es sei g(f)=0, also g(x) monoton wachsend. Ist g(f) eigentlich integrierbar, also 
beschränkt, |g({t)|=Z, so gilt für asx<zZ=b 


[OR 


Somit genügt g(x) einer Lipschitzbedingung, und das Integral existiert nach Satz II. 

Nun sei g(t) uneigentlich integrierbar. Wir beschränken uns auf den Fall eines 
einzigen singulären Punktes, etwa b. Zu beliebigem e>0 wählen wir zunächst ein 
n>=0 derart, daß 


b 
[rw a<5, (8) 


ist, wobei 2 die totale Schwankung von f(x) im betrachteten Intervall bezeichne. 
Nun zerlegen wir [a, b] beliebig und bilden die Summe 


I&)—gie)|= =L(#—2). 


2= 5 Jo;) - 


i=0 


Sie ist in die beiden Summen !” und F” zerlegbar, 2=2’-+”, von denen die erste 
dem Intervall entspricht, das ganz in B b— 4 enthalten ist, die zweite dem Rest 


des Intervalis. Das letztere ist im Intervall [b— n, bjenthalten, sobald = max Axt; <2 
ist. Dann ist nach (8) 
b 


PR TR, 1 o(t) di<; s 
b-4 
Da et) ın B | eigentlich integrierbar ist, ist nach dem schon Bewiesenen für 
hinreichend kleines A auch 2 '<z. Hieraus folgt (4). 


Im allgemeinen Fall, wenn g(t) in [a, b] absolut integrierbar ist, betrachten wir die 
Funktionen 


t)| — Pit 
se BER, Op a 


die offenbar nichtnegativ und im Intervall [«, b] integrierbar sind. Wegen 
ed) = rl) - Prld) 
ist damit das Problem auf einen schon behandelten Fall zurückgeführt. 
Bemerkung. Ist g(x) in [a, b] stetig und existiert mit Ausnahme endlich vieler 
Punkte die Ableitung g’(x) und ist diese Ableitung von «a bis b (eigentlich oder un- 


eigentlich) integrierbar (in den Punkten, in denen sie nicht existiert, wähle man sie 
beliebig), so gilt bekanntlich (vgl. die Bemerkung in Nr. 470) eine Formel der Ge- 


stalt (7): 
a)=gla)+fgW dr. 
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Ist g’(x) absolut integrierbar, so ist auf g(x) das in Satz III Bewiesene anwendbar. 


576. Eigenschaften des Stieltjesschen Integrals. Aus der Definition folgen sofort die 
Eigenschaften: 


b 

1°. fdg(&) =g(b)-g(a); 
G n b 

2. (Il) E ET Age) =S Fıla) dgl) Ef Ale) Ayla); 
a a 2 q v 

3°. fj dl) Eg&)]= SR) dgı(@) + S fr) dal); 


4°. r kf(xz) dfig(<)]=Kkl- Te dg(x) (k, l=const). 


177 
Dabei folgt in 2°, 3°, 4° aus der Existenz der Integrale rechts die Existenz der 
Integrale auf der linken Seite. 
FIRE der Voraussetzung a<c<b und der Existenz aller Integrale gilt ferner 


c b 
5". f fx) dg(«) = fe) dgl) + [Ko dal) 
Zum Beweis dieser Formel genügt es, RE zu sorgen, daß der Punkt c bei 


der Bildung der Stieltjesschen Summe für S fdg unter die Teilpunkte des Inter- 
valls [a, b] aufgenommen wird. 


Zu dieser Formel selbst ist noch einiges zu sagen. Zunächst folgt aus der E:ristenz 
b c b 
von [ f dg die Existenz der beiden Integrale [ fdg und ffdg. 


& & c 
Für den Grenzübergang, mit dessen Hilfe man aus der Stieltjesschen Summe das 
Stieltjessche Integral erhält, gilt das Konvergenzprinzip von BOLZANO-CAUCHY. 


b 
Somit gibt es zu gegebenem e>0O auf Grund der Existenz des Integrals [/dg ein 


177 
ö>0 derart, daß sich je zwei Stieltjessche Summen o und 5, für die 2<6 bzw. 6 
gilt, um weniger als e unterscheiden. Ist dabei c Teilpunkt und nimmt man in 
[c,b] in beiden Fällen dieselben Teilpunkte, so reduziert sich die Differenz o— 5 auf 
die Differenz o,—ö, der beiden Stieltjesschen Summen, die sich auf das Intervall 
[a,c] beziehen, da sich die übrigen Summanden wegheben. Wenden wir auf das 
Intervall [a,c] und die dafür berechneten Stieltjesschen Summen ERROR Kon- 


vergenzprinzip an, so können = auf die Existenz des Integrals & fdg schlieben. 


Analog folgt die Existenz von j fdg. 


Besonders hervorgehoben werden muß folgende, im Vergleich zum Riemann- 
schen Integral überraschende Tatsache: Aus der Existenz der beiden Integrale 
e b | 


. b 
Sf dg und ff dg folgt im allgemeinen nicht die Existenz von [ fdg. 
173 C 


Davon überzeugen wir uns an einem Beispiel. In [-1, 1] seien f(x) und g(x) gegeben 
durch 


ae 0 für —-i1=rs1t, _jO für -1=sr<0, 
=i1 für 0<x=l; @)=i4 für 0=es1. 
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Offenbar existieren 


0 1 | 
SH) dgl, STR) Ace); 


beide Integrale sind gleich 0, da die entsprechenden Stieltjesschen Summen sämtlich 
0 sind. Bei dem ersten Integral folgt das daraus, daß stets f(x) =0 ist, bei dem zweiten 
daraus, daß g(x) konstant, also stets Ag(x;) =0 ist. 

Dagegen existiert 


1 
SI@) dgle) 


nicht: Wir zerlegen das Intervall [—1, 1]so in Teile, daß der Punkt 0 kein Teilpunkt ist, 
und bilden 


n—i 
co =2zN) dg(z;) . 
= 
Fällt der Punkt 0 in das Intervall [x;, 41], so daß also x; <0 <z;,.1 ist, so bleibt in der 
Summe o nur der k-te Summand stehen. Die übrigen. Summanden sind gleich 0, da 
Ag(z;) =gl&izı) -gl&;) =0 für v+k ist. Also ist 
o=fl&r) [gler+ı) gen] =iEn) - 


Je nachdem, ob &;=0 oder &; >0 ist, ergibt sich o =0 oder o =1, so daß kein Grenzwert 
existiert. | j 

Dieses Verhalten hängt damit zusammen, daß in z=0 sowohl f(x) als auch g(x) un- 
stetig sind (vgl. Nr. 584, Ergänzung 3 und 4). 


577. Partielle Integration. Für Stieltjessche Integrale gilt die Formel 
b b 
S tx) dg(&) = fR) ge) a S ale) Aflx) (9) 
a 4 


unter der Annahme, daß eines dieser Integrale existiert; die Existenz des anderen 
folgt dann daraus. Die Formel selbst heißt Formel für die partielle Integration. 


b 
Wir wollen sie nun beweisen. Das Integral f gdf möge existieren. Wir zerlegen das 


177 
Intervall [a, b] in Teilintervalle [z,, x;,,] @=0, 1, ..., n—1) und wählen in jedem 
einen Punkt £,, so daß also 
aeHyshEeyZsn. Eu_ ES, JENSEN E22, 41En End 
b 
gilt. Die Stieltjessche Summe o für ffdg, 
& 
n—i 
0 2 ME) lat; )-g)] 
EA 
läßt sich in der Form 


7) n—-i1 
= 2 Mi) le) 2 IE ge) 


n—i 
= {a(a) HEo)+ 2 00a) EINE D1- 00) Min) 
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darstellen. Addiert und subtrahiert man rechts den Ausdruck 


f(x) g(&) $=/(b) g(d)— f(a) g(e) , 
so erhält man 


=/(2) gt) 2 [te) ED -N@)14 2 gta MEINE] +06) U) NEn-D1} 

Der Ausdruck in der ir iraniee ist aber die Stieltjessche Summe für 
b 

das Integral [gdf, dessen Existenz vorausgesetzt war. Sie entspricht der Zerle- 


G 
gung von [a, b] durch die en 
azst,zsi,=2.=8_,=5;=..=$8,-1=b, 
wenn man in den Intervallen [E;_,, Pr (=1, ..,n—1) die Punkte x, und in den 


Intervallen [e, &,] bzw. [&,_,, 5] die Punkte a bzw. b wählt. Setzt man wie üblich 
A=max (x,;,,—x;), so wird die Länge der einzelnen Teilintervalle nicht größer als 
b 


24. Für A=0 strebt die Summe in der ra en Klammer gegen J gdf; daher 


existiert auch für « der Grenzwert, d.h. S fdg,. und dieses Integral wird durch (9) 
bestimmt. 

Als Folgerung unserer Überlegung ergibt sich die interessante Tatsache: Ist » 
g(z) in [a, b] bezüglich f(x) integrierbar, so auch f(x) in bezug auf g(x). 
Diese Bemerkung gestattet uns, den in Nr. 575 betrachteten Fällen der Exi- 
stenz des Stieltjesschen Integrals eine Reihe neuer Fälle hinzuzufügen, die sich durch 
Vertauschen von f und g ergeben. 


578. Zurückführung eines Stieltjesschen Integrals auf ein Riemannsches Integral. Es sei 
(x) in [a, b] stetig und g(x) dort echt monoton wachsend. (Die letzte Voraussetzung 
machen wir nur, um die nachstehenden Ausführungen etwas zu vereinfachen.) Dann 
läßt sich, wie H. LEBESGUEI!) gezeigt hat, das Stieltjessche Integral 


b 
(5) H (x) dg(&) 


= Hilfe u Substitution v=g(x) unmittelbar auf ein Riemannsches Integral zurück- 
führen. 


Abb. 29 zeigt die Kurve der Funktion v=g(x). Für alle Werte z=x’, in denen 9(%) 


1) HENRI LEBESGUE, 1875—1941, französischer Mathematiker. 
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BG 


einen Sprung macht (wir haben g(x) nicht als stetig vorausgesetzt), vervollständigen wir 
die Kurve durch die senkrechte Strecke, welche die Punkte (x’, g(&’ —0)) und (x’, g(x’ +0)) 
verbindet. So entsteht eine stetige Linie, die jedem Wert von v zwischen v9 =g(a) 
und V =g(b) einen wohlbestimmten Wert von x zwischen a und 5 zuordnet. Diese Funk- 
tion =g”1(v) ist offenbar stetig und (nicht notwendig echt) monoton wachsend; man 
kann sie als Umkehrfunktion von 9 =g(x) ansehen. 

Beschränkt man sich nämlich auf diejenigen Werte von v, die v=g(x) wirklich an- 
nimmt, wenn x von a bis b variiert, so ist <=g”!(v) die Umkehrfunktion im gewöhn- 
lichen Sinne, d. h., sie liefert genau diejenigen x-Werte, für welche g(x) =v ist. Aus einem 
v-Intervall [g(x’—0), 9(x’+0)], das einem Sprung von g(x) entspricht, hat nur ein 
Wert v=v’=g(x’) einen ihm entsprechenden Wert x=x’; anderen Werten von v aus 
diesem Intervall entsprechen offenbar keine xz-Werte. Wir ordnen ihnen nun denselben 
Wert x=x’ zu, was geometrisch gerade der Ergänzung der Kurve durch vertikale 
Strecken entspricht. 

Wir wollen nun zeigen, daß 


b v 
(9) SI) dg(z) =(R) SHg”*v)) do (10) 


gilt, wobei das Integral rechts im gewöhnlichen Sinne zu verstehen ist, da es auf Grund 
der Stetigkeit von g”!(v) und damit der zusammengesetzten Funktion /(g”!(v)) existiert. 
Mit Hilfe der Teilpunkte 


a=my <<. <<< <tn eb 


zerlegen wir [a, b] in Teilintervalle und bilden 


n—1 
0 = 2 Io) [Iglwizı) -g(&)] - 


Dabei wählen wir in [z;, x;,ı] der Einfachheit halber jeweils den Punkt x; aus. Setzen 
wir 9; =g(&;) (t=0,1, ..., n), so folgt 


®g <d%ı — <vy; <VUıi — se <VUn u V . 


Wegen 2; =g”"!(v;) Ist also 
n—1 | 
o= 2 Kae) Au (dvsus-d). 
= 


Dieser Ausdruck hat die Form einer Riemannschen Summe für das Integral 


v 
SHoa'w)) dv. 


Hieraus kann man jedoch noch nicht unmittelbar auf das Bestehen der Gleichung (10) 
schließen; denn selbst bei Az;>0 (40) braucht Av; nicht gegen 0 zu streben, so bei- 
spielsweise, wenn zwischen zwei beliebig benachbarten Punkten x; und z;,; ein Punkt 
x =x’ liegt, in dem g(x) einen Sprung hat. Daher müssen wir anders vorgehen. 


Es ıst 


v n-1üH n—1%+1 
S Ha!(w)) de 2 f Hg!(o)) dv und 2 S Kc)dv, 
J) ı=yW = ®i 


also 
V n—-1i +1 
o-Sto'wW)d=3 S Ha) -Mar'w))ldv. 
® i=0 v; 
Wir nehmen nun Az; so klein, daß die Schwankung von f(x) in allen Intervallen [x,, &;+1] 
kleiner als ein beliebig vorgegebenes e>0 ist. Da für ;=v=v;,, offenbar die Beziehung 
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0% 


' 
x;=g"\v) =r;,1 gilt, ist auch |f(x;) - f{g”"!(v))| <e. Dann ist aber 
V 
o- SHg-v)) dv |< (N v0). 
°o 


Damit ist 


v 
lim ao = f f{g”!(v)) dv 
i>0 vo 
bewiesen, und daraus folgt (10). 
Trotz seiner prinzipiellen Bedeutung liefert dieses Resultat kein praktisch anwendba- 
res Verfahren zur Berechnung Stieltjesscher Integrale. Wie dies zu geschehen hat, 
zeigt in einigen einfachen Fällen Nr. 579. 


\ 
579. Berechnung Stieltjesscher Integrale. Wir beweisen zunächst folgenden Satz. 
1°. Ist f(x) im Riemannschen Sinne in [a, b] integrierbar und g(x) in der Form 


9(x) ht o(t) dt 


darstellbar, wobei o(t) in La, b] absolut integrierbar vst, so 15h 
b b 
(8) S f@) dga)= (R) Sfr) Pla) de. (11) 
177 & 


Das Integral rechts existiert (Nr. 298, Nr. 482). Die Existenz des Stieltjesschen 
Integrals unter unseren Voraussetzungen war in Nr. 575, Satz III, bewiesen worden. 

Wir brauchen also nur noch die Gleichung (11) zu beweisen. 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man g(z) als positiv voraussetzen 
(vgl. S. 85). Wir bilden wie gewöhnlich die Stieltjessche Summe 


ni ii 


03 16 Inleı+)- —9(2,)]= 2 je )pla)de. 


Da andererseits 


n—-ı fi+Hi 


[Ie) )yl@)de= 2, S FR) Pla) de 


i=( T; 


ist, gilt 
b n—-1 fir 
o- He) otdr= 2 Sieden) dr 


Für 2,=x=x,,, gilt offenbar |f(&,)—/(x)|=o»,, wenn co, die Schwankung von f(x) 
in [x,, 2; ,] ist. Hieraus folgt für die obige Differenz die Abschätzung 


0-/ x) px) de | = =%o yi pl) dı= ZT o,dg(e,) . 


i=0 


Wir wissen aber aus Nr. 575, Satz Ir. daß für A>0 diese Summe gegen 0 strebt; 
also ist 


b 
lim o =/ (x) PTR 


womit (11) bewiesen ist. 


579. Berechnung Stieltjesscher Integrale 9 


Insbesondere folgt aus dem soeben bewiesenen Satz (unter Berücksichtigung der 
Bemerkung am Schluß von Nr. 575) die auch für die unmittelbare Anwendung in 
der Praxis nützliche Folgerung: 


2°, Unter derselben Voraussetzung über f(x) sei g(x) in ganz [a, b] stetig und habe 


dort, mit eventueller Ausnahme endlich vieler Punkte, eine in [a, b] absolut integrier- 
bare Ableitung g’(x) (vgl. die Bemerkung auf S. 85). Dann ist 


b b 
(8) [ Ha) dgle)=(R) S Fe) g’(e) dr. (12) 


Wir bemerken sogleich, daß sich das Integral auf der rechten Seite von (12) 
formal aus dem auf der linken Seite ergibt, wenn man dg(x) als Differential auf- 
faßt und durch g’(x) dx ersetzt. 

Wir wenden uns nun dem Fall zu, daß g(x) unstetig ist (der für die Praxis von be- 
sonderem Interesse ist); wir betrachten zunächst die Funktion 

0 für x=0, 
e\ =} fi eh 
eine „Standardfunktion“. Diese Funktion hat in x=0 eine Unstetigkeit erster 
Art, einen Sprung rechts, dessen Größe o(+0)-e(-—0) gleich 1 ist; in x=0 ist 
o(x) von links stetig und in allen übrigen Punkten ebenfalls stetig. Die Funktion 
e(x—c) hat denselben Sprung in x=c von rechts, eo(c—x) einen ähnlichen Sprung 
von links, und zwar den Sprung —1. 
Wir nehmen an, f(x) seiin x=c stetig, und berechnen 


b 
Ss) [ fx) do(x—.c), a=sc<b (fürc=b ist das Integral gleich 0). 
& 
Wir bilden die Stieltjessche Summe 


n—i 
0= ZfE) dee) 


Der Punkt c falle in das k-te Intervall, 2, E0<%yy,. Dann ist Ae(z,—c)=1, und für 
i+k hat man offenbar Ao(z;—c)=0. Somit besteht o nur aus einem einzigen Sum- 
manden:o=f(&,). Für 2—0 gilt aus Stetigkeitsgründen /(£,) > f(c). Also existiert für 
a=zc<b 


b 
8) S fx) do(@-e)=lim o=f(e). (13) 


Analog überzeugt man sich davon, daß für a<c=b 


b 
(S) [ Az) de(c-2)= — f(c) (14) 


ist (für c=a verschwindet das Integral). 

Nun sind wir in der-Lage, einen Satz zu beweisen, der allgemeiner ist als 2", 
da er auf die Stetigkeit von g(x) verzichtet: 

3°. In [a, b] ses f(x) stetig, g(z) habe dort mit eventueller Ausnahme endlich vieler 
Punkte eine absolut integrierbare Ableitung g (x). ‘Die. Funktion g(x) möge in den end- 
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lich vielen Punkten 
G=a4<tcy< v... <c,< “... <c„=b 


Unstetigkeiten erster Art haben. Dann existiert das Stieltjessche Integral, und zwar ist 
b b 
(S) S Max) dgl) = (RB) [ fx) ge) dr+ Ka) [le + 0) gla)] 
"64 & 


HI He) [gle+0)-0le- 0) 
+0) [9b)-96- 0). (15) 


Charakteristisch sind hier die Summen außerhalb des Integrals, in denen auch 
die einseitigen Sprünge von g(x) in a bzw. b vorkommen. (Liegt dort kein Sprung 
vor, so verschwindet der betreffende Summand.) Zur Abkürzung setzen wir 


%; =g(c, +0) — g(c,) (k=V0, l,.,m—]), 
,=gl,)-gle-0) (k=1,2,.,m); 
offenbar gilt für 1=ek=m-1 die Beziehung 
+ =gc,+0)—gle,—0). 
Wir bilden die Hilfsfunktion 


mi 17) 
= %, %olr—-c,)—- 2 azolı—r), 
k=0 k=i 


welche sozusagen sämtliche Sprünge von g(x) erfaßt, so daß die Differenz 9,(x) = 
=g(x)—g,(x), wie wir sogleich beweisen werden, stetig ist. 

Für diejenigen Werte von x, die von allen c, verschieden sind, steht die Stetigkeit 
von 95(x) außer Zweifel, da dort sowohl g(x) als g;(x) stetig sind. Wir beweisen nun 
die Stetigkeit von g,(x) inc, (k<m) von rechts. Alle Summanden von g;(z), mit Aus- 
nahme von a;o(x—c;), sind für x=c, von rechts stetig; daher braucht nur das Ver- 
halten von g(x)—-afo(r—c,) untersucht zu werden. Für x=c, hat dieser Ausdruck 
den Wert g(c,). Das ist aber auch sein Limes für rec, +0: 


: be we) el&-eJ)l=gle+0)-a; =gle). 
Analog zeigt man die Stetigkeit von g,(x) in c, (k>0) von links. 
Nimmt man ferner einen von allen c, verschiedenen Punkt x, in dem g(x) eine 


Ableitung hat, so ist in der Nähe dieses Punktes g,(x) konstant. Daher hat in die- 
sem Punkt 95(x) eine Ableitung, und es ist 


9(2)=g'(k). 


Für die stetige Funktion g,(x) existiert aber nach dem vorhergehenden Satz 
das |. Integral 


b 
5) S 2) dgz(&) = (R) Sfr) 95) dr= (R) fi) ge) de. 
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Ebenso berechnet man leicht (vgl. (13), (14)) 
b m—i b m b 
(SI AR) dgu) = 2% (S)SIe) det@- 0) 2 0; -(S) Sa) del, — x) 


m—i m y Ä 
= I aiflen + % lc) = f(a) [g(@+0)—g(a)} 


mi 
+ 2 Mon) [g(c. +0) — ge. 0)] + /b) [g(d)—-gld—0)]. 


Addiert man diese beiden Gleichungen, so erhält man (15). Die Existenz des 
Stieltjesschen Integrals von f(x) in bezug auf g(z)=g4(x) +92(x) ergibt sich nebenbei 
{Nr. 576, 3°). 


580. Beispiele. 
1. Man berechne nach (11) die Integrale 


(a) (8) (22 dln(1-+x), (b) (ST = dsin x, (c) (8) f& darcetanx. 
0 0 —i 


Lösung. 
2 2 
S 2 din (1 RB) [ ug de= (arzt =In 3 A 
{a) ( WE n(1+2)=( w re ı=\52 -t+In( +2))| =In usw. 
0 0 
b) =-1; (6) 0 
( ) DR ’ (c) ® 
2. Man berechne nach (15) 
3 0 für z=-1, 
(a) (S) fx dg(x) mit ve) =! 1 für -1<r<2, 
— —1 für 2=sr=s3; 
1 
| für 0=7<7, 
a. A 3 
y) Ö für grrnss e 
(b) (S) fa? dg(x) mit gie) = i 
0 2 für ae 


3 
| —3 für gr=2. 


Lösung. (a) Die Funktion g(x) hat den Sprung 1inz=—1 und den Sprung —2 in 
x =2; sonst ist g’(x) =0. Also ist 


(5) fe dg(@)=(-1) -1+2.(-2)=-5. 
1 


2 
das Resultat nicht); sonst ist g’(x) =0. Also ist 


: 1\2 3\2 17 
(s [ du =(5) 1+(5) 2er 
) 


3 3 
(b) Sprung 1 in 2-5, Sprung -2int=— (der Wert von g für = beeinflußt 
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3. Man berechne nach (15) 


2 2 2 
(a) fx dgle), (b) 2 x2 dgl), (6) Js (x2?+1) dg(x) 
—_) ee a 
mit 


2 für —1<r<0, 


[=+2 für -2=sıs-1, 
9(<) 
x22+3 für 0=zr=2, 


Lösung. g(x) hat den Sprung line =—-1undx=0; es ist 


1 für -2=sr<-1l, 
g(z) 1 0 für -1<xr<0, 
2x für O<r=s2. 


Daher ist 
1 


2 2 
| » 17 
IEZTOE | zde+2 [2242 +4(-1)-140-.1=5 5 
Br) 2 0 
analog ist 

s i 

2d Bi d 3+1)d 

—2 


—2 


4. Wir nehmen nun an, längs des Intervalls [a, b] der x-Achse sei Masse verteilt, 
und zwar sowohl in einzelnen Punkten punktförmig als auch stetig. Wir machen da- 
zwischen keinen Unterschied und bezeichnen für x >a mit D(x) die Summe aller in [a, x] 
verteilten Massen. Ferner sei D(a) =0. Offenbar ist Ö(x) eine monoton wachsende Funk- 
tion. Wir stellen uns die Aufgabe, das statische Moment dieser Massen in bezug auf den 
Ursprung zu ermitteln. 

Das Intervall [a, 5] teilen wir in Teilintervalle 


a=my <<. <i<til<. <a mb. 


In (&;, 2:;1) ist für >0 offenbar die Masse P(z;,1) - D(z;) =AD(x;) enthalten, in [a, x] 
die Masse G(x;) -D(z,) =AB(z,). Nehmen wir die Masse in allen Fällen z. B. im rechten 
Intervallende als punktförmig an, so erhalten wir für das gesuchte statische Moment den 
Näherungsausdruck 


n—i 
Mr 2 %0,140(«,). 
w=0 
Falls alle Ax; gegen 0 streben, erhalten wir in der Grenze 
db 
M=(8) fa dö(z). (16) 


Man könnte auch hier ebenso wie in Band II beim gewöhnlichen bestimmten Integral 
(Nr.’348) vorgehen und zunächst das „Element“ des statischen Momentes, dM =xdöÖ(e), 

bestimmen, das dem Stück von x bis x +d« entspricht, und dann alle diese Elemente 
„summieren“. 


Analog ergibt sich für das Trägheitsmoment I derselben Massen in bezug auf den Ur- 
sprung 


b 
T=-(8) ja dd(z) . (17) 


Es sei besonders darauf hingewiesen, daß das Stieltjessche I ntegral es ermöglicht, die 


verschiedenen Fälle stetig verteilter und punktförmiger Massen in einer einzigen I niegral- 
formel zusammenzujfassen. 
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Die stetig verteilten Massen mögen die lineare Dichte o(z) haben, außerdem seien in 

den Punkten x =c,, C9,..., c; die punktförmigen Massen m, Ms, ... , m; angebracht. 
Schließt man diese Punkte aus, so hat D(x) die Ableitung 


P(2) =). 


In jedem der Punkte x=c;(j=1,2,...,k) erleidet die Funktion einen Sprung, der 
genau gleich der in diesem Punkt angebrachten punktförmigen Masse m; ist. Zerlegt 
man jetzt (16) nach der Formel (15), so folgt 


b k 
M=(9) [2 40a) =(R) S2 ole) da+ 2 emy. 
a & I= 


Ein Blick auf die rechte Seite lehrt, daß der erste Summand das statische Moment der 
stetig verteilten Massen liefert, der zweite das der punktförmigen. Ein analoges Resultat 
erhält man auch für das Integral (17). 


5. Um das Vorhergehende besser verstehen zu können, möge der Leser 

(a) den Ausdruck Ö(x) bilden und seine Kurve zeichnen für folgende Massenbelegung: 
eine Masse 1in den Punkten x =1, 2, 3 und stetig verteilte Massen der Dichte 2 im Inter- 
vall [1, 3]. > 

(b) dasselbe für folgende Belegung durchführen: Masse 2 in z=2 und x =4, stetig 
verteilte Massen der Dichte 2r in [0, 5]; 

(c) die Massenbelegung berechnen, wenn ®(x) gleich der Funktion g(x) aus Beispiel 3 
ist. 


Lösung. (a) In [1, 3] gilt 
0 für z=1, 
Dix) — 2x—-1 für 1<r<2, 
=. für 2=0<3, 
7 für x=3. 


(b) In [0, 5] gilt 
x? für 0=27<2, 
(x) 1242 für 2=x0<4, 
x2+4 für 4=r=5. 


(c) Massen der Größe linz=—1 und x=0, in [-2, —1] stetig verteilte Massen der 
Dichte 1, in [0, 2] Massen der Dichte 2x. 

6. Wir betrachten ein anderes Problem, bei dem das Stieltjessche Integral dieselbe 
Rolle spielt wie in Beispiel 4. Wir nehmen an, daß auf einen auf zwei!) Stützen liegenden 
Balken (Abb. 30) neben stetig verteilten Lasten auch Einzelkräfte wirken. Die x-Achse 


Abb. 30 


seilängs der Balkenachse, die y-Achse vertikal nach unten gerichtet. Wir machen keinen 
Unterschied zwischen den verschiedenen Kräften und bezeichnen für >0 mit F(x) die 
Summe aller im Intervall [0, x] angreifenden Kräfte, einschließlich der Stützkräfte; 
ferner sei F(0) =0. Die Kraft F(x) nennt man Querschnitiskraft im Querschnitt x. Dabei 
rechnen wir die nach unten wirkenden Kräfte positiv, die nach oben wirkenden negativ. 

Wir wollen das sogenannte Biegemomeni M in einem beliebigen Querschnitt z=£ 
des Balkens berechnen. Darunter versteht man die Summe der Momente aller Kräfte, 


1) Diese Voraussetzung machen wir nur der Einfachheit halber. 
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die auf den rechten. (bzw. linken) Teil des Balkens in bezug auf diesen Querschnitt 
wirken. Dabei rechnen wir das Moment, wenn es sich um den rechten Teil handelt, 
positiv, wenn es diesen Teil im Uhrzeigersinne dreht (für den linken Teil in entgegen- 
gesetzter Richtung). Da auf das Element (x, x +dx] beispielsweise des rechten Teils des 
Balkens die Kraft F(x+dx) -F(x)=dF(x) wirkt, welche das Elementarmoment 
dM =(x -£) dF(x) erzeugt, folgt durch Summation 


I 
M=MO=8)S@-H dr). 


Analog würde man für den linken Teil des Balkens (wo die positive Richtung eine 
andere ist) 


| € 
M(6) = (£-x) dF(z) (18) 


erhalten. 
Man sieht aber leicht, daß beide Ausdrücke in Wirklichkeit identisch sind. Ihre 
Gleichheit ist der Bedingung ' 


I 
fx dFlx) -EF(l)=0 
0 
gleichwertig, die ihrerseits eine Folge der Gleichgewichtsbedingung 
I 
F(l\=0, fzdF(x) =0 
0 


ist, welche zum Ausdruck bringt, daß die Summe aller auf den Balken wirkenden Kräfte 
‚ und die Summe der Momente aller Kräfte in bezug auf den Ursprung gleich 0 ist. 
Bezeichnet man die Intensität der stetig verteilten Belastung mit q(x), so ist außerhalb 
der Punkte, in denen Einzelkräfte wirken, 


dF 
an =q@). 


Die Einzelkräfte F,(j=1,2,...,k) mögen in den Punkten & =r; angreifen. Dann hat 
offenbar die Querkraft in diesen Punkten einen Sprung der Größe F,. Ferner erhalten 
wir durch Anwendung von Formel (15) auf das Integral (18) 


£ 
M($) = (6-2) q(z) de + 2 1 -2;)F;. 


In den beiden Summanden auf der rechten Seite erkennt man leicht die von den stetigen 
Belastungen und von den Einzelkräften erzeugten Momente: Das Stieltjessche Integral 
lvefert sie in einer einzigen Integralbeziehung. 

Wir weisen noch auf eine Tatsache hin, die für die Festigkeitslehre interessant ist. 
Integrieren wir (18) partiell, so folgt 


£ ; & | 
ME) = S(E-2) AFIa)=(& ==) Pia) | - FFle) d(& 2) = fFle) dx. 
i 0 


Hieraus ergibt sich, daß bis auf die Angriffspunkte der Einzelkräfte überall 


dM 
To 


ist. 
7. Ein Balken der Länge 1=3 trage eine „dreieckige“ Last der Intensität - x (Abb. 


31); außerdem greife im Punkt x=1 die Einzelkraft 3 an, die Stützkräfte seien beide 
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Abb. 31 


gleich —3 (sie ergeben sich nach dem Hebelgesetz). Man bestimme die Querkraft F(x) 
und das Biegemoment M(£). 


Lösung. 
0 für z=0, 
1 1 
3 0-3 für 0<r<i1, 5973 für 0=£s1l, 
F(x) = 1 M(&) = 1 
z» für 1=27<3, 99-3 für 1<£=s3. 
0 für x7=3; 


8. Formel (15) kann auch zur Berechnung gewöhnlicher (Riemannscher) Integrale 
nützlich sein. Wir zeigen das an folgendem allgemeinen Beispiel. Es sei g(x) im Intervall 
[a, b] eine „stückweise Polynomfunktion“, d. h., das Intervall läßt sich durch 


a = <<... —<£&, =D 


in endlich viele Teilintervalle zerlegen derart, daß o(x) in jedem Teilintervall ein Poly- 
nom höchstens n-ten Grades ist. Wir ersetzen die Werte von p(x) und aller Ableitungen 
in a und b durch O und bezeichnen mit 6 j=0, 1,.., k; w=0,1,..,n) die Größe des 
Sprunges der i-ten Ableitung g®%(x) im j-ten Punkt x=£;. Ferner sei f(x) irgendeine 
stetige Funktion. Wir setzen 


Fa) =Sie) de 
und allgemein . 

Fix) =f[F,-ı(e) de (s>1). 
Dann gilt 


(Ka) plz) de = — Ze ? + Zr46) on ut Gas 9 Lite rule) Du . 
Wir finden nämlich sukzessive 
(R) 11a) y(z) de =(8) 5 Plz) APR) =ple) Fl) |a - (8) fr ı(2) dyle).. 
Der erste Summand rechts verschwindet, und es ist 
[Tı@) dpa) =2 Pula) 87" He Pe) de; 
analog gilt 
Sika) ta) dr = 2 Pe) SP — [Frla) 0°) dr 


USW. 
7 Fichtenholz III 
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9. Wir wollen zum Schluß mit Hilfe von Formel (11) noch eine nützliche Verallgemeis- 
nerung der Formel für die partielle Integration gewöhnlicher Integrale herleiten. Es seien 
ulx) und v(x) zweiin [a, b] absolut integrierbare Funktionen und U(x) und V(x) definiert 
durch . 


Ulx) =U(a) + Fulı) di, V(z)=V(a)-+ Folı) di; 
dann gilt 
[ Ula) v(z) de=Ule) Ve) 1 _ Va) ur) de. (19) 


Zum Beweis ersetzen wir nach (11) das Integral links durch ein Stieltjessches Integral 
und integrieren partiell (Nr. 577): 


[Ule) v2) de = Ola) AV(z)=Ule) V(x) l% _ [V(e) dU(z) . 


Nun braucht man nur noch einmal (11) auf das letzte Integral anzuwenden, um (19) zu 
erhalten. - 

Hier spielen u(z) und v(z) sozusagen die Rolle der Ableitungen von U(z) bzw. V(x), 
ohne daß sie es im allgemeinen sein müßten. Sind u(x) und v(x) stetig, so kommen wir 
auf die gewöhnliche Formel der partiellen Integration; denn dann ist tatsächlich 


U’(&2) =ulx), V’(x)=v(x). 


581. Geometrische Veranschaulichung des Stieltjesschen Integrals. Wir betrachten das 
Integral 


b 
BU () dg(t) , (20) 


wobei wir f{t) als'stetig und positiv und g(f) nur als echt monoton wachsend voraus- 
setzen; g(t) kann also Sprünge haben. 
Das System der Parametergleichungen 


z=gl), Yy=il) (21) 
beschreibt eine Kurve (K), die im allgemeinen unstetig ist (Abb. 32). Erleidet für t=ty 
die Funktion g(t) einen Sprung, so daß also g (tu—0) <g(ty-+0) ist, so entspricht diesen 
Grenzwerten von x=g(t) ein und derselbe Grenzwert von y=f{t), der gleich /(t,) ist. 


Wir ergänzen (K) durch alle horizontalen Strecken, die die Punktepaare 
(gio—-0), /lto)) und (g(io+0), /(o)) 


verbinden, die allen Sprüngen von g(t) entsprechen (vgl. Abb. 32). So entsteht eine 
stetige Kurve (Z). Wir zeigen nun, daß (20) genau der Flächeninhalt der Figur unterhalb 
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dieser Kurve ist, d.h. der Inhalt des Flächenstücks, das von (L), der x-Achse und den 
beiden Randordinaten, die g(a) und g(b) entsprechen, begrenzt wird. 
Zu diesem Zweck zerlegen wir [a, b] durch 


a =iy<t, = ... <t;<t,,ı — oo... <L, —b 


in Teilintervalle und dementsprechend das Intervall [g(a), g(d)] durch die Punkte 


ga) <a) <...<glti) <gltirı) <..-<g(b). 
Sind m; bzw. M, Minimum bzw. Maximum von ft) in [t;, t;,ı],. so sind 


s= Z m;Agft;), S= 2 M ‚Agft;) 
i i 


die untere bzw. die obere Stieltjes-Darbouxsche Summe. Man sieht leicht, daß sie die 
Flächeninhalte von einbeschriebenen bzw. umbeschriebenen Polygonen sind, zwischen 
denen die betrachtete Figur liegt. Da für At,—0 beide Summen gegen den gemeinsamen 
Grenzwert (20) streben, folgt hieraus nach Nr. 336, daß die obige Figur einen Flächen- 
inhalt hat und dieser genau gleich dem Integral (20) ist. 


582. Der Mittelwertsatz. Abschätzungen. 


1°. Es sei f(x) in [a,b] beschränkt, m=f{x)=M, und g(x) monoton wachsend. 
Erxistiert das Stieltjessche Integral I von f(x) in bezug auf g(x), so gilt 


Tas 


b 
I=(8) S /&) dg(@&)=u [g(b)—-gla)] mit m=zu=M. (22) 


Das ist der Mütelwertsatz für Stieltjessche Integrale. 
Zum Beweis gehen wir von den trivialen Ungleichungen für o aus: 


m [g(b)—-gla)]zo=M [g(b)—gle)]- 
In der Grenze erhalten wir 
m [g(d)— gla)]=/=H [glb)—-gie)] (23) 


oder 


I 
s-———=M. 
 g(6) —g(e) 
(Dabei nahmen wir g(b)>g(a) an; der Fallg(a)=g(b), d. h. g(x) = const ist uninteres- 
: I 
sant; dann sind beide Seiten von (22) gleich 0.) Mit u=———— ist das genau die 
g(b) —g(a) 

Behauptung. | 

Ist f(x) in [a, b] stetig, so kann man sich mit den üblichen Mitteln davon über- 
zeugen, daß „u der Wert der Funktion in einem Zwischenwert ist. Dann geht (22) 
über in 


(S) fa) dg@)= FE) Igd)gla)] mit ass=b. (24) 


2°. Praktisch der wichtigste Fall bei Stieltjesschen Integralen ist der, daß /(x) 
stetig und g(x) von endlicher Schwankung ist. Dann gilt 


Se) äge) | ur (25) 
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mit 
b 
em — h 
M= max, fa), V g(z) 


Für die Stieltjessche Summe o ist nämlich 
lol=| 3 /&) Age] I NE)! Idga)IsM I Ina) - ga) MV, 
so daß man nur noch zur Grenze überzugehen hat, um die geforderte Ungleichung 
zu erhalten. 
3°. Hieraus folgt insbesondere auch eine Abschätzung für die Güte der Approxi- 
mation des Stieltjesschen Integrals Z durch die Summe o (unter den früheren Vor- 
aussetzungen für f und g). Wir stellen o und / in der Gestalt 


%i+1 "ir 
ori) Akd=2Z S IME)dek), I=2 S Ha) dgl) 


ı % 


dar. Durch Subtraktion erhalten wir 


T;+1 
0-1=3 f ME)-I@)]dg@). 


Bezeichnet man mit o,, wie gewöhnlich, die Schwankung von f(x) in [z,, x; ,,], so 
daß also 
K)-Mal=zo, für ,=sr=r,,, 
"+1 
ist, so folgt durch Anwendung von (25) auf jedes Integral f einzeln die Beziehung 


= 


Ti+1 2 


c+1 
f ED-Holdge) | zo; V ol). 


ı 


Zerlegt man [a, 5] in so kleine Teilintervalle, daß alle w;,<e sind, wobei e>0) vor- 
gegeben ist, so folgt | 


b 
o-Il=s Vgl). (26) 


Diese Abschätzungen benutzen wir in Nr. 583, 


583. Grenzübergang unter dem Integralzeichen beim Stieltjesschen Integral. 

1”. Die Funktionen f,(x) (n=1, 2,3, ...) mögen in [a, b] sletig sein und für n-»- 
gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion f(x) streben (die nach Nr. 436 offenbar stetig 
ist), und g(x) sei eine Funktion endlicher Schwankung. Dann gilt 


) b 
lim Sn) dg(z)=J fa) dgle) . 


Beweis. Zu gegebenem &>0 existiert ein N derart, daß fürn>N für alle x 


Inka) Fe)l<e 
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gilt. Dann ist nach (25) fürn>N 


— 
—— 


b b b b 
Ste) dgl) SIR) da) |=| SI) Fa)] dgle) |=E V gie) , 


womit die Behauptung bewiesen ist, da e beliebig war. 


2°. Nun sei f(x) in [a, b] stetig, und alle a,(x) (n=1, 2, 3, ...) seien dort von end- 
licher Schwankung. Sind die Totalvariationen dieser Funktionen gleichmäßig be- 
schränkt, 


b 
\V Gu(&) —_ V (n = 1; 2. 3; s“) y 
Ad 


und strebt g,(x) für n> » gegen eine Grenzfunktion g(x), so gilt 


b b 
lim fe) dg,()= Me) dgle) . 
a @ 
Beweis. Zunächst überzeugen wir uns davon, daß auch die Grenzfunktion 
g(z) von endlicher Schwankung ist. Wir zerlegen [a, b] durch Teilpunkte 
a=ey<zy< <i;<rt << =D 


beliekig in Teilintervalle. Dann ist für jedes n 


b 
im MR EV ma) V. 


i 
Durch Grenzübergang für n— erhalten wir 
2 ls )-u)l=P; 
% 


also auch 


b 
Vok)=V. 
147 
Wir bilden die Stieltjesschen Summen 
iz 2, Ka;) Agle;); m 2 I(z;) Ag.) - 


Nimmt man an, [a, b} sei dabei in so kleine Teilintervalle zerlegt, daß die Schwan- 
kung von f(x) in jedem Teilintervall kleiner als ein beliebig vorgegebenes e>0 
ist, so gilt für jedes n auf Grund von (26) 
b 
o— S[f(x)dgle)|=zeV. (27) 
u 


7 
se’y, 


b 
anf f(x) dg„(®) 


Hält man andererseits die unter diesen Bedingungen gewählte: Zerlegung fest, 
so gilt für n— « offenbar o,—o, so daß es also ein N gibt derart, daß fürn> N 


lo„—0l<e (28) 


gilt. Für dieselben n gilt dann nach (27) und (28) 
b b b 

SI d„-Sfdg San — On 

a d 17 


woraus, da e beliebig war, die Behauptung folgt. 


= 


b 
+lo„—col + 0—[fdg|<@V4 I)e, 
d 
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584. Beispiele und Ergänzungen. 


1. Setzt man g(x) als streng monoton wachsend voraus, so kann man über den in (24) vor- 
kommenden Wert & die schärfere Behauptung a <&<b beweisen. 

Sind nämlich m und M der kleinste bzw. der größte Wert von f(x) in [a,5] und ist 
m<_M (für m=M ist f(x) konstant und der Wert kann beliebig angenommen werden), 
so läßt sich leicht ein Teilintervall [«, 5] finden, in dem die Grenzen von f(x) Zahlen 
m’ >m bzw. M’<=M sind, so daß also (vgl. (23)) 


B = 
m [g(P) -gla)] <m’ [glP) -glae)]=(S)f =M’ [e(P) -sla)] <M [g(P) -g(le)] 


gilt. Schreibt man für [a, «] und [f, b] die Ungleichungen (23) auf und addiert sie zu den 
obigen, so folgt nach (23) die schärfere Ungleichung 


m [g(b) -g(a)] </<M [g(b) —g(a)] , 


so daß die Zahl er = (a) echt zwischen m und M liegt (d.h., die Beziehung 
m<u<M gilt); dann läßt sich aber ein & echt zwischen a und b (also a<£-b) finden 
derart, daß u=f(£) ist, usw. 

2. Unter Benutzung von (11) aus Nr. 579, der Formel für die partielle Integration 
und des Mittelwertsatzes für Stieltjessche Integrale (Nr. 577; Nr. 582, 1°) findet man 
leicht wiederum den zweiten Müttelwertsatz für gewöhnliche Integrale (Nr. 306). 

Es sei also f(x) im Riemannschen Sinne integrierbar und g(x) in [a, 5] monoton wach- 
send (der Fall eines monoton fallenden g(x) läßt sich leicht darauf zurückführen). Ferner 
sei 


F(x) = De dr (azr=b). 


Diese Funktion ist bekanntlich stetig (Nr. 305, 11°). 
Dann ergibt sich sukzessive 


b b D 
Sie) ge) de = Sgle) APR) =gle) Filz) [af Fe) dgle) 


=g(b) F(b) - F(£) [g(b) —g(a)] 
=g(a) F(E) +g(6) LF(b) - F(£)] 


8 b 
= ala) SI) dx +g(b) ie) de (a=s!=b), 


was zu beweisen war. | 
Ist g(&) echt monoton wachsend, so kann 'man auf Grund von Satz 1 sogar a<&<b 
beweisen. 
‚3. Man beweise: Ist. in ©=c eine der Funktionen f oder g stetig und zugleich die andere 
“ . c 
in der Umgebung dieses Punktes beschränkt, so folgt aus der Existenz der I ntegrale (S) f und 
& 


b b 
(S) [die Existenz von (8) f (vgl. Nr. 576, 5°). 
C 


7 
Zu diesem Zweck bemerken wir, daß sich die Stieltjessche Summe o, wenn bei ihrer 
Bildung der Punkt c Teilpunkt ist, aus zwei analogen Summen für die Teilintervalle 
[a, c] und [c, b] additiv zusammensetzt; für A=max Ax;—>0 strebt o gegen die Summe 


s c b 
der Integrale ffdg und ff dg. 
14 


C 
Jetzt sei c kein Teilpunkt. Nehmen wir c als solchen hinzu, so geht o in eine neue 
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Summe ö über, von der wir schon wissen, daß sie für A—0 den erwähnten Grenzwert hat. 
Somit genügt es zu beweisen, daß die Differenz o —ö für A>0 gegen 0 strebt. 

Der Punkt c falle in das Intervall [x;, xz,ı]. Dann unterscheidet sich 5 von o nur 
dadurch, daß an Stelle von f(£&;) [g(&z+ 1) -g(xz)] die beiden Summanden 


KE) Isle) -gl&r)] + ME”) Iglzerı) -gle)] 


stehen, wobei &’ und &" inxz,=!’=c bzw. c=f”=x;,, beliebig gewählt sind. Setzt man 
hierin der Einfachheit halber &=&”"=c, so reduziert sich dieser Ausdruck wieder. auf 
Ke) Ig(&r+1) -g(@r)), so daß 


o-5=[f(&) -Heo)]lg&erı) -glzr)] (29) 


ist. Für A>0 wird der eine der Faktoren rechts beliebig klein, während der andere be- 
schränkt bleibt. Also gilt o —5—0, was zu beweisen war. 


4. Sind f(x) und g(x) beide in demselben Punkt z=c(a=c=b) unstetig, so existiert das 
ae Integral 


5 fx) dg(x) (30) 


nicht. 


Zum Beweis unterscheiden wir zwei Fälle. Zunächst sei a<c<b und g(c—-0)= 
#+g(c+0). Dann werden wir bei der Bildung der Stieltjesschen Summe den Punkt c 
nicht als Teilpunkt nehmen; es sei etwa x;,<c<zz;,ı. Wir wählen einmal &.=*c, ein 
andermal &.=c und bilden die beiden Summen o und 5, deren Differenz ein Ausdruck 
der Form (29) ist. Lassen wir die Teilpunkte aneinander rücken, so folgt 


K%r+1) ar) >gle +0) —-gle—-0)=0. 


Außerdem kann man £; so wählen, daß auch der Absolutbetrag der Differenz f(&;) — fc) 
größer als eine vorgegebene positive Zahl bleibt. Dann strebt ao —7 nicht gegen (0, so 
daß das Integral nicht existieren kann. 

Ist aber g(c—-0)=g(c +0), sind aber beide Werte von g(c) verschieden (nicht hebbare 
Unstetigkeit; hierauf reduziert sich auch der Fall, daß c=a und g(@a+0)=+g(a) oder 
c=b und g(b—-0) =+g(b) ist), so nehmen wir c als Teilpunkt; es sei c=2;. Hat f(x) etwa 
in x=c eine Unstetigkeit von rechts, so bilden wir wie vorhin die Summen o und 5, die 
sich nur in der Wahl von £; unterscheiden. Für o wählen wir &, zwischen x; =c und 
X +7, für 5 nehmen wir &, =c. Wieder erhalten wir (29) und schließen wie vorhin weiter. 

Die Beispiele 3 und 4 erläutern die bemerkenswerte Tatsache, von der am Schluß 
von Nr. 576 die Rede war. 


5. Nun sei Hz) in (a, b] stetig, g(x) dort ‚von endlicher Schwankung. Mit Hilfe von (25) 
beweisen wir die Stetigkeit von 


Y&)=S 10) dg(t) 
c 
bezüglich der oberen Grenze in jedem Stetigkeitspunks x, von g(x). 
Das folgt sofort aus der -—. 


%rdz 
E "rag| = max f(x) Y g9(2) , 


a=zı=b 


zo +42) - Io) =|- 


wenn man beachtet, daß auch die Totalvarlation V g(x) in x, stetig sein muß (vgl. 
Nr. 571, 9°). 

6. Ist ?5 die Klasse der in [a, b] stetigen Funktionen und ® die Klasse der Funktionen, 
die dort von endlicher Schwankung sind, so ist bekanntlich jede Funktion der einen 
Klasse bezüglich jeder Funktion der anderen Klasse integrierbar. 
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Wir zeigen, daß keine dieser Klassen erweitert werden kann, ohne daß diese Eigenschaft 
verloren geht. Das ist nach Beispiel 4 für % fast trivial. Ist nämlich /(xz) in x, unstetig, 
so ist f(x) in bezug auf die Funktion o(x —x,), die von endlicher Schwankung (vgl. Nr. 
579) und in x, ebenfalls unstetig ist, sicher nicht integrierbar. 

Nun habe g(x) in [a,b] eine unendliche Totalvariation; wir konstruieren dazu eine 
stetige Funktion f(x), für die (30) nicht existiert. Wir halbieren [a, 5]; in mindestens 
einer Hälfte hat g(x) unendliche Totalvariation; diese Hälfte halbieren wir ebenfalls, 
usw. Nach dieser Methode läßt sich ein Punkt c bestimmen, in. dessen Umgebung g(x) 
nicht von endlicher Schwankung ist. Der Einfachheit halber sei c=b. Dann läßt sich 
leicht eine Folge wachsend gegen b strebender Werte x =a, finden, 


Üg=a<adı <<. <(4d,n —Anyp er <b, a,>b, 


derart, daß 


2 Iolar,.) -9(ai) 


divergiert. Zu dieser Reihe läßt sich eine Folge positiver gegen 0 strebender Zahlen /; 
(=1, 2, ...) finden derart, daß auch 


af Isla) -g(a;)| (31) 
= 
divergiert (vgl. Nr. 375, Ergänzungen 4 und 7). Jetzt definieren wir f(x) durch 


Ka) =fsgn dar) Ha) G=0,1,2,.),  b)=0, 
während in (a;, a;,,) die Funktion f(x) linear sei: 
/(a:+1) - (ai) 


—-1qa; w=0, 1,2, ..). 
a, ea) ( ) 


I) =/a;) + 
Dabei ist sgn z= +1, 0 oder —1, je nachdem, ob z>0, =0 oder <P0 ist; stets ist 
zsgnz=|z2]|. 


Offenbar ist f(x) stetig. Da aber (31) divergiert, gilt fürn auch 
n—1 n—1 
= 2 Ka)lglaiıı) -g(a)] = hate: )-ga)l>e; 
= = 


so daß das Integral über fin bezug auf g nicht existiert. 

Dieser Satz läßt sich auch folgendermaßen formulieren: Existiert das Stieltjessche 
Integral (30) für gegebenes f bei jedem g aus ©, so muß f zu % gehören. Existiert (30) für ge- 
gebenes g in bezug auf jedes f aus 5, so gehört g zu ©. 

7. Im ersten Satz über den Grenzübergang unter dem (Stieltjesschen) Integralzeichen 
(Nr. 583, 1°) verlangten wir die gleichmäßige Konvergenz der Folge {f„(z)} gegen f(x). 
Man kann diese Bedingung durch die schwächere ersetzen, daß diese Funktionen gleich- 
mäßig beschränkt sind: 


IY.(z)| =M (M =const; asx=b; n=1, 2,3, ...). 


(Nur muß man dann die Stetigkeit der Grenzfunktion f(x) voraussetzen!) 
Zum Beweis genügt es, den Fall zu betrachten, daß g(x) echt wächst (vgl. die Bemer- 


kung in Nr. 570). Dann kann man aber die in Nr. 578, Formel (10), hergeleiteten Trans- 
formationen 


b vv’. 
Do In(&) dg(«) =(R)/f In(gi(v)) dv, 


b V 
(5) J I&) dg(&) =(R) Sf(g”!(o)) dv 
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benutzen und für diese Riemannschen Integrale den Satz von ArZELA (Nr. 526) be- 
nutzen. 


8. Zum Schluß erwähnen wir eine andere Betrachtungsweise des Stieltjesschen Inte- 
grals, die mit dem Begriff der additiven Intervallfunktion zusammenhängt (vgl. Nr. 
348). 

Jedem Teilintervall [«, $] von [a, 5b] sei eine Zahl G([«, B]) zugeordnet, und zwar so, 
daß bei einer Zerlegung von [«, ß] durch einen Punkt y in [«, y] und [y, 8] auch 


G([«, P]) =G([a, y)) + @(; P)) 


gilt. Dann ist G([«, BJ) eine additive Funktion des veränderlichen Intervalls [«, ß]. Wir 
nehmen an, außer G sei auf [a, b] eine Punktfunktion f(x) definiert. Wie üblich zerlegen 
wir [a, 5b] durch 


a=rng <<... <In-(<In =D 
in Teilintervalle [x,, 2;,,] (?=0, 1, 2,...,.n —1), wählen in jedem Teilintervall einen 


Punkt €, und bilden die Summe 


n—1 
o= BAT, G(l&i, 2i4)) - (32) 


Der Grenzwert dieser Summe für A =max (z;,| —-2;) >0 ist ein Stieltjessches Integral, 
das man naturgemäß auf Grund seiner Konstruktion mit 


b 
S IK) G(dx) (33) 
177 
bezeichnet. Definiert man eine zweite Punktfunktion g(x) durch 
g(z) =Glla,x]) für x>a, gla)=0, 
so ist in allen Fällen, da @ addıtıv ist, 


G(l«, P)) =I(P) - ge) ; (34) 


so daß (32) in eine gewöhnliche Stieltjessche Summe 


n—1 
o= 2 Ne) Ile) -9(%;)] 


und der Grenzwert (33) in das gewöhnliche Stieltjessche Integral 


b 
(8) H Kz) dg(®) 


übergeht. 
Umgekehrt kann man, wenn dieses Integral existiert, durch (34) eine (offenbar 


additive) Intervallfunktion definieren und das Stieltjessche Integral in ein Integral (33) 
umformen. 


585. Zurückführung eines Kurvenintegrals zweiter Art aufein Stieltjessches Integral. 
Nachdem der Leser den Stieltjesschen Integralbegriff kennengelernt hat, ist es 
nützlich, sich wieder der Untersuchung des Kurvenintegrals zweiter Art zuzu- 


wenden (vgl. Nr. 546): 
Sta,y)dx (bzw. S fa, y)dy). (35) 
(AB) (AB) 
Wir stellen uns vor, die Kurve (A.B) sei in Parameterform gegeben, 


= ol), y=yll); 
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dabei entspreche dem Durchlaufungssinn von A nach Bein Variieren von i von « 
bis ß; es sei etwa a<. Dann entsprechen die Punkte A, (@=0,1, ..., n), die auf der 
Kurve zur Bildung der Integralsummen zu wählen sind, wachsenden i-Werten, 


Wer<t<..<i;<chr,<.<i,=ß; 


TE 


und die auf den Bögen A,4,;,, gewählten Punkte M,, Werten !=1r,1,=7,=t,;,, 
(=0,1,..,n—1). Eine Integralsumme für das erste Integral erhält dann die 
Gestalt 


= 2 Holz), v(r,)) Aplt) 


Man sieht unmittelbar, daß das eine Stieltjessche Summe ist, so daß ein Kurven- 
integral zweiter Art nach Definition ein Spezialfall eines Stieltjesschen Integrals 
ist: 


ß 
S fa, y) de=(S) S feld), yi)) del). 
(AB) & 


Analog ist auch. 


ß 
JS I, vo) dy=(S) [ Hplt), ve) dp) . 
(AB) a 


Hieraus erhält man leicht sehr allgemeine Bedingungen für die Existenz des 
Kurvenintegrals (35): #s genügt, f(x, y) als stetig und p(t) (bziw. y(t)) als Funktion 
von endlicher Schwankung vorauszuseizen (Nr. 575, I). Ist insbesondere die Kurve 
(4.B) rektifizierbar (vgl. Nr. 572) und sind die Funktionen P(x,y) und Q(x, y) 
stetig, so existiert 


ß | r | 
ah (Pdz+Qdy)=f P(pit), yi)) dpl)+SQlgt), vi) dyle). 


Berücksichtigt man das in Nr. 579 über die Berechnung Stieltjesscher Integrale 
Gesagte (insbesondere 2°), so kann man wieder die Formeln (4), (5) und (6) aus 
Nr. 547 erhalten, diesmal sogar unter allgemeineren Voraussetzungen. 

Ferner kann man das Ergebnis der Nr. 551 jetzt leicht verallgemeinern. Der 
Flächeninhalt einer von einer stetigen rektifizierbaren Kurve begrenzten Figur 
wird durch eine der Formeln (9), (10) oder (11) aus Nr. 551 gegeben. Dabei braucht 
nichts in den Überlegungen geändert zu werden, denn das Lemma aus Nr. 550 
(und die Bemerkung dazu) läßt sich ohne weiteres auf rektifizierbare Kurven ver- 
allgemeinern; vgl. auch Nr. 572. j 

Schließlich überträgt sich auch die ganze Theorie der Unabhängigkeit eines Kur- 
venintegrals vom Weg ($ 3) unmittelbar auf Integrale über rektifizierbare Kurven. 


AVi. Flächenintegrale 


81. Definition und einfachste Eigenschaften von Flächenintegralen 


586. Das Volumen eines zylindrischen Körpers. So wie uns die Frage nach dem 

Flächeninhalt eines krummlinigen Trapezes zum Begriff des einfachen bestimmten 

Integrals geführt hat (Nr. 294), wird uns die analoge Frage nach dem Volumen eines 

zylindrischen Körpers zu einem neuen Begriff führen, dem Begriff des (bestimmten) 

Flächenintegrals (auch zweidimensionales Integral oder Gebietsintegral genannt). 
Wir betrachten einen Körper (7), der oben von der Fläche 


=! 9); (1) 
seitlich von einer Zylinderfläche mit Erzeugenden parallel zur z-Achse und schließ- 
lich unten von einer ebenen Figur (P) in der x, y-Ebene begrenzt wird (Abb. 33). 
Es soll das Volumen Y des Körpers bestimmt werden.!) 


en 


OD 
N si Abb. 33 


Zur Lösung dieser Aufgabe verfahren wir so, wie es in der Integralrechnung 
üblich ist: Wir zerlegen die gesuchte Größe in Elemente, berechnen jedes Element 
näherungsweise, summieren und führen anschließend einen Grenzübergang durch. 
Zu diesem Zweck zerlegen wir den Bereich (P) durch ein Netz von Kurven ın 
Teile (P,), ..., (P,) und betrachten die Menge der zylindrischen Säulen, die diese 
Teilbereiche als Grundflächen haben und die in ihrer Gesamtheit den gegebenen 
Körper bilden. 


1) Setzt man die Funktion f(x, y) als stetig und den ebenen Bereich als quadrierbar vor- 
aus, so folgt die Existenz des Volumens im vorliegenden Fall leicht aus Überlegungen 
von Nr. 341 und 337. 
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Zur Berechnung des Volumens der einzelnen Säulen wählen wir in jeder Figur (P,) 
willkürlich jeweils einen Punkt (£,, n;). Wenn wir jede Säule näherungsweise als 
Zylinder mit der Höhe /(£,, n,) auffassen, so ist das Volumen einer einzelnen Säule 
näherungsweise gleich /(£,, n,) P,, wenn man mit P, den Inhalt der Figur (P,) be- 
zeichnet. Daher wird das Volumen des ganzen Körpers näherungsweise durch 


Verten)P; 
il 


ausgedrückt. 

Um die Güte dieser Approximation zu erhöhen, werden wir die Abmessungen der 
Flächenstücke (P,) verkleinern, indem wir deren Anzahl vergrößern. Wenn der 
größte der Durchmesser aller Gebiete (P,) gegen 0 strebt, so erhält man, falls der 
Grenzübergang möglich ist, 


V=lm 3 f&,n)P:i- (2) 
i=1 


Damit ist das gestellte Problem gelöst. 
Einen Grenzwert dieser Form nennt man das Flächenintegral der Funktion 
f(x, y) über den Bereich (P); man bezeichnet es mit dem Symbol 


Ste y)dP, 
(P) 
so daß die Formel (2) für das Volumen die Gestalt 
V=/f ie, y)dP 2) 
(P) 


annimmt.!) 

Also ist das Flächenintegral eine direkte Verallgemeinerung des Begriffs des 
einfachen bestimmten Integrals auf den Fall einer Funktion von zwei Veränderli- 
chen. Es spielt ebenfalls bei der Bestimmung verschiedener geometrischer und 
physikalischer Größen eine wichtige Rolle. 


587. Zurückführung des Flächenintegrals auf ein Doppelintegral. Wir werden das 
Flächenintegral weiterhin geometrisch als Volumen eines zylindrischen Körpers 
behandeln und werden hier Hinweise darauf geben, wie man es durch Zurückfüh- 
rung auf ein zweifaches Integral (Doppelintegral, iteriertes Integral) berechnen 
kann. 

Im zweiten Band haben wir uns bereits mit dem Problem der Berechnung des 
Volumens eines Körpers (V) mit Hilfe seiner Querschnitte befaßt (Nr. 342). Wir er- 
innern an die diesbezügliche Formel. Der Körper werde von den Ebenen =a und 
x=b begrenzt (Abb. 34). Wir nehmen an, daß der der Abszisse x (a=sx=b) ent- 
sprechende Schnitt des Körpers senkrecht zur x-Achse den Inhalt Q(x) hat. Dann 
wird das Volumen des Körpers, falls es existiert, durch die Formel 


b 
V=f[Q(«) de (3) 
ausgedrückt. 


1) Es ist leicht, diese Formel in strenger Form herzuleiten; vgl. die Bemerkung in 
Nr. 590. 


587. Zurückführung des Flächenintegrals auf ein Doppelintegral 109 


Abb. 34 


Wir wenden nun diese Formel zur Berechnung des Volumens des zylindrischen 
‚Körpers an, von dem in Nr. 586 die Rede war. Wir beginnen mit dem einfachen 
Fall, daß die Grundfläche des Körpers das Rechteck [a, b;c,d] ist (Abb. 35). 


Der Schnitt des Körpers mit der Ebene x=x, (a=x,=b) ist ein krummliniges 
"Trapez «ßyö. Um den Flächeninhalt dieser Figur zu finden, projizieren wir sie auf 
die y, z-Ebene; wir erhalten ein zu ihr kongruentes Trapez «,P}yıd, (da die Projek- 
tion ohne Verzerrungen vor sich geht). Daher ist 


Q(x,) = Inh. aßyö= Inh. aßpıyıdı - 
‚Nun lautet die Gleichung der Kurve yjö, in der y, z-Ebene aber offenbar 


2= (to, 9) (=y=a). 
Benutzen wir die bekannte Darstellung des Inhalts eines krummlinigen Tra- 
-pezes als bestiinmtes Integral, so erhalten wir, falls /(x,, 4) integrierbar ist, 


d 
Azo)=S Mo y) dy. 


Da sich unsere ‘Überlegung auf einen beliebigen Schnitt bezieht, gilt allgemein 
für a=sxr=b die Beziehung!) 


d 
Ar)= fie, y) dy- 


:4) Diese Funktion von x ist unter unseren Voraussetzungen über f(x, %) überdies stetig 
(Nr. 506), und dashatten wir auch bei der Herleitung der Formel (3) vorausgesetzt. 
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Setzen wir diesen Wert in die Formel (3) ein, so erhalten wir 


b d 
V=fdx Sf, y)d 


Nun wird aber das Volumen Y auch durch den Ausdruck (2) angegeben, folglich 
gilt 
{ 


b d 
le DaP=Sdz [He Div, (a) 


d. h., das EEE ist auf ein zweifaches (ein „iteriertes“) zurückgeführt. 

Ein entsprechendes Ergebnis kann man auch für den allgemeineren Fall erhal- 
ten, daß der Bereich (P) in der x, y-Ebene ein krummliniges Trapez ist, das von 
den beiden Kurven 


y=yla), y=Yla) (a=x=b) 
und den beiden Ordinaten z=a und x=b begrenzt wird (Abb. 36). Der Unterschied 
im Vergleich zu dem bisher betrachteten Fall besteht in folgendem: Früher durch- 
lief y für jedes feste <=x, ein und dasselbe Intervall [c, @], während jetzt dieses 
Intervall [y,(&0), Y(xo)] noch von x, abhängt, so daß 
Y (20) 


Axo)= S Mo y) dy 


Yo(To) 


y-Y(x) Ä 


0 Abb. 36 
Q X ‚uXx 
wird. Wir erhalten schließlich 
V= Sie, y)dP= fdx fi fe, y) dy 1) (d} 


a Yo?) 
Nachdem wir den Leser auf geometrischem Wege mit dem Begriff des Flächen- 
integrals und seiner Berechnung bekannt gemacht haben, kommen wir nun zu einer 
allgemeineren Darlegung des Problems vom rein analytischen Standpunkt aus. 


588. Definition des Flächenintegrals. Wir werden auch hier die Geometrie oder 
zumindest die Sprache der Geometrie (Nr. 160 bis 163) nicht entbehren können. 
So werden wir von einem „zweidimensionalen Bereich“ (P) reden, in dem die be- 
trachtete Funktion von zwei Veränderlichen definiert ist, mit Hilfe von „Kurven“ 
werden wir diesen in „Teilbereiche“ zerlegen, wir werden die „Flächeninhalte“ 


.4) Auch hier ist das innere Integral eine stetige Funktion von & (vgl. Nr. 509). 
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dieser „Bereiche“ benutzen usw. In Wirklichkeit handelt es sich um „Bereiche“ und 
„Kurven“ aus dem arithmetischen zweidimensionalen Raum, ihre „Punkte“ sind 
Zahlenpaare. gewöhnlich ersetzt man jedoch der Bequemlichkeit halber diese „Ge- 
bilde“ durch die ihnen entsprechenden echten geometrischen Gebilde, ohne zwi- 
schen ihnen irgendeinen Unterschied zu machen. Insbesondere versteht man unter 
dem „Inhalt eines Bereichs“ des zweidimensionalen arithmetischen Raums immer 
den Inhalt des entsprechenden geometrisches Bereichs. 

Wir erinnern uns, daß ein Bereich genau dann quadrierbar ist, wenn seine Rand- 
kurve den Inhalt O hat (Nr. 337).. Eine große Klasse solcher Kurven bilden die 
glatten Kurven und die Kurven, die aus endlich vielen glatten Stücken bestehen 
(die sogenannten stückweise glatten Kurven).t) Wir werden von nun an voraussetzen, 
daß der Rand des Bereichs (P) und die Kurven, mit deren Hilfe wir (P) in Teile zer- 
legen, den Inhalt O haben (daß sie beispielsweise zu der angegebenen Klasse gehören); 
dadurch wird die Existenz aller von uns benötigten Inhalte gesichert. 

Wir kehren nun zum Begriff des Flächenintegrals zurück, der faktisch schon 
in Nr. 586 eingeführt wurde, und definieren ihn allgemein und ausführlich. 

Es sei im Bereich (P) eine Funktion /(r, y) definiert.2) Wir zerlegen (P) durch ein 
Netz von Kurven in endlich viele Bereiche (P,), (P3), ..., (P„), deren Inhalte 
P, Pa ..., P„ sind. Obwohl es am einfachsten ist, sich diese Teilbereiche zusam- 
menhängend vorzustellen, ist es zur Erleichterung der weiteren Darlegungen zweck- 
mäßig, zuzulassen, daß sie auch nichtzusammenhängend sein können. Wir wählen 
in dem i-ten Teilbereich (,) willkürlich einen Punkt (£,, n,), multiplizieren den Funk- 
tionswert f(£,, n,;) in diesem Punkt mit dem Inhalt P, des entsprechenden Bereichs 
und addieren alle diese Produkte. Die so erhaltene Summe 


=D fe n)P; 


nennen wir eine Integralsumme der Funktion f(x, y) im Bereich (P). 

Wir bezeichnen den größten Durchmesser?) der Teilbereiche (P,) mit 2. 

Falls der Grenzwert‘) I der Integralsumme o für A>O existiert und endlich ist, 
nennt man ihn das Flächenintegral der Funktion f(x, y) über den Bereich (P) und be- 
zeichnet es mit . 

I=fff&,y)dP. 
(P) | 

Eine Funktion, die ein Integral besitzt, nennt man integrierbar oder integrabel. 
Im Fall /=1 stellt I offenbar den Inhalt P von (P) dar. 


589. Existenzbedingungen für das Flächenintegral. Eine integrierbare Funktion 
muß notwendigerweise beschränkt sein. Andernfalls könnte man nämlich bei jeder 


1) Man darf sogar die Existenz endlich vieler singulärer Punkte zulassen, ohne daß die 
angegebene Eigenschaft verletzt wird. | 

2) Wir machen über diese Funktion jetzt keinerlei Stetigkeitsvoraussetzungen. 

3) Wir erinnern daran, daß man die obere Grenze der Abstände je zweier beliebiger 
Punkte einer Punktmenge einen Durchmesser dieser Menge nennt. Im Fall eines ebe- 
nen abgeschlossenen Bereichs, der von einer stetigen Kurve begrenzt wird, ist der 
Durchmesser einfach die längste Sehne; vgl. Nr. 174. | 

4) Der Leser wird den genauen Sinn dieses neuen „Grenzwerts“ leicht selbst feststellen. 
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vorgegebenen Zerlegung des Bereichs (P) durch geeignete Wahl der Punkte (£,, n,) 
die Integralsumme beliebig groß machen. 

Wenn wir also Bedingungen für die Integrierbarkeit einer gegebenen Funktion 
f(x, y) aufstellen wollen, können wir diese daher von vornherein als beschränkt 


voraussetzen: 
mzflc,yJ=M. 


Es ist hier genau wie im Fall einer Funktion einer Veränderlichen zweckmäßig, 
die sogenannten unteren und oberen Darbouxschen Summen einzuführen: 


NR N 
s= 2, m;,P,; S=Z2M;P;.- 
1 i=1 
Dabei bezeichnen m, und M, die untere bzw. obere Grenze der Werte der Funktion 
f(x, y) im Bereich (P,). 
Bei einer vorgegebenen Zerlegung des Bereichs (P) gelten unabhängig von der 
Wahl der Punkte (£,, n,) die Ungleichungen 


szso=ssß. 


Nun kann man aber durch geeignete Wahl dieser Punkte die Werte /(£,, n,) den 
Werten m, (bzw. M,) beliebig annähern und damit die Summe o der Summe s 
(bzw. S) beliebig annähern. Also sind die obere bzw. die untere Darbouxsche Summe 
die obere bzw. untere Grenze der Integralsummen, die derselben Zerlegung des Be- 
reichs entsprechen. 

Wie im linearen Fall kann man folgende Eigenschaften der Darbouxschen Sum- 
men beweisen: | 

1. Bei weiterer Zerlegung der Teilbereiche (P;) durch Hinzufügen neuer Teil- 
kurven zu den alten wird die untere Darbouxsche Summe nicht kleiner, die obere 
Darbouxsche Summe nicht größer. 


2. Keine untere Darbouxsche Summe übersteigt eine obere Darbouxsche Summe, 
auch wenn beide zu verschiedenen Zerlegungen des Bereichs (P) gehören. > 


Der Beweis wird wie früher geführt (vgl. Nr. 296); nur muß man in den Fällen, 
in denen dort von Teilpunkten die Rede ist, hier von Teilkurven sprechen. 

Es gibt jedoch einen Punkt, auf den wir den Leser aufmerksam machen wollen. 
Im linearen Fall ist klar, daß jeder neue Teilpunkt eins der alten Intervalle in zwei 
teilt; ferner ist der Durchschnitt zweier Intervalle wieder ein Intervall. Im ebenen 
Fall wird die Lage dadurch erschwert, daß sich zwei Kurven in mehreren (sogar 
in unendlich vielen) Punkten schneiden können. Daher kann ein zusammenhängen- 
der Teilbereich durch eine neue Kurve auch in nichtzusammenhängende Teile zer- 
legt werden; ebenso kann der Durchschnitt zweier zusammenhängender Bereiche 
ein nichtzusammenhängender Bereich sein. Deswegen haben wir von vornherein 
aus unseren Betrachtungen Zerlegungen des Grundbereichs in nichtzusammen- 
hängende Teile nicht ausgeschlossen. 

Weiter definiert man den Begriff des unteren und des oberen Darbouzxschen 
Integrals: 


I„=sup {s}, I*=inf {$}, 
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und es zeigt sich dabei, daß 


s=I,„=I*=S 
ist. | 
Schließlich ergibt sich durch wörtliche Wiederholung des Beweises für den 
linearen Fall (Nr. 297) auch hier der. 


Satz. Für die Existenz des Flächenintegrals ist notwendig und hinreichend, daß 
lim (S—-s)=0 


ist, oder in anderen Bezeichnungen, daß 


N 
lim I o;P;=0 (6) 
>00 


ist, wobei w, die Schwankung M ,— m;,der Funktion f(z, y) auf dem Teilbereich (P,) ist. 


590. Klassen integrierbarer Funktionen. Mit Hilfe des oben aufgestellten Integrier- 
barkeitskriteriums kann man leicht beweisen: 


I. Jede in einem Bereich (P) stetige Funktion f(x, y) ist dort integrierbar. 

Ist nämlich die Funktion fin dem (abgeschlossenen) Bereich (P) stetig, so ent- 
spricht infolge der gleichmäßigen Stetigkeit jedem e>0 ein solches ö>0, daß in je- 
dem Teil des Bereichs (P), dessen Durchmesser kleiner als ö ist, die Schwankung 
der Funktion kleiner als e wird. Es sei nun der Bereich (P) in Teile (P,) zerlegt, 
deren Durchmesser sämtlich kleiner als ö sind. Dann sind alle Schwankungen o, 
kleiner als e, und es gilt 


B2 w,P,;<e 2 P;=eP. 


Daraus folgt, daß die Bedingung (6) erfüllt ist. Damit ist die Integrierbarkeit 
der Funktion bewiesen. | | 

Bemerkung. Jetzt kann man die Formel (2*) für das Volumen eines zylindri- 
schen Körpers bereits völlig exakt herleiten. Das geschieht ganz genau so wie bei 
der Herleitung der Integralformel für den Inhalt eines krummlinigen Trapezes 
(Nr. 335ff.) unter Heranziehung einbeschriebener und umbeschriebener Körper, 
deren Volumina durch Darbouxsche Summen ausgedrückt werden. 


Um die Klasse der Funktionen, deren Integrierbarkeit nachgewiesen ist, etwas 
zu erweitern, benötigen wir das folgende Lemma. 


Lemma. In dem Bereich (P) sei irgendeine Kurve (L) vom Flächeninhalt O ge- 
geben. Dann entspricht jedem e>D.ein 6>0 mit folgender Eigenschaft: Wird der Be- 
reich (P) in Teile zerlegt, deren Durchmesser kleiner als ö sind, so ist die Summe der: 
Inhalte derjenigen Teile, die mit der Kurve (L) Punkte gemeinsam haben, kleiner als e. 

Nach Voraussetzung kann man die Kurve (L) in ein Polygon (Q) einschließen, 
dessen Inhalt kleiner als e ist. Das kann man so tun, daß die Kurve (Z) und der 
Rand (K) dieses Polygons durchschnittsfremd sind. Dann nimmt der Abstand zwi- 
schen den veränderlichen Punkten beider Kurven seinen kleinsten Wert 6,>0 an.t) 


1) Vgl. Band II, Nr. 336, Fußnote. 
8 Fichtenholz III 
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Wir zerlegen nun den Bereich (P) willkürlich in Teile, deren Durchmesser kleiner 
als ö, sind. Diejenigen von ihnen, die mit (L) Punkte gemeinsam haben, liegen not- 
wendigerweise ganz in (Q); folglich ist ihr Gesamtinhalt kleiner als e. 


II. Wenn eine beschränkte Funktion f(x, y) höchstens auf endlich vielen Kurven 
vom Inhalt O unstetig ist, so ist sie integrierbar. 

Wir geben eine beliebige Zahl e>0 vor. Nach Voraussetzung lassen sich alle 
„Unstetigkeitskurven“ der Funktion f(x, y) in ein Polygon (9) mit einem Inhalt <e 
einschließen. In Abb. 37 ist dieses Polygon schraffiert. Sein Rand besteht aus 
endlich vielen Polygonzügen (L), die offenbar selbst den Inhalt 0 haben. 


2 
A 
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Abb. 37 


In dem abgeschlossenen Bereich, den man aus (P) dadurch erhält, daß man das 
Innere des Bereichs (0) herausnimmt, ist die Funktion f(x, y) durchweg stetig, folg- 
lich auch gleichmäßig stetig. Daher existiert zu dem vorgegebenen e eine Zahl ö,>0 
derart, daß die Schwankung von f(x, y) in jedem Teil dieses Bereichs, dessen Durch- 
messer kleiner als ö, ist, kleiner als e wird. | 

Nun kann man auf Grund des Lemmas ein solches ö,>0 finden, daß Folgendes 
gilt: Wird der Bereich (P) durch willkürlich gewählte Kurven in Teile zerlegt, 
deren Durchmesser kleiner als ö, sind, so wird die Summe der Inhalte derjenigen 
Teile, die mit dem Polygonzug (L) des Randes des herausgenommenen Polygons (9), 
Punkte gemein haben, sicher kleiner als e. " 

Es sei ö das Minimum der beiden Zahlen ö, und ö,. Wir zerlegen den Bereich (P) 
in Teile (P,), (P>), --., (P,„), deren Durchmesser kleiner als ö sind, und betrachten 
die entsprechende Summe 2, w,P,. Wir zerlegen sie in zwei Summen, 

° 


2 0,P;r+ 52 Vu; z 
g’ jr 


wobei der Index :’ denjenigen Bereichen (P,) entsprechen soll, die ganz außerhalb 
des herausgenommenen Bereichs (Q) liegen, während der Index ;” allen übrigen 
‚Bereichen entspricht. Wir schätzen jede dieser Summen einzeln ab. 

Da alle (P,,) in dem Bereich liegen, den man aus (P) durch Herausnehmen von 
(9) erhält, und da ihre Durchmesser <6=, sind, sind alle o, kleiner als e, so daß 


»2 Wu Pur<e > P;<= eP 
v y 


wird. 
Wenn wir die Schwankung der Funktion f(x, y) im ganzen Bereich (P) mit 2 be- 
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zeichen, so erhalten wir andererseits (weil &,=2 ist) 

2 wu Pu=Q Ba Pr . 

q’! z’’ 
Hierbei ist % P,, die Summe der Inhalte derjenigen der Bereiche (P,), die ent- 
weder ganz in dem herausgenommenen Bereich (0) liegen oder mit dem Rand (Z) 
dieses Bereichs Punkte gemein haben. Der Gesamtinhalt der ersten ist kleiner als e, 
denn es ist Q<e; dasselbe gilt für den Gesamtinhalt der zweiten, denn der Bereich 
ist in Teile zerlegt, deren Durchmesser kleiner als ö=ö, sind. Daher ist 5) P,.<2e, 
also 

»2 Wu Pr <20e . 

q’’ 


Endgültig ergibt sich für A< 
2% w,P;<=(P+20)e. 
i 


Da die rechte Seite dieser Ungleiehung mit e beliebig klein wird, ist die Bedingung 
(6) erfüllt. 


591. Untere und obere Integrale als Grenzwerte. Auch im zweidimensionalen Fall gilt der 


Satz von DARBOUx. Für jede in (P) beschränkte Funktion f(x, y) gelten die Grenz- 
wertbeziehungen 


I„=lim s, I*=lim S 
0 


i>0 
(vgl. Nr. 301). 

Wir skizzieren den Beweis (etwa für die Obersummen), da er sich in einem Punkt 
wesentlich von den Überlegungen unterscheidet, die im linearen Fall durchgeführt 
wurden. 

Genau wie dort zerlegen wir zunächst zu vorgegebenem € >0 den Bereich (P) mit Hilfe 
eines Netzes von Kurven derart in Teile, daß für die entsprechende Summe 8’ die Be- 
ziehung 

S’<I*+ . 
gilt. Das soeben erwähnte Kurvennetz, das wir mit (L) bezeichnen, hat den Flächen- 
inhalt 0. Dann existiert nach dem Lemma aus Nr. 590 ein solches ö>0, daß für jede 
Zerlegung des Bereichs (P) in Teilbereiche (P;) mit Durchmessern <ö die Summe der 
Inhalte derjenigen Teile, die wenigstens mit einer der Kurven von (L) Punkte gemein 


haben, kleiner als 7, wird, wobei 2 die Gesamtschwankung der Funktion fin (P) ist. 


Wir bezeichnen mit S eine Summe, die einer willkürlichen solchen Zerlegung ent- 
spricht, und vergleichen sie mit der Summe ‚$”, die man erhält, wenn man zu den vor- 
handenen Teilkurven das ganze Netz (L) hinzunimmt. Auf Grund der ersten Eigenschaft 
der Darbouxschen Summen (Nr. 589) ist S”=,$’, so daß um so mehr 


Ss” <I* +5 


gilt. Die Summen S und 8” unterscheiden sich jedoch nur um jene Summanden, die 

Teilen (P,;) entsprechen, die mit dem Netz (L) Punkte gemein haben. Da die Summe der 
€ 

Flächeninhalte dieser Teile kleiner als 30 ist, stellt man leicht fest, daß 


gr 
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ist. Schließlich ergibt sich 
I*=S<I*+e, 
womit der Beweis abgeschlossen ist. 
Das Integrierbarkeitskriterium reduziert sich nun auf die Gleichheit 
I; =/* s 
Mit ihrer Hilfe kann man wie im linearen Fall beweisen, daß eine Funktion integrierbar 
ist, wenn bei vorgegebenem e>0 wenigstens ein Paar von Darbouxschen Summen die 
Ungleichung 
S—-8<eE 


erfüllt. 
592. Eigenschalten von integrierbaren Funktionen und von Flächenintegralen. 


1°. Wenn man die Werte einer in (P) iniegrierbaren Funktion fix, y) längs vr- 
gendeiner Kurve (L) vom Inhalt O in beliebiger Weise abändert (jedoch so, daß die ab- 
geänderte Funktion beschränkt bleibt), so ist die erhaltene Funktion ebenfalls in (P) 
integrierbar, und ihr Integral ist gleich dem Integral von f(x, Y). 

Zum Beweis hat man die Integralsummen für die abgeänderte und die ursprüng- 
liche Funktion zu vergleichen. Sie können sich nur in Summanden unterscheiden, 
die Bereichen (P,) entsprechen, die mit der Kurve (Z) Punkte gemein haben. Nun 
strebt aber für A-O nach dem Lemma aus Nr. 590 der Gesamtinhalt dieser Bereiche 
gegen 0, und daraus kann man leicht schließen, daß beide Integralsummen gegen 
den gleichen Grenzwert streben. 

Also hängen die Existenz und der Wert eines Flächenintegrals nicht von den Werten 
ab, die der Integrand längs endlich vieler Kurven vom Inhalt O annimmt. 

2°, Wird der Definitionsbereich (P) der Funktion f(x, y) von der Kurve (L) (vom 
Inhalt 0) in zwei Bereiche (P') und (P”) zerlegt, so folgt aus der Integrierbarkeit der 
Funktion f(x, y) im ganzen Bereich (P) ihre Integrierbarkeit in den Teilbereichen (P') 
und (P”), und umgekehrt folgt aus der Integrierbarkeit der Funktion in den beiden Be- 
reichen (P’) und (P”) die Integrierbarkeit in dem Bereich (P). Dabei gilt 


5 f(x, 9) ar=fl f(&, y) ar fs,y)dP. (*) 


Wir a die Bereiche (P’) und (P”) in beliebiger Weise in Teile; dadurch wird 
auch (P) in Teile (P,), (Pa), ..., (P„) zerlegt. Bezeichnen wir mit dem Index ?’ 
die in (P’) enthaltenen Teile und mit dem Index ö” die in (P”) enthaltenen Teile, 
so gilt- 


>> o;P,;= 2 OP 207 + I onPar . 


Die Funktion f(x, y) sei in (P) integrierbar, so daß die Summe links für A—0 ge- 
gen 0 strebt; dann strebt jede der Summen rechts erst recht gegen 0, d. h., unsere 
Funktion ist auch in (P’) und (P”) einzeln integrierbar. 

Streben umgekehrt die beiden rechten Summen für A--0 gegen 0, so strebt auch 
die linke Summe gegen 0. Wir müssen jedoch beachten, daß sie nicht für eine be- 
liebige Zerlegung des Bereichs (P) gebildet worden ist: Wir sind ja von einer Zer- 
legung der einzelnen Bereiche (P’) und (P”) ausgegangen. 


} 
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Um von einer beliebigen Zerlegung des Bereichs (P) zu einer Zerlegung dieser 
speziellen Form zu kommen, genügt es, zu den Teilkurven die Kurve (Z) hinzuzu- 
fügen. Die ihnen entsprechenden Summen unterscheiden sich nur durch Summan- 
den, die zu den Teilbereichen gehören, die mit der Kurve (L) Punkte gemein haben. 
Nun strebt aber für 3-0 nach dem Lemma aus Nr. 590 deren Gesamtinhalt gegen 0, 
die beiden Summen unterscheiden sich also um einen beliebig kleinen Wert. Daher 
ist die Bedingung (6) in voller Allgemeinheit erfüllt, und die Funktion f(x, y) istin 
(P) integrierbar. 

Die zu beweisende Formel (*) ergibt sich schließlich durch den Grenzübergang 
A-0 aus der Gleichung 


Ze» nm) Pi= Ale» m) Pr+ Allen ne) Por. 
In analoger Weise, also durch Betrachtung von Integralsummen und durch 
Grenzübergang, ergeben sich auch die folgenden drei Eigenschaften: 
3°. Multipliziert man eine in (P) integrierbare Funktion f(x, y) mit einer Kon- 
stanten k, so ist die entstehende Funktion ebenfalls integrierbar, und es gilt 


Ska, y)daP=kfffa,y)dP. 
BD (P) 


4°. Sind die Funktionen f(x, y) und g(x,y) im Bereich (P) integrierbar, so ist 
auch die Funktion f(x, y) t9(x, y) integrierbar, und es gilt 


SU Ws, WIAaP=ff If, )dP+ffew,y)dP. 
(P) (P) (P) 


5°. Wenn für die in (P) integrierbaren Funktionen f(x, y) und g(x, y) die Unglei- 
chung f(x, y)=zg(x, y) erfüllt est, so gilt 


Ste y)aP=sffow,y)dP. 
(P) (P) 


Ferner gilt: | 
6°. Ist f(x, y) integrierbar, so ist auch |f(x, y)| integrierbar, und es gilt die Unglei- 
chung 
If to, )aP|=Sf fa, y)ldaP. (+) 
(P) (P) 


Die Integrierbarkeit der Funktion |f] folgt aus der einfachen Bemerkung, daß die 
Schwankung ö,; dieser Funktion in jedem Bereich (P;) die entsprechende Schwan- 
kung w, der Funktion f nicht übersteigt. Es gilt daher 


Zu P;=2ZwP;> 
und die Konvergenz der zweiten Summe gegen 0 zieht die Konvergenz der ersten 


Summe gegen 0 nach sich. | 
Die zu beweisende Ungleichung (**) ergibt sich durch Grenzübergang aus der 


Ungleichung 
fe, m) Pl= 2 Me, ml P:- 
7°. Genügt eine in (P) integrierbare Funktion f(x, y) der Ungleichung 
m=zfa,y=M, 
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so gilt 
mP=/[[fx,yJdP=MP. (7) 
P 
Das ergibt sich durch Grenzübergang aus der trivialen Ungleichung 
mP= f&,n) P=MP. 
‚Wir dividieren die Ungleichung (7) durch P: 
SS Ka, y) d? 
(P) 
r 
Wenn wir den Quotienten mit u bezeichnen, so erhalten wir die folgende andere 
Schreibweise der Ungleichung (7): 


Hall „J)daP=uP (mzu=M). (8) 


=M. 


m= 


Diese Beziehung ist der sogenannte erste Mitielwertsatz für Flächenintegrale. 

Wir setzen nun speziell voraus, die Funktion f(x, y) sei in (P) stetig. Als Schran- 
ken m und M wählen wir den kleinsten und den größten Funktionswert im abge- 
schlossenen Bereich (P); nach dem Satz von WEIERSTRASS (Nr. 173) existieren 
diese. Dann muß die Funktion /(z, y), die die Werte m und M annimmt, nach dem 
bekannten Satz von BoLzano-CAucHY (Nr. 171) jeden Zwischenwert annehmen. 
Also gibt es im Bereich (P) immer einen Punkt (z, %), für den u=f(z, 9) ist. 

Die Formel (8) erhält dann die Gestalt 


Sta y9dP=/@n)-P. (9) 
(P) 


Das ist eine viel verwendete Form des Mittelwertsatzes. 
Ebenso läßt sich auch der verallgemeinerte Mittelwertsatz (Nr. 304, 10°) leicht 
auf den vorliegenden Fall übertragen; wir überlassen das dem Leser. 


893. Das Integral als additive Funktion des Bereichs; Differentiation nach dem Be- 
reich.!) Wir betrachten einen (abgeschlossenen) ebenen Bereich (P) und gewisse in 
(P) enthaltene (abgeschlossene) Teilbereiche (p). Wir wollen alle Bereiche als 
quadrierbar voraussetzen (je nach den Umständen können sie auch anderen Ein- 
schränkungen unterliegen). Wird jedem Teil (p) des Bereichs (P) irgendeine bestimmte 
Zahl 


®=G((p)) 
zugeordnet, so wird dadurch eine „Funktion des Bereichs (p)“ für die angegebenen (p) 
definiert. Beispiele solcher Bereichs- oder Gebietsfunktionen sind der Inhalt eines 
Gebiets, die Masse bei einer stetigen Belegung eines Gebiets, die statischen Mo- 
mente dieser Masse, eine stetige Belastung oder überhaupt eine auf ein Gebiet 
wirkende Kraft usw. | 
Gilt für jede Zerlegung 


(2)=(p’)+(P”) 
1) Von jetzt an benutzen wir „Bereich“ und „Gebiet“ als synonyme Termini, dem üb- 


lichen Sprachgebrauch folgend, ohne Rücksicht darauf, daß ein Gebiet ein spezieller, 
nämlich ein offener einfach zusammenhängender Bereich ist. — Anm. d. Red. 
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des Gebiets (p) in einander nicht überlappende Teile 


D((p))=D((p'))+9((p”)); 


so nennt man die Gebietsfunktion ©((p)) additiv. Alle oben als Beispiele angeführ- 
ten Funktionen besitzen diese Eigenschaft. Additive Gebietsfunktionen sind be- 
sonders wichtig, da sie häufig bei der Untersuchung von Naturerscheinungen auf- 
treten. 

In einem quadrierbaren Bereich (P) sei eine integrierbare Punktfunktion f{M) = 
=f(x,y) gegeben; dann ist diese auch in jedem quadrierbaren Teilbereich (p) 
von (P) integrierbar, also ist das Integral 


D((p)) N fix, y) dP (10) 
p 


ebenfalls eine Funktion des Bereichs (p). Auf Grund der Ausführungen von Nr. 592, 
2°, ist sie offenbar additiv. 

Wir kommen nun zur Differentiation einer Funktion ®((p)) nach dem Gebiet. 
Es sei M ein fester Punkt des Gebiets (P) und (p) ein beliebiges Teilgebiet, das 
diesen Punkt enthält. Strebt der Quotient 


D((p)) 
p 
(p ist der Inhalt des Gebiets (p)) gegen einen bestimmten endlichen Grenzwert 
/=f(M), wenn man den Durchmesser des Gebiets (p) unbegrenzt verringert, 
so nennt man diesen Grenzwert die Ableitung von Ö((p)) nach dem Gebiet im Punkt M. 
Ist D((p)) beispielsweise die Masse, die stetig über die ebene Figur (p) verteilt ist, 
so ist {{M) nichts anderes als die Massendichte im Punkt M; bezeichnet G((p)) eine 
auf die Figur (p) wirkende Kraft, so drückt f{M) die Kraftdichte im Punkt M aus, 
usw. 

Besonderes Interesse hat für uns der Fall, daß eine Gebietsfunktion durch ein 
Integral der Form (10) ausgedrückt wird, dessen Integrand f(x, y) eine im Gebiet (P) 
stetige Funktion ist. Wir werden zeigen, daB die Ableitung des Integrals nach dem 
Gebiet im Punkt M gerade gleich dem Integranden in diesem Punkt ist, d.h. 


KM)=f®y). 
Wählt man nämlich ein Gebiet (p) wie in der Definition der Ableitung, so gilt nach 
dem Mittelwertsatz (siehe (9)) 


KB) N pP; 
wobei (£, 7) ein bestimmter Punkt von (p) ist. Strebt der Durchmesser des Gebiets 
(p) gegen 0, so kommt der Punkt (z, 7) dem Punkt (x, y) beliebig nahe, und infolge 
der Stetigkeit gilt 


® un 
Er pl, > Y) > 
was zu beweisen war. | 
Also ist das Flächenintegral (10) über ein veränderliches Gebiet in gewissem 
Sinne eine „Stammfunktion“ für die unter dem Integral stehende Punktfunktion: 


Es ist eine Gebietsfunktion, die, nach dem Gebiet abgeleitet, gerade diese Punkt- 
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funktion ergibt. Es erhebt sich natürlich die Frage, ob überhaupt die „Stammfunk- 
tion“ durch ihre Ableitung eindeutig bestimmt wird. 

In dieser Hinsicht kann man folgenden Satz beweisen: Zwei additive Gebiets- 
Junktionen P,((p)) und B,((p)), die in allen Punkten des zugrunde liegenden Gebiets (P) 
ein und dieselbe Ableitung nach dem Gebiet haben, sind identisch. 

Betrachtet man die Differenz S((p)) = d,((p))— d;((p)), so reduziert sich das Pro- 
blem auf den Beweis der Tatsache, daß eine additive Gebietsfunktion D®((p)), deren 
Ableitung in allen Punkten von (P) gleich O ist, selbst identisch verschwindet. 

Nach Definition der Ableitung kann man für jeden Punkt M von (P) und zu 
jedem e>0 eine solche Umgebung finden, daß für jedes Teilgebiet (p) dieser Um- 
gebung, die den Punkt M enthält, die Beziehung 
&((p)) | 
————— ie 

p 


gilt. Durch Anwendung des Borelschen Überdeckungssatzes (Nr. 175) auf das 

System dieser Umgebungen gelingt es dann, das Gebiet (P) in endlich viele, ein- 

ander nicht überlappende Gebiete zu zerlegen, | 

P)=lp)+(P)+.+(M); 

und zwar so, daß für jedes dieser Gebiete (i=1, 2, ..., k) 

P((2:)) | 

mer el 
Pi 


oder |B((p}))I< pie 
gilt. Da ©((p)) additiv ist, gilt 
®((P))= 2 Pl). 


Hieraus folgt in Verbindung mit der vorhergehenden Ungleichung 
DUP))I= I IOlp))I<Pe- 
s 


Hierbei ist aber e willkürlich, folglich ist S((P))=0. Damit ist unsere Behauptung 
bewiesen; denn an Stelle von (P) hätte man auch ein beliebiges Teilgebiet (p) 
nehmen können. 

Zusammenfassend können wir folgendes feststellen: Das Flächenintegral (10) 
über ein veränderliches Gebiet ist die einzige additive „Stammfunktion“ der unter 
dem Integral stehenden Punktfunktiont). 

Daher ist beispielsweise ohne Berechnung klar, daß die Gesamtmasse einer 
Figur (P) durch das Integral 


m=ff e(x,y)dP 
| | (P) 
ausgedrückt wird, wenn die Massendichte o(M)=o(x, y) im Punkt M gegeben ist; 


ist g(M)=gq(z, y) die Kraftdichte im Punkt M, so wird die auf die Figur (P) wir- 
kende Gesamtkraft gleich 


F=/ff a(x,y)dP 
(P) 


12 


usw. 


!) Diese Funktion wird wie oben als stetig vorausgesetzt. 
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Bemerkung. Früher hatten wir bereits additive Intervallfunktionen zu behan- 
deln (Nr. 348; Nr. 584, Ergänzung 8). Da sich eine solche Funktion immer als Dif- 
ferenz zweier Werte irgendeiner Punktfunktion darstellen läßt, brauchte man für 
den „linearen“ Fall keine solche Theorie zu entwickeln, wie sie für den „ebenen“ 
Fall dargelegt wurde. Der Leser erkennt jedoch leicht, daß der Satz über die Dif- 
ferentiation eines bestimmten Integrals nach der variablen oberen Grenze (Nr. 305, 
Satz 12°) ein Analogon des soeben bewiesenen Satzes über die Differentiation eines 
Flächenintegrals nach dem Gebiet ist. Die Überlegungen von Nr. 348 kann man als 
Beweis dafür ansehen, daß das Integral die einzige additive Intervallfunktion ist, 
die eine „Stammfunktion“ der gegebenen Punktfunktion ist. 
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594. Die Zurückführung des Flächenintegrals auf ein Doppelintegral im Fall eines 
Rechtecks. Mit diesem Problem haben wir uns vom geometrischen Standpunkt aus 
und unter gewissen speziellen Voraussetzungen schon in Nr. 587 beschäftigt. 

Wir untersuchen es jetzt mit Methoden der Analysis in seiner allgemeinsten 
Form; dabei beginnen wir mit dem einfachen Fall, daß der Integrationsbereich ein 
Rechteck (P)=[e, b; c, d] ist. 

Satz. Existiert für eine in dem Rechteck (P)=[a,b;c,d] definierte Funktion 
(x, y) das Flächenintegral 


FM fa, y)dP (1) 


und für jeden festen Wert x aus [a, b] das einfache Integral 


I) Sie )dy  (a=z=b), (2) 
so existiert auch das zweifache Integral 

fd [Me y) dy (3) 
und Be in Gleichung 

H Io, y) dP= Jdz f K&, y) dy .!) (4) 


Beweis. Wir zerlegen die Intervalle [a,b] und [c,d], die das Rechteck (P) 
bestimmen, durch die Punkte 


X=a<ty< << <Tr er <t, b £) 


Yo=zCc<Yı< + <Y—<Yrı + —UYUm —=d 


in Teilintervalle. Dadurch wird (P) in Teilrechtecke (P,,)=[x, %+15 4% %+1] 
(=0,1,..,n—1; k=0,1, .., m— 1) zerlegt (Abb. 38). \ 


1) Der Leser wird in dieser Aussage leicht eine Modifikation des bekannten Satzes über 
'Doppellimites und zweifache Grenzwerte erkennen (Nr. 168), 
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Y 
d 


Y+1 


Es seien m;, bzw. M,, die untere bzw. obere Grenze der Funktion f(x, 4) 
im Rechteck (P,,), so daß für alle Punkte dieses Rechtecks 
m=zi® Y) =M 
gilt. 
Halten wir ein willkürlich gewähltes x aus dem Intervall [x,, x;,.] fest, etwa 
x=E£,, und integrieren wir über y von y; bis y,,,, so erhalten wir (Nr. 304, Satz 8°) 
Yk+1 
m, dIy= JS ME» y) dy=M;.Ayr » 
Yx 
wenn Ay, =Yg+1- Yı ist; das Integral über y existiert, da die Existenz des Integrals 
(2) über das ganze Intervall [c, d] vorausgesetzt wurde. Durch Summation dieser 
Ungleichungen über k von O0 bis m—1 erhalten wir 


mi d m-i 
Zum del (&)=f fE,y) dy ae rk AYr . 


Wenn wir diese Ungleichungen mit Ax;=x;,,— x; multiplizieren und über den 
Index ? von Obisn—1 PEN so finden wir 


n—i n—i m—1 
2 Ax; 2 m;Ay,= > I(8;) 4x; = 2 4m  M ik Ay - 


In der Mitte ER wir eine EEREEN für die Funktion /(x) erhalten. Die bei- 
den äußeren Glieder sind nichts anderes als Darbouxsche Summen s und S für das 
Flächenintegral (1). Da Ax,Ay, der Flächeninhalt P,;, des Rechtecks (P,,) ist, 
gilt Bee, TROUE NUN 


53 A; >. Ye = 52 "5 Mm, ‚Ar; Ay, = 2 mix 


i=0 i=0 k=0 i,k 


Also ergibt sich schließlich 
n—1 
s= 2, I(£,) Ax,=S 
i=0 


Wenn nun alle Ax, und Ay, gleichzeitig gegen 0 streben, so konvergieren die beiden 
Summen s und S, da das Flächenintegral (1) existiert, gegen dieses Integral. Daher 
gilt auch 


lim I, I(&,) Azy= ff flo, y)dP 
i=0 DM .: 
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d.h., das ROHR (1) ist rer das Integral der Funktion /(x): 


& fa, y)dP= SI) de= [dr Shen y)dy, 


was zu nn war. 


Vertauscht man die Rollen der Veränderlichen x und y, so kann man neben (4) 
auch die Formel 


d b 
A Io y)dP=fdyf fa, y) de (4*) 


beweisen, vorausgesetzt, daß das Integral 


b 
S fx, y) de 


für y=const existiert. 


Bemerkung. Wenn zugleich mit dem Flächenintegral (1) die beiden einfachen 
Integrale 


d b 
Sf, y) dy (e=const) und ffl&,y) dx (y=const) 
C & 
existieren, so gelten die Formeln (4) und (4*) gleichzeitig. Daraus folgt 
b dd a db 
Sdx fa, y) dy=fdy SM, y) de. (5) 
147 c c a 


Dieses Ergebnis hatten wir früher hergeleitet (Nr. 528), ohne die Voraussetzung 
der Existenz des Flächenintegrals zu benutzen. 

Die Anwendung der Formel (4) bzw. (4*) ist an die Existenz des Flächenintegrals 
und eines der einfachen Integrale gebunden. Wenn die Funktion f(x, y) stetig ist (in 
der Praxis ist das gewöhnlich der Fall), so ist die Existenz aller erwähnten Inte- 
grale gesichert; in bezug auf das Flächenintegral folgt das beispielsweise aus Nr.590, 
Satz I. In diesem Fall kann man jede der angegebenen Formeln zur tatsächlichen 
Berechnung des Flächenintegrals benutzen, da die Berechnung einfacher Integrale 
eine weit einfachere Aufgabe darstellt. 

Beim Beweis der Formel (4) war die Zerlegung des Rechtecks (P) durch achsen- 
parallele Geraden in rechteckige Elemente mit den Flächeninhalten 4x,4y, völlig 
naturgemäß. Um im Symbol des Flächenintegrals selbst auf seine Entstehung aus 
der Teilung des Gebiets durch achsenparallele Geraden hinzuweisen, schreibt man 
an Stelle von $ (fiz,y)dP oft 


fa y)dedy (ba. ie ddr da). 

(P) 
Darüber hinaus bezeichnet man u Flächenintegral über das Rechteck (P)= 
=[a, b;c,d] mit Rücksicht auf seine Zurückführbarkeit auf ein iteriertes Integral 


oft mit nr Symbol, das dem des iterierten ähnlich ist: 


ab 
ST Ka )dydxz oder Sf Ha, y) dedy. 
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Bei dieser Bezeichnung entsprechen das „äußere Integralzeichen“ und das „äußere 
Differentialzeichen“ einander, so daß man nur Klammern zu setzen braucht, um 
das eine oder das andere iterierte Integral zu erhalten: 

b 


SF Hedy)de baw. Fear) ay. 


da c a 
595. Beispiele. 
1. Man berechne das folgende Integral über das Rechteck (P) =[3, 4; 1, 2]: 


24 
/ Km, dx dy -[ f dzdy 
(+4)? (e+y)? 
13 
Lösung. er ach Formel (4*) schreiben wir 


2 4 
eur 


Wir an zunächst für das innere Integral 
4 


dx 1 i 


mn u en 


Hieraus folgt 


er dedy -/ 1 —_ Jay=ı 25 
(2+y)2 Fr yzas/" rag 


2. Man Verechne die Integrale 


t 


x? dx dy ydıdy 
(a) I, = Sfer- — 2°) dr dy, (b) ne 1H4y2 N (c) n-/f (1 (1 +22 +y2)32 


Lösung. (a) I, = Say 1 (52°% —2y°) dx =f (195% — 693) dy = 660. 
1 


e 


dy _n 
— 2 


(c) Am infschsten un man das Integral I; nach Formel (4) in der Form 


yay 
1m far (+23 FR 


dar, denn man en sofort 


ee ydy 1 | 1 
(1 +22+92)372 +y2)ar2 Yarzi Yx2+2 
so daß 


I, = [ (== : =) dx =In &+Var+1 | mtr? 
vo \War+ı Vz?+2 x +Yx22+2 lo 1+Y3 
wird. 


595. Beispiele 125 


Wenn wir das andere Doppelintegral zu Hilfe nehmen, so erweisen sich die Integra- 
tionen als etwas schwieriger: 


1 
dx 
1,= | vay | ar ’ 
0 0 


dx 1 x 1 1 
GEH THREE emo Her 
yy_ __1, Vary2-1 . Es (Y3-ı) (Y2+1) 
(i+y3V2+y? 2  Yaty2+ılo (Y3+1) (Y2-1) 
Man kann dieses Ergebnis leicht auf die frühere Form bringen. 
3. Man bestimme das Volumen V des Körpers, der unten von der x, y-Ebene, seitlich 
von den Ebenen x=0,2x=a,y=0,y=b und von oben von dem elliptischen Paraboloid 
„ 
-* 24 


begrenzt wird. 
Lösung. Zunächst ist nach Formel (2*) 


rar 


[0,0;0,5] 
Die eigentliche BEN des Integrals führen wir nach Formel (4*) durch: 


b 
Y a? ay? ab (a? b?2 
 [ e E) 
2p Tal e\p"r 
4. Man löse die gleiche Aufgabe für den Körper, der von der x, y-Ebene, der Fläche 
x2+2?= R?(z>0) und den Ebenen y=0 und y=H begrenzt wird. 


Lösung. Wenn man das Rechteck [- R, R; 0, H] in der x, y-Ebene als Grundfläche 
des Körpers ansieht, so wird 


an, 


V’‚= ss YR?-22dedy= u [Herz 


[Es wäre natürlich einfacher gewesen, den Körper als Zylinder anzusehen, dessen 
Grundfläche ein Halbkreis in der x, z-Ebene ist.] 
5. Man berechne das Volumen des Körpers, der von den Ebenen 2=0, x=a,xr=b, 


y=c, y=d(b>a>0,d>c>0) und dem hyperbolischen Paraboloid z eo (m >0) 
begrenzt wird. Mm | 
(d?2—c2)(b? —a?) 

4m " 
6. Man beweise die Relation 


i1 1 
S S (xy)? dx dy = y’ dy. 


_ Der Integrand des Flächenintegrals ist in dem ganzen Quadrat [0, 1; 0, 1] stetig, wenn 
ınan ihn für xy =0 gleich 1 setzt. 


Lösung. / = 
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Es gilt 


11 1 1 
S Say)? dedy= Says (zy)9 de. 
00 


Führen wir in dem inneren Integral die Substitution xy =t (für y=const >0) aus und 
integrieren dann partiell, so erhalten wir für das Flächenintegral 
1 Yy Y 1 1 
dy 
[fra =iny: [va - [yinydy. 
0 . 0 0 0 0 
Beim Einsetzen der Grenzen verschwindet der erste Summand rechts, weil das In- 


y 
tegral ft’dt für y—O von erster Ordnung gegen 0 strebt.!) Das letzte Integral redu- 
ziert sich infolge der Identität 
(y’)’=y’Iny+y? 
1 
auf das Integral [y’ dy. 
0 


7. Man beweise, daß (für beliebiges konstantes z) 


rl2 r/2 n/2 2 
J S cos (22 sin p sin 6) dp d® (7 cos (zsin A) aa 
0 0 


ist. 
Zum Beweis entwickeln wir beide Integrale in eine Potenzreihe nach z. Für das ein- 
fache Integral ist das schon in Nr. 440, Beispiel 12, durchgeführt worden: 
r/2 


= = 22 
| cos (z sin A) di -5{1 +2 —1) ne) & 
Für den Integranden des Flächenintegrals gilt die Reihenentwicklung 
= ‚(22) 2 i 
cos (22 sin sin $)=1+ %(-—1)! En sin“ osin@, 
i-1 


die für alle Werte von @ und 0 aus dem Quadrat 1 5 0, 5 gleichmäßig konvergiert. 


Integrieren wir sie in diesem Quadrat gliedweise, so erhalten wir?) 


r/2 rl/2 ,ni2 ni2 
n2 = . (22)2? FE 

f f cos (2z sin 9 sin 6) dp d® ar; 2 (-1) FAT [ | sin! osin#0dpd®. 
| 00 . oo 
Nun ist aber (vgl. Nr. 312, Formel (8)) 

ri2 ri2 n/2 nrl2 
f [ sin?! p sin? dpd9= f do [ sin“? 9 sin? 0 do 
| 0 06 0 0 
ri2 r/2 


na f 2?—1)!172 
= 2:94 | 1 23 = EL Sr ° 
J ee i enTpdp=]z Tan |; 


Yy 
s ® 1 
4) Denn es ist lim — fr di=lim !=1. 


2) Ohne weitere Erklärungen dürfte es dem Leser möglich sein, sowohl den Begriff 
der gleichmäßig konvergenten Reihe als auch den Satz über die gliedweise Integra- 


tion auf den Fallauszudehnen, daß die Glieder der Reihe von zwei Veränderlichen ab- 
hängen. 


daher ergibt sich nach einfachen Umformungen 


n/2 ni2 _1 4 . (2 
v2 it. i)! 
2 ra m — Ze En ERERERETEEE 

J J cos (2z sin 9 sin 6) dp dd = ni +2 EEG: N. 


Man kann nun leicht nachprüfen (vgl. Nr. 390, Beispiel 3), daß tatsächlich 
(— 1)! „2. (25)! „2k y) 
1 SEE NEE mr u 
+2 22%(;1)8 [14 « z (-1f 22% ze] 


ist. Also kann der Wert des vorliegenden SE IRUIER durch die Besselfunktion vom 
Index 0 ausgedrückt werden: 


rı/2 n/2 12 r 
f | cos (22 sin p sin 6) dp dd = T [3002| i 
0 0 

8. Man beweise für beliebiges k (0<k-<1) 
ri2 rl2 re/2 


J Sm dp d® 
1-k2sin2 Q sin? 0 2 Ale Yı_k2sin} 2 SF). 

Hinweis. Man entwickle beide ee in eine Potenzreihe nach %k; die Entwick- 
lung des rechten Integrals ist uns ja bereits bekannt (Nr. 440, Beispiel 13). 

9. Die Funktion f(x) sei im Intervall [a;, b], die Funktion g9(y) im Intervall [c, d] in- 
tegrierbar. Man beweise, daß die Funktion /(xz) g(y) als Funktion von zwei Veränder- 
lichen im Rechteck (P) =[a, 5b; c, d] integrierbar ist. 

Hinweis. Man kann die Aufgabe auf die Frage zurückführen, ob die Funktionen f(x) 
und g(y) einzeln, aufgefaßt als Funktionen von zwei Veränderlichen, in (P) integrierbar 
sind.!) Um das zu beweisen, benutzt man zweckmäßigerweise das am Schluß von Nr. 591 


angegebene vereinfachte Integrierbarkeitskriterium. 
Wir bemerken, daß sich dabei 


d b 
ie) gly) de dy=S dy | s1@) En a2) 
(P) c a 
d b b d 
ee g9(Y) fi (x) de} dy =/ fx) de Saw) dy 


ergibt; das Flächenintegral reduziert sich hier also auf ein Produkt zweier einfacher In- 
tegrale. 

Manchmal erweist es sich umgekehrt als nützlich, das Produkt zweier einfacher In- 
tegrale als Flächenintegral darzustellen. Im folgenden geben wir hierzu einige Bei- 
spiele. 

10. Man beweise für eine positive stetige Funktion f(x) die Ungleichung 


b b 
d 
[re de- | 7 =0-a)2 


Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man a<b voraussetzen. Da ein Integral 
nicht von der Bezeichnung der Integrationsvariablen abhängt, kann man in einem be- 
liebigen der beiden Integrale den Buchstaben x durch den Buchstaben y ersetzen, so daß 
sich die linke Seite der Ungleichung in der Form 


ar ne de dy 


1) Wenn Wenn man den Satz II aus Nr. 299 auf Funktionen von zwei Veränderlichen ausdehnt. 
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schreiben läßt, wobei (P) =[a, b; a, b] ist. Hieraus folgt 
ACT OEL a 
a) m Teil Per Ei eh) 


Auf Grund der trivialen Ungleichung 24B=4?+ DB? ist der Integrand =1, so daß 
(vgl. Nr. 592, 7°) 


I=z(b-a)? 
wird, was zu beweisen war. 


11. Die Schwarzsche Ungleichung. Wir haben uns mit dieser Ungleichung bereits be- 
schäftigt (Nr. 321). Als Übung werden wir nun einen neuen Beweis dieser Ungleichung 
für den Fall angeben, daß die Funktionen f(x) und g(z) in [a, b] eigentlich integrierbar 
sind. 

Wir betrachten das Integral 


B a [X&2) s(y) - fly) a(a)]? de dy 


über das Quadrat (P)=[a, b; a,b]. Durch Auflösen der Klammer erhalten wir (siehe 
Beispiel 9) 


b b b b b b 
B ed (x) dx / 9’(y) dy ) Kx) gie) de s Ky) sy) dy+ SP) dy Ss 9x) de 


oder schließlich, wenn wir wieder beachten, daß es auf die Bezeichnung der Integra- 


tionsvariablen nicht ankommt, | 


B=2 5 x) de fs ga) de — B a w|} 


Da der Integrand des Integrals B nicht negativ ist, ist B=0. Daraus folgt die gewünschte 
Ungleichung 


b ı 5b b 
| J /(z) g(&) de = [/Ax) de fg) de. 
Q a 
Bemerkung. Aus dieser Ungleichung folgt speziell die aus Beispiel 10 (wenn man f 


= 1 
durch Yf und g durch Fr ersetzt). 


12. Die T'schebyscheffsche Ungleichung. Durch ähnliche Überlegungen läßt sich die 
Ungleichung | 


b | b | u, b 
J p(x) x) de Ss p(x) ge) de= fplx) de fp(z) Kr) g(z) de 


beweisen, die von P. L. TSCHEBYSCHEFF stammt. Hierbei ist 2(x) eine positive integrier- - 
bare Funktion, während f(x) und g(x) monoton wachsende Funktionen sind. 
Es sei a<b. Wir betrachten die Differenz 


Do. b b 
4 u p(x) Hr) g(z) de Ss p(x) de — Sp(z) x) de» fple) ge) de. 


Ersetzen wir in den zweiten Faktoren beider Glieder den Buchstaben x durch Y, 80 er- 
hält diese Differenz A die Gestalt 


bb \- 
A = J p(x) p(y) Hz) [gle) -gly)]dedy. 
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Wir vertauschen nun die Rollen von x und y: 


bb 
4 =/J p(z) »(y) Hy) [aly) -g(z)] de. dy. 


Wenn wir schließlich das arithmetische Mittel der beiden Ausdrücke bilden, so erhal- 
ten wir 


bb 
1 | 
4=z J J p(z) p(y) [f(x) -Fy)] Igle) -aly)]drdy . 


Da die beiden Funktionen f und 9 monoton wachsen, haben die beiden eckigen 
Klammern das gleiche Vorzeichen, d.h., der Integrand ist stets nichtnegativ. Daher ist 
A=0, also die gewünschte Ungleichung bewiesen. 

Wie man leicht sieht, gilt diese auch dann, wenn beide Funktionen f und gfallen. 
Wenn eine von ihnen fällt, die andere dagegen wächst, so kehrt sich die Ungleichung um. 


13. Die Funktion f(x, y) sei im Rechteck (P) =[a, b; c, d] stetig. Wir bezeichnen mit 
(x, y) einen beliebigen Punkt dieses Rechtecks und betrachten die Funktion, die durch 
das Flächenintegral 


zy 
F&,y)=SS Hu, v) dvdu 
ac 
ausgedrückt wird. Stellen wir sie in der Form 
| 
F(z,y)=fdu fu, v) dv 
177 C 


dar, d. h. als Doppelintegral, und differenzieren zuerst nach x und dann nach y, so er- 
halten wir!) 


m 
of 02F 
eg 4 (x, v) dv, dedy 2, yY)- 


Wir sind zu einem Analogon des Satzes über die Differentiation eines einfachen Integrals 
nach der variablen oberen Grenze gelangt. Ebenso ergibt sich auch 


= 
le, y). 


14. Es sei 2 y) im Rechteck (P)=[a, b; c, d] integrierbar. Existiert für diese Funk- 
tion (die wir diesmal nicht notwendig als stetig voraussetzen) eine „Stammfunktion“ 
Ö(z, y) in dem Sinne, daß 


9?D(z, y) 
ey =f{x, y) 
ist, so gilt 
SS Hz, y) dedy=Glb, d)-©(b, c) Pla, d)+B(a,c). 
(P) 


Das ist ein Analogon zu der Formel, die ein gewöhnliches bestimmtes Integral durch 
eine Stammfunktion ausdrückt. 

Wir skizzieren den Beweis. Wir zerlegen das Rechteck [a, b; c, d] wie in Nr. 594 in 
Teilrechtecke 


[2;, 2415 Ye Ye+1] @=0,1,.„n-1;k=0,1,.,m-1).. 


Pr 


en. 


1) Dabei ist zu berücksichtigen, daß der Integrand H fl, v) dv des äußeren Integrals 
eine stetige Funktion von u ist (Nr. 506, Satz 2). 


9 Fichtenholz III 
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Durch zweimalige Anwendung des Mittelwertsatzes!) auf den Ausdruck 
D(zir1 Yarı) — Plzirt, Yu) = Plz Yarı) + Plzi, Y8) 

erhalten wir 
Bzyldin ni) Aridyı = Mein, nu) Arıdyı 

wobei 2, =f,;, =z;.ı und yF zn =Yz,4ı gilt. Summation über ? und % ergibt 
2, En na) Andy =Dlb, d) -D(b, c)—-Dla,d)+Pl(a,e). 


Anschließend gehen wir zur Grenze über. 

Wie wir sehen, ist das Beweisschema das gleiche wie beim Beweis des Hauptsatzes 
der Integralrechnung, der ein einfaches bestimmtes Integral durch eine. Stammfunk- 
tion ausdrückt (Nr. 310). 

Zum Abschluß führen wir zwei lehrreiche Beispiele an, die zeigen, daß die Bedingungen 
des Satzes aus Nr. 594 voneinander unabhängig sind. 

15. Ist x eine rationale Zahl, so stellen wir diese als unkürzbaren Bruch mit positivem 


Nenner dar und bezeichnen diesen Nenner mit g,. Wir definieren im Quadrat (P)= 
=[0, 1; 0, 1] eine Funktion f(x, y) durch 


1 1 
Jo + —, wenn x und y beide rational sind, 
N (&, y) = I: (Iy 
(0 sonst. 


Diese Funktion ist in allen Punkten des Quadrats mit rationalen Koordinaten unstetig, 
in allen anderen Punkten ‚dagegen stetig. 

Da für jedes e>0 nur in endlich vielen Punkten />e sein kann, ist die in Nr. 589 
aufgestellte Integrierbarkeitsbedingung erfüllt, und das Flächenintegral 


s Ka, y) dP 


existiert; es ist gleich 0. 
Für einen irrationalen Wert y verschwindet die Funktion f(x, y) für. alle x; also ist 
auch 


She, y) d2=0. 


a [] ® _} ® 1 
Ist y jedoch rational, so ist f(x, y) =0 für irrationale Werte x, während /(z, y) ar 2 
’ e } “ . ® eo * [} = hd y 
für rationale x gilt. Diese Funktion der Veränderlichen x hat in jedem xz-Intervall eine 


1 
Schwankung => ; folglich ist sie über & nicht integrierbar. Daher kann man auch nicht 
y 
von dem Doppelintegral 
1 4 
Jay H \x, y) de 


sprechen. 
Entsprechend beweist man, daß auch das Integral 


104 
Sdx fi, y) dy | 
00 


nicht existiert. 
16. Wir setzen jetzt f(x, y)=1 in allen Punkten des Quadrats, für die die beiden Ko- 


1) Vgl. die Transformation des Ausdrucks W beim Beweis des Satzes über die Ver- 
tauschbarkeit zweier Differentiationen (Nr. 190). 
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ordinaten x und y rational sind und für die außerdem g, =q, gilt, und f(x, y) =0 in den 
übrigen Punkten. 

Da in jedem Teil des Quadrats die Schwankung der Funktion f gleich 1 ist, existiert in 
diesem Fall das Flächenintegral 


SS tz, y) dP 
(P) 


nicht. 

Gleichzeitig ist die Funktion f(x, y) für konstantes y entweder identisch 0 (wenn y 
irrational ist), oder sie ist nur für endlich viele x-Werte von 0 verschieden (wenn YTa- 
tional ist). In beiden Fällen ist 


Sie y)de=0, 
folglich existiert auch das zweifache Integral 
4 | 
J days fa, y) de=0. 


Ebenso existiert auch das zweifache Integral 


1 i 

Sie ff, Y) dy =0 
0 0 
(vgl. Nr. 528). 


596. Zurückführung eines Flächenintegrals auf ein Doppelintegral im Fall eines 
krummlinig begrenzten Gebiets. Wir betrachten ein Gebiet (P), das „oben“ und 
„unten“ von zwei stetigen Kurven 


y=ylrl, y=Ylea) (a=x=b) 
und seitlich von den beiden Ordinaten c=a und x=b begrenzt ist (Abb. 39), d.h. 
ein krummlinig begrenztes Trapez, dessen Basen auch die Länge 0 haben können. 


f 


Dann gilt in Analogie zu dem Satz aus Nr. 594 der folgende 
Satz. Existiert für eine im Gebiet (P) definierte Funktion f(x, y) das Flächen- 
integral | 


Sf Ka, y) daP 


(P) 
und für jeden konstanten Wert x aus [a, b] das einfache Integral 


Y(x) 
Ia)= Sf fa, y)dy, 
Yo(t) 
9% 
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so existiert auch das zweifache Integral 


b Y(z) 
dr Sf Io, y) dy, 


a Yo(2) 
and es Tst 


J fx, y) dP= f de f May: y)dy. (6) 


a Yo) 
Der stützt sich auf eine Zurückführung dieses Falles auf den in Nr. 594 
betrachteten Fall. Wir schließen dazu das Gebiet (P) in ein Rechteck (R)=[a, 5; 
c,d] ein, indem. wir c= „gain „Yol®) und d= max, Y(xz) setzen (vgl. Abb. 39), und 


definieren in diesem ren eine Funktion /*(xz, y) in folgender Weise: 


’ f(x, y), wenn der Punkt (x, ,) zu dem Gebiet (P) gehört, 
Fa, y)= 0 in den übrigen Punkten des Rechtecks (R). 
Wir werden nun zeigen, daB diese Funktion den Bedingungen des Satzes aus 
Nr. 594 genügt. 


Zunächst ist sie im Gebiet (P) integrierbar, denn dort stimmt sie mit der nach 
Voraussetzung integrierbaren Funktion f(x, y) überein; daher ist trivialerweise 


Ser@y)aP=Sff&,y)dP. 
(P) (P) 


Außerhalb von (P) ist jedoch /*(x, y)=0, folglich ist diese Funktion auch in dem 
restlichen Teil (9)=(R)—-(P) des Rechtecks (R) integrierbar,t) und es gilt 


SS Pa, y) AQ=0. 
(Q) 


Daher ist f* auf Grund von Nr. 592, Satz 2°, im ganzen Rechteck (R) integrierbar, 
und es ist 


Sr yJ)dkR=S/fo,y)dP. (7) 
(R) (P) 


Für einen konstanten Wert x aus » b] existiert das Integral 


d 
S @, y) dy= f ray+ fi rayı S pe dy; 
c Yolz) Y(%) 
denn es existiert jedes der drei Integrale rechts. Das erste und das dritte Integral 
existieren deshalb, weil die Funktion f*(x, y) in den y-Intervallen [c, y9(x)) und 
(Y (x), d] gleich 0 ist; beide Integrale sind gleich 0. Das zweite Integral aber stimmt 
mit dem u über die Funktion f(x, y) überein, d. h., es ist 


s Pr, y) dy= j fa, y)dy, 


Yo(X) Yo(t) 

denn es si Fi, y)= PR . für y aus [y,(2), Y(x)]. Somit ist 
f. *&, y) dy= fi Ye, y)dy. (8) 
c Yolz) 


1) Ihre Werte auf dem Rand dieses Gebiets spielen keine Rolle (vgl. Nr. 592, Satz 1°). 
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Auf Grund des erwähnten Satzes existiert für die Funktion /* auch das zweifache 
Integral, und es ist gleich dem Flächenintegral [vgl. Nr. 594, Formel (4)] 


b d 
J M&,y)dR=fde ff*&,y)dy. 


Berücksichtigen wir noch die Beziehungen (7) und (8), so sehen wir, daß diese 
Formel der Formel (6) gleichwertig ist. 

Ist das Gebiet (P) ein anders gelegenes krummliniges Trapez, das von den 
Kurven 


- 


z=x(y), x=X(y) (c=y=d) 


und den Geraden y=c,y=d begrenzt wird, so kommen wir statt zu (6) zur Formel 


d XW) 

Ste ar=fdy f Ko y)de, (6*) 
(P) e WW) 

vorausgesetzt, daß neben dem Flächenintegral auch das einfache Integral über 

x für y=const existiert. 


Bemerkung. Wenn der Rand des Gebiets (P) sowohl die zur x-Achse als auch 
die zur y-Achse parallelen Geraden jeweils in höchstens zwei Punkten schneidet 
(wie beispielsweise in dem in Abb. 40 dargestellten Fall), so sind, wenn die ange- 
gebenen Bedingungen erfüllt sind, die beiden Formeln (6) und (6*) anwendbar. 
Vergleicht man sie miteinander, so ergibt sich die Gleichung 


b Y7@) a X 
Sdaz Sf Is Wdy=fdy S Io, y)de, (9) 
a Ya) ed) 
die auch selbständiges Interesse besitzt. Sie ist eine Verallgemeinerung der Formel 
(5) aus Nr. 594. 

Wenn die Funktion f(x, y) im Gebiet (P) stetig ist, so existieren das Flächen- 
integral und das eindimensionale Integral, und je nachdem, welche Art des Gebiets 
vorliegt, kann man Formel (6) oder Formel (6*) zur Berechnung des Flächeninte- 
grals benutzen. | 

Ist der Rand komplizierter, so läßt sich das Gebiet (P) gewöhnlich in endlich viele 
Teile des betrachteten Typs zerlegen. [Beispielsweise wird die Figur in Abb. 41 


“ 
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durch die Gerade x=« in drei solche Gebiete zerlegt, und zwar in (P,), (P,) und 
(Ps).] Das gesuchte Integral wird dann auf Grund von Nr. 592, Satz 2°, eine Summe 
von Integralen über diese Teilgebiete; jedes dieser Integrale wird wie angegeben 
berechnet. 

Auch im allgemeinen Fall liegt den Schlußfolgerungen die Zerlegung der betrach- 
teten Figur in rechteckige Elemente zugrunde, denn wir haben das Problem auf 
den Satz aus Nr. 594 zurückgeführt. Im Zusammenhang damit benutzt man auch 
hier zur Bezeichnung des Flächenintegrals oft das Symbol 


SS H&, y) dady; 
P) 


das Produkt drdy erinnert an den Inhalt eines rechteckigen Elements. 
Ohne weiteres verständlich sind auch die Bezeichnungen 


b Ya) dx) | 
Sf S tdyde bzw. f f fdrdy. 
& Yo(?) ce WW) 


597. Beispiele. 
1. Man berechne das Flächenintegral 


I=ffy?YR2-x2dP 
P) 


über den Kreis (P) vom Radius R um den Koordinatenursprung (Abb. 42). 

Lösung. Der Rand des Gebiets (P) hat die Gleichung x? +y? = R2, worausy = t{YR?-x? 
folgt. Offenbar ist y= +Y R?— x? die Gleichung des oberen Halbkreises und y = — YR?-22 
die des unteren. Also durchläuft y bei festem x aus dem Intervall [-— R, R] die Werte 


von -YR2-x2 bis +YR?-x?. Nach Formel (6) gilt (unter Berücksichtigung der Tat- 
sache, daß der Integrand eine gerade Funktion von y ist) 


R +YR-a Zu R ____ YR-z 
I= fd&e Sf „?YR-aldy=2 Sf YR?-e2de S yıdy. 
-R -YR: 72 -R 0 
Wir berechnen das innere Integral: 


Rz 
[ y’dy =7 (R? — x2)32 R 
0 


Dann wird (da der Integrand eine gerade Funktion von x ist) 
\ R R 
2 4 32 
= IN de 2_Nde=— BR. 
Em 22)? de je 2)2de=,- R 
= 8 


Völlig analog verläuft auch die Berechnung nach Formel (6*). 


Abb. 43 


2. Man berechne das Integral 
K=fSf(x?+y) de dy 
(A) 


über das (endliche) Gebiet (A), das von den beiden Parabeln y=x? und y?=z begrenzt 
wird. 


Lösung. Es ist zweckmäßig, eine Skizze zu machen, um überhaupt eine Vorstel- 
lung von dem Gebiet zu erhalten. Die Lösung des Systems der Parabelgleichungen 
ergibt die Schnittpunkte (0, 0) und (1, 1) der beiden Parabeln (Abb. 43). 

Führt man die äußere Integrätion über y durch, so durchläuft y offenbar das Inter- 
vall [0, 1]. Wählen wir einen beliebigen Wert y aus diesem Intervall, so sehen wir an 


Hand der Zeichnung, daß x die Werte von x =y? bis x =Yy durchläuft. Nach Formel 
(6*) ist 


ı WW 
K=/fdy Sf (&2+y)dx. 
h 0 y? 


Wir berechnen das innere Integral: 
Yy 


x - 4 1 
f (2? +y) de=n- +yR Ir SE, PASZPENN 
y? 
Dann wird das äußere Integral 


1 
4 1 33 
1 ua reiner; 
. [Gr 3979 )ay 140 
0 
3. Man berechne das Integral 


J = ff zydedy 
(D) 


über das Gebiet (D), das von den Koordinatenachsen und der Kurve Yz + Yy =1 be- 
grenzt wird (Abb. 44). \ 


Lösung. Es gilt 


1 a-Vr) 4 
En [ 1-Yz)id E 
I= | zdz f yay-z z(1-Yz) T=550 
0 0) 0 


y 
1 
v+Wy'-1 
0 1x 
Abb. 44 Abb. 45 


4. Man berechne das Integral 


1= [ [728 


(C) 


- 


! 
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über das Gebiet (C), das von den Geraden x =2, y=x und der Hyperbel xy =1 begrenzt 
wird. 

Lösung. Wir tragen diese Linien in eine Zeichnung ein (Abb. 45). Die Lösung des 
Systems der entsprechenden Gleichungen zeigt, daß die Gerade #=2 die Gerade y=x 

1 

im Punkt (2, 2) und die Hyperbel ©y=1 im Punkt (2, 5) schneidet, während sich die 
Gerade y=x und die Hyperbel (im ersten Quadranten, in dem das betrachtete Gebiet 
liegt) im Punkt (1, 1) schneiden. 

Wenn wir zur Berechnung des Integrals I die Formel (6) wählen, so müssen wir die 
äußere Integration über das x-Intervall [1, 2] erstrecken. Bei festem x aus diesem Inter- 


1 
vall durchläuft % die Werte von y = bis y=x. Daher ist 


1lz 


u; 


H7 
22 a2 
120-7 


2 
9 
(x23—x) dx 4 


also gilt 


Während in den vorigen Beispielen die Berechnung nach beiden Formeln (6) und (6*) 
gleichermaßen einfach war, verhält sich die Sache im vorliegenden Fall anders: Die Be- 
rechnung nach Formel (6*) wäre hier schwieriger. Nichtsdestoweniger werden wir diese 


‚Berechnung ausführen, da es lehrreich ist, sich über die Ursachen dieses Sachverhalts 


Rechenschaft abzulegen. 

Eine zur x-Achse parallele Gerade schneidet den Rand des Gebiets in zwei Punkten, 
die Formel (6*) ist also anwendbar. Aber die Kurve, die unser Gebiet links begrenzt (sie 
entspricht der Kurve x=x,(y) der allgemeinen Theorie) besteht hier aus zwei Teilen, 
einem Geradenstück und einem Hyperbelstück, die durch verschiedene Gleichungen 
ausgedrückt werden. Mit anderen Worten: Die Funktion x,(y) wird in verschiedenen 


1 I 
Teilen des y-Intervalls 6 ; >| durch verschiedene Gleichungen angegeben, und zwar gilt 


ı ... 4 
= eh 
y für 1=y=2. 


% 


Rechts wird das Gebiet von der Geraden  =2 begrenzt. 
Daher ist es zweckmäßig, die Integration über y zu zerlegen und I in der Form 
1 2 22 2 2 22 
I IK? Jzi+ [ [5% 
1/2 1/y 1 Y 
darzustellen. Da 


2 
a2 8 1 a2 8 y 
S zdemza-z und | ya e=3273 
1/v Y 
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Ist, gilt 


en Io la (& „17, 5_9 
FIVE 772) Ba Au BE 77 5) dv- 2764 


Solche Umstände muß man tn von den beiden möglichen Wegen der 
Berechnung eines Flächenintegrals wird man natürlich den einfacheren wählen. 


5. Man berechne die Integrale 


(a) Iı= ffeos(@+y)dady, (b) In= Sp (2x +y)dady, (0) Io= I ta+6y) dady. 

(Q:) 
Dabei sei nr das Dreieck, das von den Geraden x =0, y=x, y=r N wird, (Q,) das 
Dreieck, das von den Koordinatenachsen und der Geraden x +y=3 begrenzt wird, und 
(Q>) das. Dreieck, das von den Geraden y=x, y=5x, <=1 begrenzt wird. 


Hinweis. In den Fällen (a) und (b) ist es gleichgültig, welche der Formeln (6) und 
(6*) benutzt wird. Im Fall (c) ist es jedoch bequemer, Formel (6) anzuwenden. (Warum? 
Man fertige eine Skizze an!) 


27 1 
Lösung. (a) = -2; (b) I„=—; (ec) I3=257 ; 
6. Man berechne das Integral 
I=ffV4x?-y?2 dedy 
über das Dreieck, das von den Geraden y=0, 2=1 und y=x gebildet wird. 


1 x 
Lösung. Nach Formel (6) ist 1=f d« fVY4x?—-y? dy; für das innere Integral gilt 
0 0 


z =. 
BEEREEEN in y=? 3 
f Y422 — y? dy m. Y4x2 — y2 +22? arcsin = = (> + ;) 2 
2 IX y=0 > 


nad 
‘v 


3 
und daher schließlich / = 1% Eu 

2 3 
nehmen.) 

Wir hätten die Berechnung auch nach Formel (6*) durchführen können, wären je- 
doch in diesem Fall auf schwierigere Quadraturen gestoßen. Auch diesen Umstand muß 
man bei der Auswahl des Weges der Berechnung berücksichtigen. 

Angesichts der Schwierigkeiten, die die Aufstellung der Integrationsgrenzen im Fall 
eines krummlinigen Gebiets manchmal bereitet, sind die folgenden Übungen nützlich: 


)- (Natürlich ist der Hauptwert des Arkussinus zu 


7. Man ändere in den nachstehenden iterierten Integralen nach Formel (9) die Inte- 
ME : 


122 4 2+17-6y—y2 
' (a) N dx . f(x, y) dy, (b) fdy S f(x, y) de, 
-7 9-17-6y9-Y2 
1 37 1 Y3-y? 
(ce) Sdxz Sf fa, y) dy, (d) Sdy S Fa,y) de. 
0 22 0 y3l2 


Die Funktion f(x, y) werde als stetig angenommen. 


(a) Hinweis. Das Integrationsgebiet wird durch die Ungleichungen 
0=sr2=4, 3r2?=y=12x 
bestimmt. Hieraus folgt zunächst, daß die Grenzen von y die Werte 0 und 48 sind. Lösen 
wir die letzten Ungleichungen nach x auf, so finden wir, daß x bei festem y die Werte 


1 Y 
en f ER .. 1 
n 53 bis /% durchläuft.t) 
1) Diese Zahlen liegen beide innerhalb des Intervalls [0, 4]. 
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Noch einfacher ist dieses Ergebnis aus Abb. 46 zu ersehen, in der das Gebiet darge: 
stellt ist, das von der Geraden y=12x und der Parabel y=3x? begrenzt wird, die sich 
in den Punkten mit den Abszissen 0 und & schneiden. Wir weisen darauf hin, daß für die 
x-Achse ein anderer Maßstab gewählt worden ist als für die y-Achse. 


48 Yyls 
Lösung. fdy f fd«. 
0 yf12 


0 Abb. 46 
12 3 &x 


(b) Hinweis. Das Integrationsgebiet wird von dem Kreis (x —2)?+(y-+3)?=4? be- 
grenzt. 
| 6  -3+MM Fir 
Lösung. fd f fdy. 
-2 _3-Vi2+42-22 
(c) Hinweis. Das Integrationsgebiet wird durch die Ungleichungen 0=r=si1, 


Rn 22 =y=3r bestimmt. Daraus ergeben sich für y die Granzen O0 und 3. 


Lösen wir die letzten Ungleichungen auf, so sehen wir, daß —=2 => ist. Für y>2 
liegt aber die Grenze . nicht mehr im z-Intervall [0, 1]. Folglich durchläuft x für 


Ä q 
0=y=2 die Werte von = bis — und für 2=y=3 die Werte von = bis 1. 


Wesentlich einfacher ergibt sich dieses Ergebnis geometrisch, wenn man sich über- 
‚legt, daß das Integrationsgebiet das Dreieck ist, das von den Geraden y=3x, y=2x und 
x=1 begrenzt wird. (Man fertige eine Zeichnung an!) 


Lösung. Wir erhalten eine Summe von zwei iterierten Integralen: 
2 yl2 3 1 
Sdy f fde+fdy ffde (vgl. die Beispiele 4 und ö(c)). 
0 yi3 2 v/3 


(d) Lösung. Wir erhalten eine Summe von drei iterierten Integralen 
12 Vi nr 14 ‚3 13-22 
Sde Sfdy+ Sdefidy+ Sde Sf fdy. 
00 rn 0 7 0 


8. Man schreibe folgende Ausdrücke in Form eines einzigen iterierten Integrale: 
1 y 3.4 | 73 9 10-y 
(a) Sdy S Ho y)derfdy Su y)ds (kb) Sy SM, y)derfdy JS IKoy)de. 
‚„e y2/9 1 29 3 Yy 7 gy 


ı 3/2 3 10-2 
Lösung. (a) [dx f /dy; (b)fdx f fdy. 
0 Pr 1 g/x 


(Es empfiehlt sich, in allen Fällen Skizzen anzufertigen.) 
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9. Man zeige: Die übliche Formel der Integralrechnung 
b 
F=fie)de, 
& 


die den Inhalt des krummlinigen Trapezes angibt, das von der x-Achse, den Ordinaten 
x=a,2=b und der Kurve y=f{x) begrenzt wird (hierbei sei /=0), ist eine Folgerung 
der trivialen Gleichung 


P=ffdxdy. 
(P) 


Hinweis. Man benutze Formel (6). 


10. Man beweise die Formel 
b En b b 
Sara, y) dy=fdySfe,y) de (10) 
@ a a Y 


für eine jede Funktion f(x, y), die in dem Dreieck (A) stetig ist, das von den Geraden 
y=a,x=a und y=x begrenzt wird. 


Hinweis. Siehe Abb. 47; man benutze Formel (9), d. h., man setze die beiden iterier- 
ten Integrale gleich, auf die das Flächenintegral über das Gebiet (4) führt. 


Abb. 47 


[| 0x 


Die bewiesene Formel wird gewöhnlich nach DiRIicHLET benannt; sie findet zahl- 
reiche Anwendungen, insbesondere in der Theorie der sogenannten Volterraschen!) In- 
tegralgleichungen. 


11. Mit Hilfe der Formel (10) kann man leicht beweisen, daß 


zT t; T 
1 
fan f a-or-2 10 e=;— [ @-nr-tio de 


ist. Die wiederholte Anwendung dieser Formel führt zu dem Ergebnis 
e ! 
f din-1 
& | 


n—1 4 i x 
| EEE EN ni 
f ER f Ko) de= | («ri fit) de, 
@ =. [2 
N 
das wir früher (Nr. 511, Beispiel 13) auf anderem Wege hergeleitet hatten. 


12. Man berechne das Integral 


I= Sfj zPriyr-idedy 
z20,y=0 
z+y=i 


unter der Voraussetzung, daß pz=1 und q 21 ist.?) 


1) Vıro VOLTERRA, 1860-1940, italienischer Mathematiker. 
2) Diese Einschränkung machen wir hier nur deshalb, um zu vermeiden, daß der Inte- 
grand unbeschränkt wird; später (Nr. 617, Beispiel 14) wird sie abgeschwächt werden. 
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Nach Formel (5) gilt 


i—-xt 


1 1 
1 1 
I= | 2r-142 [ ya-tdy=_ | ar: (1 ee, B(p,g+1). 
0) 0 0 


Daher ergibt sich schließlich 


IXp) I(g) 
P—-1yga-Iidedy = ——————— , 
TRITT rg) - 
z=0,y=0 
z+vy=i 
Diese Formel stammt von DiRICcHLET. 
13. Analog läßt sich das allgemeinere Integral 
I= SS ar-Iya-i (1-2 -y)r-1dady 
zz0,y=0 
z+ry=si 


unter der Voraussetzung pz1,q=1, r=1 berechnen.!) 
Zunächst gilt wie oben 


1 1-2 
J=fapr-ide f yari(1-x-yridy. 
0 0 
Dubstituieren wir dann im inneren Integral y=(1 —x) t, so erhalten wir 
1 A 
J=fzr-i(1 -zyatr-ide fei(1-tridt 
N 0 


Ip) IQ) T 
=B(p,q+r) B(q, r) nn ” ru 


14. Man berechne das folgende Integral, das eine weitere Verallgemeinerung des 
vorigen darstellt: 


(f ar Iyg-i(1 —-z—y)ridedy 
K= en Lu, 
un (uw +pyHy)pratr 
?z0,y=0 
c+y=i 
(hierbei gelte «,ß=0, y>0 und außerdem p=1,g21,r2=1).!) 
Durch Übergang zu einem iterierten Integral erhalten wir 
1 1-27 


q-i(1 —-r— ui 
K= | ar-idz “2, 
0 


(ax +By+y)ptratr - 


Wir führen die Substitution y=(1-x)t durch und ändern dann die Integrations- 
reihenfolge: 


i 
R=[ za-i (1 -trÄid _ ET a 
0 ( ) e [ax + pi (i —x) +yJptatr dz. 


Zur Berechnung des inneren Integrals benutzen wir ein bereits bekanntes Ergebnis 
(Nr. 534, Beispiel 2). Dann wird 


4 
_ImTatın, 1 gertti-g- 
Ip+g+r) (a+y)P J (Beryjatr 


1) Vgl. die Fußnote 2 auf 8.139. 
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und es ergibt sich schließlich wieder mit Hilfe desselben Ergebnisses 

eur N... 20) 2. 

Ipta+r) (aty)P Tla+r) (P+ytyr 
31 1221 C 12 (,) GUN EBENEN 

Pp+g+tr) (ey)? (B+ypRyr 

15. Die Funktionen f(x, y) und g(x, y) seien in einem beschränkten abgeschlossenen 
Gebiet (D) stetig, m und M seien der kleinste bzw. größte Wert der Funktion g in die- 
sem Gebiet; p(u) bezeichne eine Funktion, die für mzu=M stetig ist. 

Wir bezeichnen mit y(u) das Integral 

SS Ma, y) dady, 
m=sgsu 

das über den Teil des Gebiets (D) erstreckt wird, in dem die unter dem Integralzeichen 
angegebene Ungleichung erfüllt ist.!) 

Dann gilt folgende Formel von CATALAN: 


M 
„5 e f(x, y) plglz, y)) dedy =/ y(u) dylu).. 


DEIE 
Dabei ist das Integral rechts als Stieltjessches Integral zu verstehen. 

Da man eine stetige Funktion f immer als Differenz zweier positiver stetiger Funk- 
tionen ansehen kann, dürfen wir für den Beweis dieser Formel annehmen, die Funktion f 
sei positiv. 

Wir geben eine Zerlegung 

mem <Wü<.. <u; <Ur<. <un=M 
des Intervalls [m, M] willkürlich vor und zerlegen dementsprechend auch das zugrunde- 
liegende Integral (wir bezeichnen es mit I): 


ni n—i1 
I=2 SF plg) dady 2 sem) SS May) dedy. 


i=0 u; Sg9=u, 114 u=sg=u;r4 
Wir haben hierbei den verallgemeinerten Mittelwertsatz benutzt; (£F, n7) ist ein ge- 


wisser Punkt des Gebiets, in dem u; =g =u;,.ı Ist; also ist u, =uf zu; ,ı, wenn g(£7, nF) = 
=u; gesetzt wird. Daher ist schließlich 


n—i 
7=2 our) Ivlaı) =ylao] 


Wie wir sehen, ist die Summe rechts eine Stieltjessche Summe. Durch den Grenzüber- 
gang max Au,—>0 gelangen wir zu dem gewünschten Ergebnis: 


M 
I=(8) , plu) dylu). 


Besitzt die Funktion y(u) eine stetige (oder zumindest absolut integrierbare) Ab- 
leitung y’(w), so läßt sich das Stieltjessche Integral durch das gewöhnliche Integral 


M 
I=f plu) y’(u) du 


ersetzen. 

16. Als Beispiel zeigen wir, wie man nach der Methode von CATALAN aus der elemen- 
taren Dirichletschen Formel (vgl. Beispiel 12) eine allgemeinere Formel herleiten kann, 
die von LIOUVILLE?) stammt. 

Wir setzen speziell 


(x, %) =uPpiya-i, gl, y)=r+y, 
1) Wir nehmen an, die Gleichung g(x, y) =u beschreibe eine geschlossene Kurve, so 


daß das im Text erwähnte Gebiet von zwei solchen Kurven begrenzt wird. 
2) JoserH LiouVvILLe, 1809-1882, französischer Mathematiker. 
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und als Gebiet (D) wählen wir das Dreieck 2=0,y=20,2+y=1. Dann gilt nach der 
Dirichletschen Formel für O<u=1 


ylu)= Sf wriyenidedy=urtt ff arriytidedy 


z=20,y=0 z=0,y=0 
z+y=u z+y=i 
IE 1 DE A EREFER 
Ip+g+1) 
und unter Benutzung der Transformation von CATALAN erhalten wir 
1 
Xp) Pq) 
p-1,,9-1 d = dupt? 
[ ar yıtple+y) dedy Tp+q+1) y(u) du 
20,y=0 0 
z+y=1 : 
Ip) I\(q) 4 
| = T(p +) f o(%) uPt7-’du. 
0 


Das ist gerade die Liowvillesche Formel. 


17. Man bestimme das Volumen des Körpers, der begrenzt wird von 

(a) den Ebenen 2=0,y=0, z=0, dem Zylinder x? +y?= R? und dem hyperbolischen 
Paraboloid z=xy (im ersten Oktanten); 

(b) den Ebenen z=0, y=0, 2=0,x+2y=1 und der Fläche z=x?+y-+1; 

(c) den Ebenen y=1, z=0, dem parabolischen Zylinder y=x? und dem Paraboloid 
z=r2+y2; 


b 222 
(d) den Ebenen y=0,2=0,y = und dem elliptischen Zylinder =, +5 ==1; 


R VR-22 112 1-2 
Lösung. (a) V= | 2de f ydy=z Rt; (b) v-[, dy J (22+y+1) de=z; 
0 0 0 0 
1 1 88 a bz/a 1 
(cl) VY= fa Jer+,9ay =I05: (d V= fa | — Yar-z3 dy =. 
4 FR, 0 0 
18. Die gleiche Aufgabe löse man für den Körper, der begrenzt wird von 


2 x2 92 | 
(a) dem elliptischen Zylinder 23 + =1 und den Ebenen 2=0, z=/xr +uy+h (h>0); 
(b) den Zylindern az =y2, x2+y2=r? und der Ebene z=0: 

(c) dem Teil der Fläche zyz=a?, der aus der Fläche durch die Ebenen z=p,2=q 
(0-< p<g),z=r,2=s (0<r<s) herausgeschnitten wird, der Projektion dieses Teils 
auf die x, y-Ebene und der durch die Projektion entstehenden Zylinderfläche. 


: a Ya? 23/a 
Lösung. (a) V= [ de S (a+uy+h) dy=rabh=Ph 
se  —-bar-z2la 


(wenn P den Flächeninhalt der Ellipse bezeichnet: das Ergebnis ist geometrisch ein- 
leuchtend); | 


A r Yr2—y2 y 
4 —— ers 
b) V=-— [au | de= | ya En 
(b) Fa y’de= | „Pir-y2dy=—; 
& 


0 
a3/px 


3 
(e) v-[ 4 f —_ dy=a3in{m!. 


r a2lqz 


597. Beispiele 143 


19. Man bestimme das Volumen V des Körpers, der von dem Zylinder x?+y?=2axr 
aus dem Rotationsparaboloid y2+z2=4ar herausgeschnitten wird. 
Lösung. Es gilt 


Y2az— 23 


V= -1 fd S Y4az —- y2dy. 


Wir bestimmen die Stammfunktion f Y4ax —y? dy, indem wir in der bekannten Formel 


PLUS ESEEREIER b2 BEE 
fe» dy=z arcsin +2 10° y2 


b2=4ax setzen. Mit Hilfe der Stammfunktion finden wir das innere Integral (arcsin be- 
zeichnet den Hauptwert) 


Y2axr— 12 7 
re x 21 GR SOERRERPESIEAERREESEN 
f Y4az — y2dy =2ax aresin ) "4073 Y4a?—a2. 
0 


Durch partielle Integration erhalten wir weiter 


2a 
2a f x arcsin V;-2 ar de 
m — 2 
0 
n 3 
=> (2: arcsin > 3  Yaa? — x? \\ Be 
Schließlich wird 


rar de = a3 und V/= -1 (54502) =a° (27 +2). 


‘20. Man bestimme das Volumen V des Körpers, den der Zylinder 2?+y?2=Rr aus 
der Kugel x?2+y?+z?= R? herausschneidet (Abb. 48).1) 


Abb. 48 
Lösung. Es gilt 
V=4 ff YR?-x2—y2 dady; 
(P) 
dabei ist (P) der Halbkreis im ersten Quadranten der x, y-Ebene, der von den Kurven 
y=0 und x?+y?=Rr begrenzt wird, d.h., es ist 


R VRe-22 ___ 22. 
V=4fde f VR-a2-y2dy. 
0 0 


1) Diesen Körper nennt man manchmal den Vivianischen Körper, nach dem italieni- 
schen Mathematiker VIVIANI, der ihn zuerst untersuchte. 


per 
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Nun ist 


R2_22-y2 dy= arcsin ————+ —r:— 
J a 2 YR?—-x2 7 y=0 


R?—x?2 . % 1 — a 
m — arcsın Van: 7 YR (R-z)Yx. 


Durch nn Integration finden wir 


PREISER — BR 
Be V. = rR3 YR SR od 
fi ?? — 22) aresin Bir I=75 m Pe: x 


Beispielsweise mit Hilfe der Substitution x= Rt? kann man den Wert des letzten In- 
tegrals leicht finden. Er ist gleich 


YR 323 16 x 
VER EEE 3 
12 -2R2YR 3- 5) = (;; 5) R, 


also ist 


R BERFEGERSINEN 
1 x x 16 
5 J (R?—-x?) arcsin V- „de (5 5) RB 


Weiter finden wir mühelos 
2 
SVR f (R-x) Yxz de=; RB}, 


so daß sich schließlich 


ergibt.) 

Bemerkung. Da das Volumen der Halbkugel gleich Sr? ist, wird das Volumen des 
Teils der Halbkugel, den man durch Herausschneiden des Vivianischen Körpers erhält, 
gleich : R®. Es ist interessant, daß es sich rational durch den Radius R (ohne Zuhiltfe- 
nahme irgendeiner Irrationalität) ausdrücken läßt. 

21. Man berechne die Integrale 

I, = ffydedy und Ia= ffadedy 
(4) (A) 


über das Gebiet (A), das von dem Zykloidenbogen 
xz=a(t—-sint), y=a(1-cost) (0 =t=2r) 
und der x-Achse begrenzt wird. 


Lösung. Das Besondere dieser Aufgabe besteht darin, daß der Rand des Gebiets in 
Parameterdarstellung gegeben ist. Die Ordinate eines Zykloidenpunktes ist aber den- 


1) Später werden wir ein weit einfacheres Verfahren zur Berechnung dieses Volumens 
angeben (Nr. 611, Beispiel 6). 
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noch eine eindeutige und stetige Funktion der Abszisse x, y=y(x). Also erhalten wir, 
wenn wir nach der allgemeinen Formel zu einem iterierten Integral übergehen, 


2ra y(z) 1 2ra 
Ih= | da | ydy=z | ya). 
Ö 0 0 


Um uns von der uns unbekannten Funktion (x) freizumachen und zu bekannten 
Funktionen zurückzukehren, führen wir die Substitution z=a (t—sin t) durch. Dann 
muß y(x) durch a (1 —cos t) ersetzt werden, und wir erhalten 


1 2ra : Zr 5 
a u 
15 | a? (1-cos t)?da(t-sind)= [| (1-00? 4=2 rar. 
, 0 


Analog ergibt sich 
I „= ara}. 
22. Man berechne das Integral 


K= Sjaydıdy , 
(B) 


wobei das Gebiet (B) von den Koordinatenachsen und dem Astroidenbogen 


Te 
c=acos?t, y=asin®t (0 si=}) 


begrenzt wird. 
.. K er. 1 4 
Lösung. Te 


598. Anwendungen in der Mechanik. Alle geometrischen und mechanischen Größen, 
die mit einer ebenen stetigen Massenbelegung einer Figur (P) zusammenhängen und 
additive Gebietsfunktionen sind, lassen sich im Prinzip durch Flächenintegrale über 
diese Figur ausdrücken. In Nr. 593 sind wir auf diese Frage bereits ausführlich einge- 
gangen. Insbesondere sahen wir, daß die gesamte verteilte Materie durch die vorgege- 
bene Massendichte o(M) =e(x, y) folgendermaßen ausgedrückt werden kann: 


m=SjodP. (11) 
(P) 

Wir wollen hier kurz skizzieren, wie man üblicherweise Formeln dieser Art erhält. 
Der Gedankengang ist derselbe wie bei der Anwendung einfacher bestimmter Integrale 
(vgl. Nr. 348). 

Man greift ein Element (dP) der Figur (P) heraus und macht eine Annahme, die die 
Rechnung vereinfacht (beispielsweise, daß die Masse des ganzen Elements in einem 
Punkt konzentriert oder die Massendichte innerhalb eines Elements konstant ist), so 
daß es möglich wird, für das Element dQ der gesuchten Größe Q näherungsweise einen 
Ausdruck in der Gestalt 


dQ=qg(M)dP 
so anzugeben, daß der auftretende Fehler von kleinerer Größenordnung als dP ist. Dann 
wird der genaue Wert @ durch die Formel 


Q= (fa(M)dP 
(P) 


gegeben. 
Das kann man (wie in Nr. 348) auf zweifache Weise begründen. 
Einmal kann man durch Summation der Näherungsausdrücke für die Elemente dQ 


10 Fichtenholz Ill 
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einen Näherungswert für @ in Form einer Integralsumme erhalten, und der Grenz- 
übergang ergibt dann den genauen Wert Q als Grenzwert der Summe, d.h. als Integral. 
Andererseits erlaubt der Ausdruck für das Element d@ den Schluß, daß g(M) die Ab- 
leitung der Größe Q nach dem Gebiet (im Punkt M) ist, und daraus folgt auf Grund der 
Ausführungen von Nr. 593 wieder das gleiche Ergebnis. 
Es ist beispielsweise leicht festzustellen, daß die Elemente der statischen Momente 
und der Trägheitsmomente'bezüglich der Koordinatenachsen durch die Beziehungen 
dM,=yedP, dM,„=z0odP, 
Al, =y!edP, dl, =x?edP 
gegeben werden. Daraus folgt für die Momente selbst sofort 
M,=ffyedP, My= ffaedP, 
(P) (P) 


I,=SfyedP, Iy=SfetdP. (12) 
(P) (P) 


Die Koordinaten des Schwerpunkts der Figur ergeben sich dann in der üblichen 
Weise zu 


& xodP & yodP 
= m ’ = Mm € (13) 
Im Fall einer homogenen Figur (oe =const) vereinfachen sich diese Formeln: 
SxcdP SfyaP 
& (DB | 
MD, -Dn-. (14) 


Das sind die Koordinaten des sogenannten geometrischen Schwerpunkts. 

In einzelnen einfachen Fällen gelingt es, mit Hilfe von Flächenintegralen entspre- 
chende Aufgaben bei dreidimensionalen Körpern zu behandeln; hierher gehören vor 
allem zylindrische Körper. 

Es sei ein solcher Körper gegeben, der von einer Fläche z =z(z, y), deren Projektion 
(P) auf die x, y-Ebene und der bei der Projektion entstehenden Zylinderfläche (deren 
Erzeugende parallel zur z-Achse sind) begrenzt wird. Wenn beispielsweise gefordert 
wird, das statische Moment M,, eines homogenen Stabes zu bestimmen (der Einfachheit 
halber nehmen wir an, die räumliche Dichte sei gleich 1), so stellen wir uns vor, der 
Stab bestehe aus einer Reihe von Säulen mit der Grundfläche dP und der Höhe z. Das 
statische Moment einer Säule bezüglich der x, y-Ebene ist gleich ihrer Masse oder (was 
im vorliegenden Fall das gleiche ist) gleich ihrem Volumen z dP, multipliziert mit dem 


Abstand ihres Schwerpunkts von dieser Ebene, d. h. mit = 2. Daher ist das Element des 
statischen Moments gleich 2 


1 
dM;y 2 22dP. 


Daraus ergibt sich durch Summation über alle Säulen und anschließenden Grenzüber- 


gang 
1 
Mu=; [| =ar. (15) 
(P) 
Analog kann man auch die Formeln 
M„= ffyedP, M,.= SjxzdP (15a) 
(P) (P) 


herleiten. 
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Hiermit kann man leicht einen Ausdruck für die Schwerpunktskoordinaten £, n, & des 
Stabes angeben: 


SS zzdP 
— ud usw 
= V u V . 
Ganz genauso werden auch die Formeln für das Trägheitsmoment ], bezüglich der 
z-Achse und die Trägheitsmomente /,, und I,, bezüglich der Koordinatenebenen her- 
geleitet: 


= Narr edP, Iu= ffyedP, Inm ([adP. 2 


Offenbar ist I,=1,z +1yz- 

Wenn die räumliche Massendichte o zwar nicht konstant wäre, aber nur von x und y 
abhängen würde (d.h. längs einer Säule konstant wäre), so wäre es nach wie vor mög- 
lich, mit Flächenintegralen’ auszukommen. Im allgemeinen Fall jedoch, wenn e auch 
von 2 abhängt, sind Flächenintegrale nicht mehr ausreichend, und man muß Raum- 
integrale zu Hilfe nehmen (vgl. Nr. 649). 


599. Beispiele. 

1. Die Figur (P) sei ein krummliniges Trapez, das von der Kurve y=f(x), den Ordi- 
naten 2=a und z=b und dem entsprechenden Abschnitt der x-Achse begrenzt wird. 
Die Dichte der über diese Figur verteilten Masse sei 1. Man bestimme die statischen 
Momente M, und M,. 

Gehen wir in den Formeln (12) zu Doppelintegralen über, so erhalten wir 


b j@) 


b 
1 
m,=| [ var= [az [ ydy=z [| 11e) dr, 
(P) a 0 a 


b Io 6 
= ffxdP= [ade f dy= fx - (a) de 
(P) « 0 u 


oder, kürzer 


b b 
1 | 
& & 


Damit sind wir auf die Ausdrücke für die statischen Momente zurückgekommen, die 
wir schon früher erhalten hatten (Nr. 351). 

Wir überlassen es dem Leser, die entsprechenden Rechnungen für die Trägheits- 
momente /, und I, durchzuführen. 

2. Ein zylindrischer Stab (V) habe die ebene Figur (P) als Grundfläche und werde 
oben von einer beliebigen Ebene (X) begrenzt. Man beweise: Das Volumen V des 
Körpers ist gleich dem Produkt des Inhalts P der Grundfläche und der Länge k der 
Senkrechten auf der Grundfläche, die durch den Schwerpunkt des Körpers geht, und 
zwar bis zum Schnitt mit der Ebene (X). 

Liegen die Achsen wie gewöhnlich (Abb. 49) und hat die Gleichung der Ebene (K) 
die Gestalt 


z=ac+by+c, 
so gilt nach Formel (2*) aus Nr. 586 


= RETTEN dP=a & a u a 
( 
en Pk. 


10* 
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Abb. 49 


3. Es seien x und x’ zwei parallele Achsen vom Abstand hin der Ebene einer Figur (P), 
von denen x durch den Schwerpünkt der Figur gehe. Man beweise, daß die Trägheits- 
momente der Figur bezüglich dieser Achsen durch die Beziehung 


I =J; + hm 
miteinander verknüpft sind. Hierbei bezeichnet m die Masse der Figur. 
- Wählt man die x-Achse als Abszissenachse, so gilt 
Iz =Sf(y-h}?oedP=I,—2hM,-+hm . 
(P) 
Da nach Voraussetzung M,=0 ist, kommen wir zu der gewünschten Beziehung. 

4. Unter dem polaren Trägheitsmoment eines Massepunktes versteht man das Pro- 
dukt der Masse des Punktes mit dem Quadrat seines Abstandes von einem Pol. Es ist 
klar, was man unter dem polaren Trägheitsmoment einer ebenen Figur zu verstehen hat. 

Man beweise: Legt man den Pol in den Koordinatenursprung O0, so gilt für das 
polare Trägheitsmoment 

Io =]; +1, . 


5. In der x, y-Ebene sei eine beliebige Figur (P) gegeben. Man suche einen allgemei- 
nen Ausdruck für das Trägheitsmoment dieser Figur bezüglich einer beliebigen Achse u 
durch O, die mit der x-Achse den Winkel 0 bildet (Abb. 50). 


Wählt man die Achse # und die zu ihr senkrechte Achse v durch O als neue Koordi- 
natenachsen, so sind bekanntlich die neuen Koordinaten u, v mit den alten Koordinaten 
x, y durch die Beziehungen 


U=%C080+Yy sin ®, v= —-zsin®+ycos6 
verknüpft. Daher gilt 
I1,=Sf v?odP =cos? 9 - ffy?odP —2 sin 0 cos 0 - ff xyodP +sin29 - [fa?ed?P. 
(P) (P) "(P) (P) 
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Die Koeffizienten von cos? 6 und sin? 0 sind, wie wir sehen, die Trägheitsmomente I, 
und /, bezüglich der Koordinatenachsen. Außer diesen tritt aber hier noch die Größe 


Kıy =/fxyodP 
(P) 
auf, die man Zentrifugalmoment (vgl. Beispiel 7) oder Trägheitsprodukt nennt. Also ist 
],=I, c0s?0 —2K,, sin 6 cos0+I,sin?6. (17) 
Um die Änderung des Trägheitsmoments der Figur bei einer Drehung der Achse u zu 


veranschaulichen, geht man folgendermaßen vor. Auf der Achse u trägt man von O aus 
die Strecke 


ab (vgl. Abb. 50) und betrachtet den geometrischen Ort der so erhaltenen Punkte N. 
Bezeichnet man die Koordinaten des Punktes N mit x, y, so gilt 


one ON 
=ON c08 9 = ——, y= sin 0 = —— 
Wr y u 
Dividieren wir die Beziehung (17) durch I, so erhalten wir die Gleichung des erwähnten 


geometrischen Ortes: | 
102 -2Kyey+Iyy?=1. (18) 
Dehnt man die Schwarzsche Ungleichung auf Flächenintegrale aus, so erkennt man 
leicht, daß die Diskriminante I,/,— K2, positiv ist; die Kurve (18) ist also eine Ellipse. 
Man nennt sie die Trägheitsellvpse. 
Wenn K,,=0 ist, so erhält die Gleichung (18) die Form 
JI,;x?+J yY° 1: 
Sie zeigt, daß in diesem Fall die Koordinatenachsen die Achsen der Trägheitsellipse 
(Hauptträgheitsachsen) sind. 
6. Man beweise folgende Aussagen bezüglich des Zentrifugalmoments X,,: 
(a) Ist eine der Achsen, etwa die y-Achse, eine Symmetrieachse sowohl für die Figur 


(P) selbst als auch für deren Massenbelegung,!) so ist K,y=0. 
(b) Ist der Koordinatenursprung der Schwerpunkt der "Figur und sind die Achsen x, 
und y, durch den Punkt O,(a, b) parallel zu den ursprünglichen Achsen (Abb. 51), so gilt 


Kay =RK,y zab- P . 


mn 


1) So daß o( —x, y) =g(z, Y) ist. 
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Die Formel wird besonders einfach, wenn ÄK,,=0 ist, und zwar gilt dann 
Kay z r . (19) 


7. Eine ebene Figur (P) (Abb. 52), die stetig mit Materie belegt ist, rotiere mit der 
Winkelgeschwindigkeit um die y-Achse. Wir wollen die dabei entstehende resultie- 
rende Zentrifugalkraft F und ihr Moment M bezüglich der z-Achse bestimmen.) 

Für ein Element od ist die Zentrifugalkraft gleich 


dF=o%xg dP 


(für £>0 nach der einen und für «<0 nach der anderen Seite gerichtet), und das Mo- 
ment bezüglich der z-Achse ist 


dM =wayodP. 
Hieraus folgt durch Summation: 


F=o2 ff xedP=w2M,, M=o? ff aydP =w?K,,. 
(P) (P) 
Also ist die Größe XK,, für =1 das Moment der Zentrifugalkraft; daher stammt auch 
die Benennung „Zentrifugalmoment“. 

Die Zentrifugalkraft übt auf die Drehachse genau dann keine Wirkung aus, wenn die 
Bedingungen M,=0, K,,=0 erfüllt sind. 

Die erste bedeutet, daß der Schwerpunkt der Figur auf der y-Achse liegt, und die 
zweite, daß diese Achse Hauptträgheitsachse ist. Also übt die Zentrifugalkraft nur dann 
keine Wirkung auf die Drehachse aus, wenn diese eine der Hauptträgheitsachsen be- 
züglich des Schwerpunkts der Figur ist. 


8. Es sei (P) eine Figur, die mit der y-Achse keine Punkte gemein hat (Abb. 53). 
Wir betrachten den Körper, der durch Rotation der Figur (P) um die y-Achse ent- 


Abb. 53 


steht. Man bestimme sein Volumen V und die Lage seines Schwerpunkts C* (der tri- 
vialerweise auf der y-Achse liegt). 


Lösung. Wir betrachten zunächst den Ring, der von einem Element (dP) der Figur 
beschrieben wird. Denkt man sich diesen Ring aufgeschnitten und gestreckt, so kann 
man sein Volumen gleich dem Volumen eines Zylinders der Höhe 2rx mit der Grund- 
fläche dP ansetzen, d.h., es ist 


dV =2re-dP. 
Daher ıst 


V=2r ffadP=2rM,=2n&-P,. 
(P) 


1) Die Momente bezüglich der anderen Achsen sind offenbar gleich 0. 
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wobei M, das statische Moment der Figur bezüglich der y-Achse und & der Abstand 
des Schwerpunkts C.der Figur von dieser Achse ist. Damit haben wir wieder die 


Guldinsche Regel erhalten (Nr. 351), diesmal allerdings für eine Figur mit beliebigem 
Rand. 


Das statische Moment des von (dP) erzeugten Rings bezüglich der x, z-Ebene ist 
offenbar gleich 


dM =ydV =2rrydP; 
also ist 


M =2n ff xzydP=2rK,,. 
(P) 


Folglich gilt für die Koordinate y=n* des Schwerpunkts O* 


BEER nie y 
7 M, 1 


9. Man wende diese Formel auf den Spezialfall an, daß die Figur (P) ein rechtwink- 
liges Dreieck ist (Abb. 54). 

Mit den Bezeichnungen aus Abb. 54 gilt 
—( 1 )- (3a +b) 


M,=7Z a+zb 6 


(da die Lage des Schwerpunkts des Dreiecks bekannt ist). Berücksichtigen wir, daß die 
Hypotenuse des Dreiecks die Gleichung 
h 
y=7, (a+b-x) 


bh? (4a +b) 


hat, so finden wir K,, = 54 . Hieraus folgt auf Grund von (20) 


h da-+b 
7 74 3a+b' 


h 
Wie wir sehen, ist diese Koordinate von der Koordinate 7 =z des Schwerpunkts des 
Dreiecks verschieden. 


i un 
A IN | 
I i \ 7 
j | / \ dA 5 (dd 
TE _ zu Class 
0 0 0’ x (x') 
Abb. 54 Abb. 55 


10. Man beweise: Besitzt die rotierende Figur eine Symmetrieachse, die parallel zur 
Rotationsachse ist (Abb. 55), so ist notwendigerweise 
ed 
d. h., die Schwerpunkte des Körpers und der ebenen Figur liegen auf einer Höhe. 
Hinweis. Das folgt aus (20) und (19), wenn man berücksichtigt, daß K,,. = ist 
(vgl. Beispiel 6(a)). 


-r 
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11. Man zeige, daß unter den gleichen Voraussetzungen das Trägheitsmoment I des 
Rotationskörpers der betrachteten Figur bezüglich der Rotationsachse durch die For- 
mel [1 =2n£ (&2P +3I,,) ausgedrückt wird. 

12. Man wende die Formeln (15) und (15a) auf folgenden Spezialfall an: Die Grund- 
fläche des Körpers sei das Rechteck [0, a; 0, b], während der Körper oben von dem ellip- 
tischen Paraboloid 


begrenzt wird. 
3a?g +2b?p a 2a?g +3b2p b 
NE 
9a?q?+10a2b2pg +96%p? 1 
Tg Gong‘ 
13. Man bestimme den Schwerpunkt eines Zylinderabschnitts (Nr. 343, Beispiel 8; 
Abb. 56). 


Lösung. Mit den Bezeichnungen aus Abb. 56 ist z=ky die Gleichung der Schnitt- 
ebene, wobei k =tan « ist. Die Rolle von (P) spielt hier die von dem Halbkreis2? +y?=a? 
begrenzte halbe Kreisscheibe. Es gilt 


aYa2—22 9% & 
M -/[ yzdP =k f f yıdıdy => J (a? — x2)3/2 dx => kai, 
(P) -a 0 0 


Lösung. E= 


Abb. 56 Abb. 57 
Dad Yon Ve 3 ist, eilt E=0O us | = ka 
| = kat ist, gilt &=0,n= 77 7a, = 35 Tka. 
14. Man bestimme den Schwerpunkt des Teils des Ellipsoids 


22 y2 22 


der im ersten Oktanten liegt (Abb. 57). 
Lösung. Das Gebiet (P) wird von den Koordinatenachsen und der Ellipse 


y=--Va?-22 (0=2=a) 
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begrenzt; die Gleichung der Ellipsoidfläche in expliziter Form ist 
g2 y? 
3 =C 1 1 22 » . 
Nach Formel (15) ist 
b/i — 22/02 


x2 2 
nz [ar J (1 3-5) dy 


-., nf (a? -z2)#2 de = — — aber. 


Analog ergibt sich 


M „= a?be, M,;: a b>c 


16° 


! 


Jg a 
= TE ; 3 3 3 

Da für das Volumen YV = abc gilt, wird € =7n z; b,d =26 

15. Man bestimme das Trägheitsmoment eines Kreiszylinders von der Höhe h und 


dem Radius a bezüglich einer beliebigen Ebene, die durch seine Achse hindurchgeht 
(Abb. 58). 


Abb. 58 


Lösung. Haben wir die Koordinatenachsen so gewählt, wie es in Abb. 58 angegeben 
ist, so erhalten wir aus der zweiten der Formeln (16) 


Ya?— 2 
ne -[ [ yxdP=h f ee f yldy = h f (a2 — 22322 de=Z- hat. 
j =“ —1a3— 2 


16. Man bestimme das Trägheitsmoment J, des Ellipsoids 
22 y2 22 
ana” 
Lösung. Man kann sich auf einen Oktanten des Ellipsoids beschränken (Abb. 57) 


und das Ergebnis mit 8 multiplizieren. Dann wird das Gebiet (P) ein Quadrant der 
Ellipse 


t 
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Es gilt 
ai -—-y2/b2 


b Bez ner eu 
| 8 2 
1,=8 | [ yzar=— | ray : Var(ıi -75) - 2? 
(P) 0 0 


4 
anae | ve(t- ur Hau rab°c . 
0 


Analog wird 
4 
I y2 15 ra®be ’ 
und schließlich ist 


- 
I,=1I; +l1y: = iz Mabe (a?+b2). 


83. Der Gaußsche Integralsatz 


600. Herleitung des Gaußschen Satzes. Wir wollen nun eine Formel herleiten, 
die ein Flächenintegral mit einem Kurvenintegral verknüpft. 

Wir betrachten dazu ein „krummliniges Trapez“ (D) (Abb. 59), dessen Rand (Z) 
aus den Kurven 


(PO): y=Yol2) (a=sr=b) 


(RS): y=Y(x) (ası=b) 
und den beiden Strecken (PS) und (QR) parallel zur y-Achse besteht. 


und 


y y=Y(x) 


Abb. 59 
x 


Wir nehmen an, daß im Gebiet (D) eine Funktion P(x, y) gegeben ist, die nebst 
ihrer Ableitung - stetig ist. 


Wir berechnen nun das Flächenintegral 


J [5 dady 


nach a (6) aus Nr. 596; - Reue 


b 
at ja [: e 


Yo(z) 
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Das innere Integral läßt sich hier leicht mit Hilfe der Stammfunktion P(x, y) aus- 
rechnen, und zwar ist 


/ EN dy= Piz, Y) 
Also folgt 


b 
SF eev= P(x, Y(x)) dr [Pk Yo(z)) dr. 
(D) a [7 


"= Plz, Y(a))— Piz, yolz)) 


Yy=Yo(?) 


Diese beiden Integrale können durch je ein Kurvenintegral ersetzt werden. Er- 
innern wir uns nämlich an die Formel (7) von Nr. 547, so sehen wir, daß 


Pla, Y(a))dz= fPixz,y)dx und [ Plz, yolz))de= f Pix, y) de 
a (SR) a (PQ) 


ist. Hieraus folgt 


[5 drdy= je y) de— [Pe y) dx 
(D) 


(PQ) 
= [Pia,y)de+ f Pia,y)de. 
(Br (QP) 


Da wir das Integral über den ganzen Rand (Z) des Gebiets (D) in die Betrachtung 
einführen wollen, addieren wir zur rechten Seite dieser Beziehung noch die In- 
tegrale 

SPiay)de und S/Pia,y)dz, 
(PS) (RQ) 


die offenbar gleich 0 sind, da die Strecken (PS) und (RQ) auf der x-Achse senkrecht 
stehen (siehe Nr. 547). Wir erhalten 


[SZ drdy= ad [ Pax+ f Pax+ | Pdz h 
dY R 
(D) (SR) (RQ) (QP) 

Die rechte Seite Hioser ARE ist ein Integral über die geschlossene Kurve (Z), 
die das Gebiet (D) begrenzt, aber in negativer Richtung. In Übereinstimmung mit 
der Vereinbarung, die wir hinsichtlich der Bezeichnung von Kurvenintegralen 
über geschlossene Kurven getroffen haben (Nr. 548), können wir schließlich die er- 
haltene Formel wie folgt schreiben: 


WERE [Pe y)dr. (1) 


(D) (L) 

Obwohl diese Formel unter der Voraussetzung hergeleitet worden ist, daß die 
Achsen ein Rechtssystem bilden, gilt sie, wie man sich leicht überzeugen kann, 
ohne Änderung auch für ein Linkssystem (es wird nur der positive Umlaufssinn 
der Kurve ein anderer). 

Die hergeleitete Formel gilt auch für Gebiete von allgemeinerer Form als das 
bisher betrachtete: Es genügt vorauszusetzen, daß das Gebiet (D) durch Parallelen 
zur y-Achse in endlich viele krummlinige Trapeze der angegebenen Form zerlegt 
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werden kann. Wir werden auf den Beweis dieser Tatsache nicht eingehen, da er 
ganz genauso geführt wird wie in Nr. 551 bei der Verallgemeinerung der Formel, 
die den Flächeninhalt durch ein Kurvenintegral ausdrückt. Der Bereich (D) kann 
auch mehrfach zusammenhängend sein. 

Analog beweist man auch die Formel 


2 _ 
[SF drdy- [wa () 
(D) (L) 

unter der Voraussetzung, daß die Funktion Q und ihre partielle Ableitung = im. 


Gebiet (D) stetig sind. Dabei wird jetzt das Gebiet (D) zunächst als krummliniges 

Trapez der in Abb. 60 dargestellten Form angenommen. Es wird von Kurven 
(PS): z=xly) (c=y=d) 

und 


(OR): z=X(y) (c=y=d) 


und zwei Strecken (PQ) und (RS) parallel zur x-Achse begrenzt. Danach läßt sich 
die Formel wie oben auf den Fall verallgemeinern, daß das Gebiet durch Parallelen 
zur x-Achse in endlich viele krummlinige Trapeze dieser Art zerlegt werden kann. 

Genügt das Gebiet (D) gleichzeitig den Bedingungen beider Fälle, d. h., läßt es sich 
sowohl in endlich viele Trapeze der ersten Art als auch (unabhängig davon) in end- 
lich viele Trapeze der zweiten Art zerlegen, so gelten für (D) beide Formeln (1) und 
(2), natürlich unter der Voraussetzung, daß die Funktionen P,Q und ihre Ablei- 


P a 
tungen - ; = stetig sind. Durch Subtraktion der Formel (1) von (2) erhalten wir 


J (Pdx+Qdy) = f f (5-55) dar () 


Das ist der Gaußsche Integralsatz.t) 
Die Formeln in Nr. 551, die den Flächeninhalt durch Kurvenintegrale aus- 
drücken, erhält man hieraus leicht als Spezialfälle. Beispielsweise kommen wir 


zu Formel (9) aus Nr. 551, wenn wir P= — y, Q=0 setzen und die triviale Gleichung 
ff dedy=.D benutzen. 


(D) 


1) Er wird gelegentlich auch nach GREEN oder RiEMANN benannt. 
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Auch hier kann man, wie in Nr. 551, den Bedingungen, unter denen (3) gilt, 
eine besser zu überblickende Form geben, und zwar kann man beweisen, daß der 
Gaußsche Satz für jedes Gebiet (D) gilt, dessen Rand aus einer oder mehreren stückweise 
glatten Kurven besteht. 

Es sei (Z) der gesamte Rand unseres Gebiets. Wir wiederholen die Überlegungen 
von Nr. 551, beschreiben in (Z) einen Polygonzug (A) ein (der zwei vorher fest- 
gelegte Eckpunkte hat) und betrachten das von diesem begrenzte Vieleck (A). Wir 
setzen der Einfachheit halber voraus, daß die Funktionen ? und Q auch außerhalb 
des Gebiets (D), etwa in irgendeinem (D) umfassenden Rechteck (R), definiert und 
stetig sind und daß sie dort stetige Ableitungen er und Er besitzen.t) Man kann 
annehmen, daß auch (4A) in (R) enthalten ist. Da das Vieleck offenbar sowohl in 
'Trapeze der einen als auch in Trapeze der anderen Art zerlegt werden kann, darf 
man darauf den Gaußschen Satz anwenden: 


S Pte, date Daul= [| (3, ) ddr (a 


Wenn die a der längsten Seite Per Polygonzuges (A) gegen 0 strebt, so kon- 
vergiert nach dem Lemma aus Nr. 550 (und der dazugehörigen Bemerkung) die 
linke Seite von (4) gegen die linke Seite von (3). 

Andererseits kann man, wie wir in Nr. 551 gesehen haben, den Polygonzug (4A) 
so wählen, daß er außerhalb eines Vielecks (A) und innerhalb eines Vielecks (B) 
liegt, die dem Gebiet (D) ein- bzw. umbeschrieben sind und deren Inhalte sich be- 
liebig wenig unterscheiden: 

B-A<e. 
Man kann annehmen, daß (A) und (B) in dem oben erwähnten Rechteck (R) liegen. 
9% 


P 
Es gilt, wenn man zur Abkürzung ; en f setzt, 
| Sf fdedy— Sf fdxdy|=| r u ff fdxdy| 
(D) (4) DM (N-(4) 
= ff Ifldedy+ SF Iildedy 
(D)-(4) (A)—-(4) 


=2 ff |fidedy<2Me, 
(B)-(A) | 
wobei M das Maximum von |/| auf (R) ist. Hieraus folgt, daß bei dem erwähnten 
Grenzübergang auch die rechte Seite von (4) gegen die rechte Seite von (3) kon- 
vergiert. Damit ist die Gültigkeit dieser Formel bewiesen. 


601. Die Anwendung des Gaußschen Satzes bei der Untersuchung von Kurven- 
integralen. Wir betrachten ein einfach zusammenhängendes (Nr. 559) offenes 
Gebiet (G) und setzen voraus, daß in ihm Funktionen P und Q gegeben sind, die 


nebst ihren Ableitungen - und = stetig sind. Wir stellen noch einmal (Nr. 561) 


die Frage: 


4) In Wirklichkeit ist diese Voraussetzung für die Gültigkeit des Satzes unwesentlich. 
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Welchen Bedingungen müssen die Funktionen P und (Q) genügen, damit das Kurven- 
integral 
[ (Pdx+0Qdy) 6) 
(L) 
über eine beliebige einfache geschlossene Kurve (L), die ganz in (G) liegt, verschwindet? 
Da wir das zugrunde liegende Gebiet (@G) als einfach zusammenhängend voraus- 
gesetzt haben, gehört das Gebiet (D), das von der Kurve (Z) von außen begrenzt 
wird, ebenfalls zu (G), so daß wir darauf den Gaußschen Satz anwenden dürfen !); 
dadurch wird das Kurvenintegral (5) durch das Flächenintegral 


[SE-F)am 6 


ersetzt. Damit ein solches Integral immer verschwindet, ist offenbar die Voraus- 
setzung hinreichend, daß 
oP 00 
Fr} (A) 
ist. 

Daß die Bedingung (A) notwendig ist, kann man am einfachsten beweisen, 
indem man unter der Voraussetzung, daß das Integral (6) gleich 0 ist, nach dem 
Gebiet differenziert (Nr. 593): Der Integrand muß als „Ableitung“ des Integrals (6) 
selbst identisch verschwinden. 

Damit haben wir, wenn man das Lemma aus Nr. 561 berücksichtigt, erneut be- 
wiesen, daß die Bedingung (A) notwendig und hinreichend dafür vst, daß Integrale der 
Form (5) über eine beliebige geschlossene Kurve verschwinden, wenn nur das zugrunde- 
liegende Gebiet (G) einfach zusammenhängend ist (Nr. 561, Satz 5). Nach Satz 4 aus 
Nr. 561 ist die Bedingung (A) unter den gleichen Voraussetzungen bezüglich des Ge- 
biets auch notwendig und hinreichend dafür, daß das Kurvenintegral 


S(Pdx+Qdy) 
(AB) 


über eine Kurve (AB), die die Punkte A und B verbindet, nicht von der Form des 
Integrationsweges abhängt (Nr. 560, Satz 3). 

Der Gaußsche Satz erlaubte es, dies direkt zu beweisen und alle Überlegungen 
zu vermeiden, die mit der Integration vollständiger Differentiale zusammenhängen. 
Dabei wurde nochmals die Rolle der Voraussetzung über den einfachen Zusammen- 
hang des zugrundeliegenden Gebiets beleuchtet. 

Jetzt kann man umgekehrt hieraus mit Hilfe der Betrachtungen von Nr. 556 
beweisen, daß die Bedingung (A) für die Integrabilität von P d«+Q dy hinreichend 
ist (Nr. 560, Satz 2). Daß sie notwendig ist, ist unmittelbar klar. 


602. Beispiele und Ergänzungen. 
1. Man prüfe den Gaußschen Satz für die Funktionen 
BENOHEEIFFIR. ZUR mu a 
(a) P= 22 +9y2’ rent (b) Peg 


im Kreis vom Radius 1 um den Koordinatenursprung nach. 


Y 


1) Der Leser beachte, in welcher Weise hier der einfache Zusammenhang des Gebiets (G) 
benutzt wird. 
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: ’ „,09 0P 
Hinweis. In beiden Fällen ist Nein so daß das Flächenintegral ver- 


0x2 09% 


schwindet. Das Kurvenintegral über den Kreis 
x=cost, y=sint (0=ti=2r) 


ist jedoch nur im Fall (b) gleich 0, im Fall (a) dagegen gleich 2r. 

Das stammt daher, daß der Gaußsche Satz unter der Voraussetzung hergeleitet wor- 
den ist, daß die betrachteten Funktionen und ihre Ableitungen stetig sind, während hier 
in beiden Fällen diese Bedingung im Koordinatenursprung verletzt ist (P und Q exi- 
‚stieren dort nicht). Im Fall (a) gilt der Gaußsche Satz tatsächlich nicht; es ist interes- 
sant, daß er, wie im Fall (b), auch gültig sein kann, wenn die Stetigkeitsvoraussetzung 
verletzt ist (vgl. Nr. 565, Beispiel 13). 


2. Man transformiere den Gaußschen Satz auf die Form 
oP 0° 
(a) can dırdy = jew- -Qdz) 
oder 


(b) J J (+ 2) drdy = J [P cos (x, ») +Q sin (x, v)] ds 


(wobei v die ER der äußeren ai bezeichnet). 


Hinweis. Man ersetze Pdurch -—Q und Q@ durch P; danach benutze man die Formel 
(15) aus Nr. 553 zur Transformation des Kurvenintegrals zweiter Art in ein Kurvenin- 
tegral erster Art. Man beachte die Normalenrichtung. - 


3. Mit Hilfe des Gaußschen Satzes beweise man die Formeln 


(a) me Sr" f 


(D) / 


9u MW PR 09V 
(b) esmar- [fee Eye Ba, 5.) 4 xdy -+ AR- Er 


Au -uAv) dedy = | AP 
(c) (fe u —-udfv) dedy = f v-u5,) 8, 
(D) (L) 


wenn 


2 
Af= rn und N cos (x, ») + sin (x, ®) 
ist. Dabei seien u und v nebst ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig. 
au 
9y 
setzt; (a) ist ein Spezialfall von (b) (v=1); (c) erhalten wir, indem wir in (b) die Rollen 
von u und v vertauschen und das Ergebnis von (b) subtrahieren. 


! u 
Hinweis. (b) ergibt sich aus Beispiel 2 (b), wenn man dort P I und Q =v 


4. Eine Funktion u, die einschließlich ihrer Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
stetig ist und in dem betrachteten Gebiet der Gleichung Au=0 genügt, nennt man in 


diesem Gebiet harmonisch. 
Unter'der Voraussetzung, daß die Funktion u im Gebiet (@) stetige Ableitungen 


du du au ru N 
du’ Du’ de und Ei besitzt, beweise man folgenden Satz: Die Funktion u=u(z, y) 


# 
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ist genau dann harmonisch, wenn für jede einfache geschlossene Kurve (L) die Bedingung 


= ds=0O 
(L) 
erfüllt ist. 


Hinweis. Man benutze die Formel 3(a). 


5. Wenn eine Funktion u =ulz, y) in einem abgeschlossenen Bereich (D), d. h. in einem 
umfassenderen offenen Gebiet, harmonisch ist, so sind ihre Werte im Innern des Bereichs 
(D) eindeutig durch ihre Werte auf dem Rand (L) bestimmt. 

Mit anderen Worten: Zwei im Gebiet (D) harmonische Funktionen u, und u», die auf 
dem Rand (Z) die gleichen Werte annehmen, sind im ganzen Gebiet identisch. 

Durch Einführung der Differenz u=u, -u, reduzieren wir das Problem auf den 
Beweis dafür, daß eine im Gebiet (D) harmonische Funktion, die auf dem Rand (L) ver- 
schwindet, im ganzen Gebiet identisch 0 ist. 

Wir setzen in Formel 3(b) die Funktionen u und v gleich: v»=u. Berücksichtigen wir 
die Bedingungen für u, so erhalten wir 


Ile) (u) Two. 


Hieraus a daß im ganzen Gebiet (D) 


ist, folglich ist u eine Konstante. Da u auf (L) verschwindet, ist also u überall gleich 0. 
Wenn also die Randwerte die Funktion u bestimmen, dann eindeutig. 


6. Es sei u eine harmonische Funktion im Gebiet (G), (29, %0) irgendein innerer Punkt 
dieses Gebiets und (X) der Kreis vom Radius R um diesen Punkt.!) Dann gilt die wich- 
tige Formel 


1 
May) Jury ds, m 
(Ep) 


d. h., der Wert der harmonischen Funktion im Mittelpunkt ist das „arithmetische Mittel“ 
ihrer Werte auf dem Kreis. Das wollen wir jetzt beweisen. 

Wir setzen v=Inr, wobei r=Y(x —-x29)?+(y-yo)? ist. Es ist leicht nachzuprüfen, 
daß v eine harmonische Funktion in dem Gebiet ist, das man aus der Ebene durch Her- 
ausnehmen des Punktes (z,, %9) erhält. In diesem Punkt existiert die Funktion nicht. Sie 
strebt dort gegen — ». 

Wir umgeben den Punkt (x,, %9) mit einem Kreis (k,) vom Radiuso (0 < R ) und wenden 
auf das Gebiet (D) zwischen den Kreisen (K R) und (k, N die Formel 3 (c) an; der Rand (Z) 
ist die Vereinigung von (X) und (Ko). Da in diesem Gebiet die beiden Funktionen u 
und v harmonisch sind, erhalten wir links 0. Rechts verschwindet das Integral 


u 
f v>,ds, 
(L) 
denn beispielsweise auf dem Kreis (Kx)istv=In R=const und (unter Berücksichtigung 


‘von Beispiel 4) 


) 
5 ds=0. 
(Kr) 


1) Der Radius & wird als so klein vorausgesetzt, daß (X 5) ganz im Gebiet (G) liegt. 
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Andererseits gilt 
BL _dinr 1. (X A 
oV u dr r=R R = R) en Fr dr r=o 


also erhalten wir schließlich 


1 1 

— f uds =— f uds . 

% R | 
(ko) (Kr) j 


Für hinreichend kleines oe unterscheidet sich die Funktion u auf dem Kreis (k,) be- 
liebig wenig von dem Wert u(x,, %) im Mittelpunkt, die linke Seite strebt also für o>0 
gegen den Grenzwert 2 - u(xg, Y0)- Durch diesen Grenzübergang wird die Behauptung 
bewiesen. 


I% dInr | 


1 
= —— auf (k,); 
3 (ko) 


7. Das in Aufgabe 6 bewiesene Ergebnis läßt eine interessante Schlußfolgerung zu: 
Ist eine Funktion u(z, y) in einem abgeschlossenen Gebiet (D) mit dem Band (L) stetig 
und im Inneren dieses Gebiets harmonisch, so kann die Funktion ihr Maximum (Mini- 
mum) nicht vm Inneren des Gebiets annehmen, es sei denn, sie sei eine Konstante. 

Wenn nämlich die erwähnte Funktion u(z, %) nicht konstant wäre und etwa ihr Maxi- 
mum in einem inneren Punkt (x,, Y) annähme, so könnte man leicht zu einem Wider- 
spruch zu Formel (7) gelangen. 

Nun können wir auch das Ergebnis von Aufgabe 5 verschärfen. Die Funktion u sei 
jetzt im abgeschlossenen Bereich (D) stetig, aber nur im Inneren des Gebietsharmonisch, 
Auch hier genügt es zu beweisen, daß die Funktion u identisch 0 ist, wenn sie auf dem 
Rand verschwindet. Das folgt aber aus der Überlegung, daß sie andernfalls im Wider- 
spruch zu der oben gemachten Bemerkung ihren größten oder kleinsten Wert im 
Inneren des Gebiets annehmen würde. 


$4.  Variablentransformation in Flächenintegralen 


603. Transformation ebener Gebiete. Wir nehmen an, es seien zwei Ebenen gegeben, 
von denen die eine auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem (x, y) und die andere 
auf ein ebensolches System (£, n) bezogen ist. Wir betrachten in diesen Ebenen zwei 
abgeschlossene Bereiche: einen Bereich (D) in der x, y-Ebene und einen Bereich (4) 
in der &, n-Ebene. Jeder dieser Bereiche darf auch unbeschränkt und insbesondere 
gleich der vollen Ebene sein. Wir wollen voraussetzen, der Rand des Bereichs (wenn 
nicht der Fall der vollen Ebene vorliegt) sei eine einfache stück weise glatte Kurve; 
wir bezeichnen sie für den Bereich (D) mit (8) und für den Bereich (A) mit (2); 


vgl. Abb. 61. 
Wir nehmen an, im Gebiet (4) sei ein System stetiger Funktionen 
z=x{&,n),  y=yl,n) (1) 
J 
Abb. 61 
0 


i1 Fichtenholz III 
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gegeben, das jedem Punkt (£, n) des Bereichs (A) einen bestimmten Punkt (x, y) 
aus (D) zuordnet, und zwar so, daß kein Punkt (x, y) aus (D) ausgelassen wird, 
daß also jeder solche Punkt wenigstens einem Punkt (£, n) aus (A) zugeordnet ist. 
Wenn verschiedenen Punkten (£, n) verschiedene Punkte (x, y) entsprechen (was 
wir in Zukunft voraussetzen wollen), wenn also jeder Punkt (x, y) nur einem Punkt 
(£, n) zugeordnet ist, so sind die Formeln (1) eindeutig nach &E und n auflösbar. Die 
Veränderlichen & und n sind also ihrerseits eindeutige Funktionen von zund yin (D): 


E=ila,y), nen y). (la) 

Somit besteht zwischen den Bereichen (D) und (A) eine umkehrbar eindeutige 
oder eineindeutige Beziehung. Man sagt auch, daß die Formeln (1) eine Abbildung 
des Bereichs (A) auf den Bereich (D) vermitteln, während die Formeln (1a) die (dazu 
inverse) Abbildung des Bereichs (D) auf dem Bereich (4) liefern. 

Wenn die genannten Bereiche gleich den entsprechenden Ebenen sind, so han- 
delt es sich um eine Abbildung einer Ebene auf eine andere. Wenn schließlich beide 
Ebenen zusammenfallen, d. h., wenn man die Punkte (x, y) und (£, n) als Punkte ein 
und derselben Ebene ansieht, so liegt eine Abbildung der Ebene auf sich selbst vor. 

Wir wollen weiter voraussetzen, daß die Funktionen (1) und (1a) nicht nur stetig 
sind, sondern auch stetige partielle Ableitungen (erster Ordnung) besitzen. Dann 
gilt bekanntlich (Nr. 203, Formel (4)) 


D(z, y) ‚Dis; n_ : 
D(8, n) Die, y) Y) 
also sind beide Funktionaldeterminanten von O verschieden, und sie haben auf 
Grund der Stetigkeit stets dasselbe Vorzeichen. 
Aus der Tatsache, daß die Determinante 


|dx x 
D(x, y) = dE on 
D(&n) \dy 9y 
05 0m 1 
von 0 verschieden ist, folgt bereits, daß einem inneren Punkt (£,, 0) des Bereichs (4) 
auf Grund der Formeln (1) ein innerer Punkt des Bereichs (D) entspricht; denn nach 
dem Satz über implizite Funktionen (Nr. 208) sind die Variablen &£ und n durch diese 
Formeln in einer Voll-Umgebung des Punktes (x,, %,) als eindeutige Funktionen von 
x und y bestimmt. Analog entspricht einem inneren Punkt des Bereichs (D) immer 
ein innerer Punkt des Bereichs (A). Daraus folgt, daß Punkten des Randes (2) 
wieder Punkte des Randes (8) entsprechen müssen und umgekehrt. 
Ist (A) eine einfache stückweise glatte Kurve im Bereich (4), so ist ihr Bild bei 
der Abbildung (1) eine ebensolche Kurve (Z) im Bereich (D). Sind nämlich 


&=£ält), n=n(t) («st=ßodera=ti=ß) (3) 


die Gleichungen der Kurve (A), so darf man annehmen, daß die Funktionen {{t) 
und n(£) stetige Ableitungen haben, die nicht gleichzeitig verschwinden (indem man 
sich auf ein glaties Stück der Kurve beschränkt). Setzen wir diese Funktionen in: 
die Transformationsformeln (1) ein, so erhalten wir die Parameterdarstellung der 


(2) 
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zugehörigen Kurve (ZL), 


=x(et), nr,  y=ylel), nd)=yYU). (4) 
Wie man leicht sieht, besitzen diese Funktionen ebenfalls stetige Ableitungen 
NE un Un 
EV VON TO (8) 


Auch diese können nicht gleichzeitig verschwinden, so daß also. auf der Kurve (Z) 


D(z,y) 
D(8, n) 
schieden ist, würde nämlich andernfalls aus (5) folgen, daß gleichzeitig &°=0 und 


7 =0 ist, und das ist unmöglich. 

Wenn der Punkt (£, n) in der £&, n-Ebene eine geschlossene Kurve (A) etwa in 
positiver Richtung durchläuft, so durchläuft der entsprechende Punkt (x, y) 
ebenfalls irgendeine geschlossene Kurve (L) in der x, y-Ebene; seine Umlaufrich- 
tung kann jedoch sowohl positiv als auch negativ sein. Dies hängt, wie wir später 
sehen werden (Nr. 606, 1°), von dem Vorzeichen der Funktionaldeterminante (2) ab. 

Die Angabe eines Wertepaares der Veränderlichen & und n aus dem Bereich 
(A) bestimmt eindeutig irgendeinen Punkt des Gebiets (D) in der x, y-Ebene (und 
umgekehrt). Das berechtigt uns, auch die Zahlen £, n Koordinaten der Punkte des 
Bereichs (D) zu nennen. Im Grunde genommen liefern uns die Gleichungen (1) 
eine Parameterdarstellung!) der ebenen Figur (D); sie ist ein Spezialfall der Para- 
meterdarstellung von Flächen, die bereits behandelt wurde (Nr. 228). 

Wie dort wird eine Kurve, die aus solchen Punkten besteht, deren eine Koor- 
dinate einen festen Wert hat, eine Koordinatenlinie genannt. Beispielsweise er- 
halten wir die Parameterdarstellung einer Koordinatenlinie, wenn wir in (1) 
n= N. Setzen: 


= x($, no); Yy-= y(S, 20) 


(die Rolle des Parameters spielt hier £). Eine implizite Gleichung derselben Linie 
erhalten wir, wenn wir in der zweiten der Gleichungen (1a) =, setzen: 


keine singulären Punkte liegen können. Weil die Determinante 


(2, y)= Mm - 

Da die Koordinatenlinien im allgemeinen gekrümmt sind, nennt man auch in 
diesem Fall (wie im Fall einer krummen Fläche) die Zahlen £, n, die die Lage eines 
Punktes in der x, y-Ebene charakterisieren, krummlinige Koordinaten des Punktes. 

Zu verschiedenen (zulässigen) festen Werten der Koordinate n gehört ein ganzes 
System von Koordinatenlinien in der x, y-Ebene. Halten wir den Wert der Koor- 
dinate & fest, so erhalten wir ein anderes System von Koordinatenlinien. Liegt eine 
umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den betrachteten Bereichen vor, so 
schneiden verschiedene Kurven ein und desselben Systems einander nicht, und 
durch jeden Punkt des Bereichs (D) geht je eine Linie eines jeden Systems, die sich 
unter einem von 0 verschiedenen Winkel schneiden. 

Das gesamte Netz der Koordinatenlinien in der x, y-Ebene ist das Bild des Netzes 
der Geraden &=const und n=const in der &, n-Ebene (Abb. 61). 


1) Wenn man zu ihnen noch die Gleichung z=0 hinzufügt. 


11* 
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604. Beispiele. 

1. Das einfachste und wichtigste Beispiel krummliniger Koordinaten sind die Polar- 
koordinaten r, 0. Man kann sie anschaulich geometrisch als polaren Radiusvektor und 
als polaren Winkel deuten, man kann sie aber auch formal mit Hilfe der bekannten 
Beziehungen 


xc=rcosd, y=r sin ® (r=0) 


einführen. 
Wenn man die Werte r und 9 auf zwei zueinander senkrechten Achsen abträgt und 


annimmt, daß etwa r die Abszisse und 6 die Ordinate ist (bei Rechtsorientierung der 
Achsen), so entspricht jedem Punkt der Halbebene r=0 nach den angegebenen For- 
meln genau ein bestimmter Punkt der x, y-Ebene. 

Der Leser wird mit den diesbezüglichen Koordinatenlinien wahrscheinlich bereits zu 
tun gehabt haben: Den Geraden r =const >O entsprechen Kreise vom Radius r um den 
Koordinatenursprung O0, den Geraden @=const entsprechenden Strahlen, die vom 
Koordinatenursprung ausgehen und mit der x-Achse den Winkel 6 bilden (Abb. 62). 

Jedoch sind im vorliegenden Fall die Transformationsformeln im allgemeinen nicht 
eindeutig auflösbar: Eine Änderung der Größe des Winkels 9 um 2kr (wobei k eine 
ganze Zahl ist) ändert die Werte x und y nicht. Um alle Punkte der x, y-Ebene zu er- 
halten, genügt es, sich auf die Werte | 


r=0, 0=:0<2r 


zu beschränken. Jedem vom Koordinatenursprung verschiedenen Punkt (z,y) ent- 
spricht ein einziger Wert r>0 und ein einziger Wert 0 in den angegebenen Grenzen. 
Eine nicht zu behebende Verletzung der Eindeutigkeit der Beziehung liegt jedoch im 
Koordinatenursprung vor: Dem Punkt z=y=0 entspricht in der r, 6-Ebene die ganze 
0-Achse (oder, wenn man so will, ihr Abschnitt von 0 =0 bis 6 =2r). 


Abb. 62 Abb. 63 


Wir betrachten in der r, 6-Ebene das abgeschlossene Rechteck [0, R; 0, 2r] oder 
oaßy (Abb. 63); wie man leicht sieht, entspricht ihm in der x, y-Ebene die abgeschlos- 
sene Kreisscheibe vom Radius R=04A um den Koordinatenursprung O. Jedoch ent- 
spricht der Rand dieses Kreises nur der Seite a«ß des erwähnten Rechtecks; den Seiten 
ox und ßy entspricht (beiden!) ein und derselbe Radius OA des Kreises, und der Seite 
oy schließlich entspricht allein der Punkt O. Hier sind die im vorigen Abschnitt ange- 
gebenen Bedingungen offensichtlich nicht erfüllt. 

Verschiebt man aber die Seite oy um einen kleinen Betrag e=00’ und die Seite yß 
um e=fß’, so entspricht dem neuen Rechteck o’aß’y’ in der x, y-Ebene eine Figur 
0’AB’C’, die man erhält, wenn man aus dem Kreis einen kleinen Kreis von Radius 0 
und einen Kreissektor vom Zentriwinkel e herausschneidet. Jetzt sind alle obengenann- 
ten Forderungen erfüllt. Verschiebt man einen Punkt in der r, 6-Ebene längs der 


604. Beispiele 165 


Strecken aß’, B’y’, y’o’ und 0o’x, so beschreibt der entsprechende Punkt in der x, y-Ebene 
der Reihe nach den Bogen AB’ (Radius R), die Strecke B’C’, den Bogen C’O0’ (Re- 
dius e) und die Strecke 0’A. Wir bemerken nebenbei, daß dem positiven Umlaufsinn 
in der r, 6-Ebene der positive Umlaufsinn in der x, y-Ebene entspricht. 
Für die Funktionaldeterminante gilt im vorliegenden Fall 
Dix, Diz,y) |cos6 —r sind) 
D(r, 6)  |sin 0 rcos0| 
sie ist (wenn man den Koordinatenursprung ausschließt) durchweg positiv. 
2. Wir betrachten die Abbildung der Ebene auf sich selbst, die durch die Formeln 


Zu 
"Rr22’ I 2472 
definiert wird (£ und 7 sollen nicht gleichzeitig 0 sein). 


Läßt man die x-Achse mit der &-Achse und die y-Achse mit der n-Achse zusammen- 
fallen, so hat diese Abbildung eine anschauliche geometrische Bedeutung. Wegen 


214.92 ! ER 
x +Y ee) und eo 
ist klar, daß einander entsprechende Punkte immer auf demselben Strahl.vom Koordi- 
natenursprung aus liegen und daß das Produkt ihrer Abstände vom Koordinaten- 
ursprung gleich 1 ist. Diese Abbildung nennt man Abbildung durch reziproke Radten 
oder Inversion am Einheitskreis. Sie ist eindeutig umkehrbar: 


&=—- = 
x? +y2’ x2 +9? 


(wobei jetzt x und % nicht gleichzeitig O0 sein sollen). 


we. 
DE 


SR FE 


ES 
N 
> 


4 >> 
\& 
” 


Die Koordinatenlinien sind Kreise durch den Koordinatenursprung, deren Mittel- 
punkte auf der x- bzw. y-Achse liegen (Abb. 64): 


= 


1 
20”"7Z 
Abb. 64 


1 
rg? em (&o#0), 
0 


1 
a =0 (No*+0). 
Für &,=0 ergibt sich die y-Achse (x=0) und für ie =( die x-Achse (y=0). 
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1 in a 
Dem Quadrat =, 1; 7° | in der £&, n-Ebene beispielsweise entspricht das in Abb. 64 


gestrichelte Gebiet. Die Umlaufrichtungen der Randkurven stimmen hier nicht überein, 
Wegen 
0x ay mM—E dx Oo 2En 


— 
Eng m Dr 


DE (A N  dE (24m) 


De, y) 1 
Den) (4% 
3. Geht man von den Transformationsformeln 
a=ö-n,  y-2n 
aus, so werden x und y eindeutig durch & und n bestimmt. Lösen wir diese Formeln 
nach & und n auf, so finden wir 


e) 
Ya? +y2+z Va2+y2—x 
afrte, „fer 


1 
Dakei sind die Vorzeichen von &E und n durch die Bedingung &n =>Y miteinander ver- 


knüpft. Also entsprechen jedem Punkt (x, y) mit Ausnahme des Koordinatenursprungs 
zwei Punkte (£, n), die bezüglich des Koordinatenursprungs symmetrisch liegen. Um 
Eindeutigkeit herzustellen, kann man sich beispielsweise auf die obere Hälfte der 
&, n-Ebene beschränken (einschließlich des positiven Teils der &-Achse, aber ohne deren 
negativen Teil). | 


0. 


\ 
OR 


Abb. 65 


Koordinatenlinien sind hier konfokale und koaxiale Parabeln (deren Brennpunkt 
der Koordinatenursprung ist; vgl. Abb. 65): | 
yP=ass(Ei-a) (&#0, Y2=Andletnd) (nNo+0). 
Dem Wert &0=0 entspricht der negative Teil der &-Achse und dem Wert 7,=0 deren 
positiver Teil. Für die Funktionaldeterminante gilt 
Die,y) |22 -2 
D(&,n) | % 
wenn man den Koordinatenursprung ausschließt. 


=4(£2492)>0, 


"Fr 
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4. Manchmal ist es zweckmäßig, zuerst das Netz der Koordinatenlinien anzugeben 
und daraus dann das krummlinige Koordinatensystem zu bestimmen. 
Wir betrachten beispielsweise die beiden Parabelsysteme (Abb. 66) 


y’=2px und x?=2qy; 


beide überdecken jeweils die ganze x, y-Ebene (ausgenommen je eine Koordinaten- 
achse). 


N 
N 9 
NE 
CH RN 
IN 


Man wird natürlich &=2p und n=2qg als krummlinige Koordinaten einführen. Aus 
den Gleichungen y?=&x und 2? =ny folgt 


3 ___ 3 __ y?: „2 
x =VEn?, y=VEn und es er (%, y#+0). 


Für die Funktionaldeterminante gilt hier 


1 2 2 1 1 
D(z,y) | 3 | 
D(&,n) |9 a 1 2 _2| 3° 

ER 3n3 —£&3 3 

zen 

% 
5. Wir gehen von folgendem System konfokaler und koaxialer Kegelschnitte aus: 

22 v2 7 (6) 


(für A>c Ellipsen, für 0<4 <c Hyperbeln; Abb. 67). 


Abb. 67 
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Durch jeden Punkt (x,y) der Ebene, der nicht auf einer Achse liegt, gehen eine 
Ellipse und eine Hyperbel dieses Systems. Die linke Seite der Gleichung 


(12)2-12 (2? +y? +0?) +c2?=0, (6a) 
die sich aus (6) ergibt, ist nämlich für A=0 positiv, für A=c negativ und für große A 
wieder positiv. Folglich hat diese Gleichung zwei positive Wurzeln: eine Wurzel A>c 
und eine andere Wurzel!) #<c; damit ist unsere Behauptung bewiesen. 


Wenn man die Gleichung (6a) als quadratische Gleichung für A? ansieht, so gilt nach 
dem Vietaschen Wurzelsatz 


Mit Hilfe dieser Beziehung kann man x und % leicht durch A und „ ausdrücken: 


2 Y(=) (3) 
2 2 5 y= + Harzer) (zu) R 
C c 

Beschränken wir uns auf den ersten Quadranten, so dürfen wir hier nur die positiven 
Vorzeichen beibehalten. Die Zahlen A und u kann man als krummlinige Koordinaten der 
Punkte dieses Quadranten ansehen; man nennt sie ellöptische Koordinaten. Die Koordi- 
natenlinien sind in diesem Fall gerade die Kegelschnitte, von denen wir ausgegangen 
sind. 

Wir weisen darauf hin, daß A die Werte von c bis + und u die Werte von O bis cc 
durchläuft. Für die Randwerte erhalten wir: 


für A=c den Abschnitt der x-Achse von z=0 bis x =e; 
für u=c den Abschnitt der x-Achse vonxz=cbisz= +, 
für u =0 den positiven Teil der y-Achse. 


Schließlich kann man auch die Funktionaldeterminante leicht ausrechnen: 
D(z, y) u?— 12 
mm—— nn — — shumaeene, —= 0 
DA, u) Y(32-c2) (c2—u2) 


605. Der Flächeninhalt in krummlinigen Koordinaten. Wir nehmen an, daß in der 
x, y-Ebene irgendein Bereich (D) mit einer stückweise glatten doppelpunktfreien 
Randkurve (S) gegeben ist. Die Formeln (1) mögen eine eineindeutige Beziehung 
zwischen diesem Bereich und einem Bereich (4) der &, n-Ebene herstellen, der eine 
ebensolche Randkurve (2) besitzt. 

Wir behalten sämtliche Voraussetzungen aus Nr. 603 über diese Abbildung der 
Gebiete bei und nehmen darüber hinaus noch an, daß die gemischten Ableitungen 
zweiter Ordnung einer der Funktionen (1), etwa von y, im Bereich (4) existieren 
und stetig sind: 


9° 0° 
0&9n BR IndE 
(auf Grund der Stetigkeit sind sie einander gleich?); Nr. 190). 
Unter diesen Voraussetzungen stellen wir uns die Aufgabe, den Inhalt D des be- 


trachteten Bereichs in der x, y-Ebene durch ein Flächenintegral über den Bereich. 
(A) in der £, n-Ebene auszudrücken. 


1) Um diese Wurzeln nicht zu verwechseln, behalten wir für die größere die Bezeich- 
nung A bei, während wir die kleinere mit u bezeichnen. 

2) Wir bemerken hier jedoch, daß diese zusätzliche Voraussetzung unnötig ist und nur 
aus beweistechnischen Gründen eingeführt wurde. 
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Wir wollen von der Formel ausgehen, die den Inhalt von (D) durch ein Kurven- 
integral über den Rand (8) von (D) ausdrückt: 

D= [ady (7) 
(S) 
(vgl. Nr. 551, Formel (10)). 

Das Programm der weiteren Umformungen ist das folgende: Zuerst gehen wir mit 
Hilfe einer Parameterdarstellung des Randes von dem Kurvenintegral (7) zu einem 
gewöhnlichen bestimmten Integral über. Dann formen wir dieses wieder in ein 
Kurvenintegral um, diesmal aber über den Rand (2) des Bereichs (/). Schließlich 
ersetzen wir unter Benutzung des Gaußschen Satzes das erhaltene Kurvenintegral 
durch ein Flächenintegral über (4). 

Zur Ausführung dieses Programms benötigen wir eine Parameterdarstellung 
des Randes (S). Da wir aber im weiteren zu dem Rand (2) übergehen wollen, 
ziehen wir es vor, sofort von einer Darstellung dieser Kurve auszugehen. Es sei (3) 
eine Parameterdarstellung der Kurve (2); dann liefert (4) offenbar eine ebensolche 
Darstellung der Kurve (S) mit dem gleichen Parameter; denn diese entspricht 
(wie wir in Nr. 603 festgestellt hatten) in der x, y-Ebene der Randkurve (2). Die 
Grenzen « und £ des Intervalls, das t durchläuft, wählen wir so, daß beim Übergang 
von « zu ß die Kurve (8) in positiver Richtung durchlaufen wird. 

Dann gilt gemäß Formel (5) aus Nr. 547 


ß 
D=/f«x{t) y’(t) di 
oder, wenn man (4) und (5) berücksichtigt, 
: 0 d 
D= [ ztt),n) 5804 vo] ar. (8) 


Wir vergleichen dieses Integral mit dem Kurvenintegral 


[ats n (pe dern, 4) (9) 
(Z) 
über den Rand (Z£) in positiver Richtung. Wenn wir (9) nach der üblichen Regel 
auf ein gewöhnliches bestimmtes Integralzurückführen, so sind darin an Stelle von & 
und .n die Funktionen £(f) und n(t) aus der Parameterdarstellung der Kurve (2) 
einzusetzen, und wir erhalten das Integral (8). 

Man muß übrigens noch einen Umstand beachten. Durchläuft ? die Werte von « 
bis 8, so wird der Rand (8) in positiver Richtung durchlaufen; so haben wir näm- 
lich diese Grenzen gewählt. Der Rand (2) kann hierbei aber sowohl in positiver als 
auch in negativer Richtung durchlaufen werden; also können sich die Integrale (8) 
und (9), wenn in beiden derselbe Umlaufsinn gewählt wird, noch durch das Vor- 
zeichen unterscheiden. In jedem Fall ist 


D=+ [5 +23 an). (10) 
(2) 
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Dabei (wir betonen das nochmals) geli das posüive Vorzeichen, wenn einem positiven 
Umlaufen des Randes ($) ein positives Umlaufen des Randes (2) entspricht, und das 
negative Vorzeichen im entgegengesetzten Fall. 

Es ist schließlich noch das erhaltene Kurvenintegral (8) in ein Flächenintegral 
zu transformieren. Dazu benötigen wir den Gaußschen Satz: 


[es nasrounan-[f (3-5,) dedn 


0 ” 
Hierin setzen wir 
Pl,n)=25% und Ql&n=252. 
Weil 
09 0x 9y 09?y oP_ 0x oy y 
DET en DE FT? dem 


ist und weil die gemischten Ableitungen zweiter Ordnung von y einander gleich 
sind, gilt 
09 09P DA(«,y) 


m ME 


dE 09n Df(&,n)’ 
und wir kommen zu der Formel 


De [JB 


Wir haben in Nr. 603 gesehen, daß unter unseren Voraussetzungen die Funk- 
tionaldeterminante 
Dis, y) 
Rn D(&, n) 
im Bereich (A) ein und dasselbe Vorzeichen hat. Das gleiche Vorzeichen hat auch 
das Integral. Was bedeutet nun das doppelte Vorzeichen + ? Da sich als Ergebnis 
die ihrem Wesen nach positive Zahl D ergeben muß, ist klar, daß das Vorzeichen vor 
dem Integral mit dem Vorzeichen der Funktionaldeterminante übereinstimmen muß. 
Wenn man dieses Vorzeichen mit dem Integranden zusammenfaßt, so ergibt sich 
unter dem Integral offenbar der absolute Betrag der Funktionaldeterminante, so 
daß wir für den Inhalt schließlich folgenden Ausdruck erhalten: 


zZ Die, 
ü ii] 


D(z, y) 11 
De |dtdn= J [ie mi asan. 11) 
Das ist die Formel, die wir ce wollten. 


Den Ausdruck 


D(x, y) 
D(£, n) 


unter dem Integral nennt man gewöhnlich Flächenelement in den krummlinigen 
Koordinaten E, n. Wir haben beispielsweise gesehen, daß beim Übergang zu Polar- 
koordinaten die Funktionaldeterminante gleich r ist; folglich ist das Flächenelement 
in Polarkoordinaten gleich rdrd9. 


d£dy=|J(E, n)| dedn ' 
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606. Ergänzende Bemerkungen. 


1°. Vergleicht man die Vorschrift, nach der das Vorzeichen Plus oder Minus 
in Formel (10) gewählt wurde, mit der Tatsache, daß dieses Vorzeichen mit dem 
Vorzeichen der Funktionaldeterminante übereinstimmen muß, so ergibt sich eine 
interessante Schlußfolgerung: Ist die Funktionaldeterminante positiv, so entsprechen 
in den Transformationsformeln die positiven Umlaufrichtungen der Kurven ($) und 
(27) einander; ist die Funktionaldeterminante negativ, so entspricht dem positiven 
Umlaufsinn auf der einen Kurve der negative Umlaufsinn auf der anderen. 

Offenbar gilt dasselbe auch für jedes Paar einander entsprechender einfacher 
geschlossener Kurven (Z) und (A) aus (D) bzw. (A). Das erhaltene Ergebnis läßt 
sich an den Beispielen aus Nr. 604 leicht nachprüfen. 

2°. Durch Anwendung des Mittelwertsatzes (Nr. 592, Formel (9)) auf Formel 
(11) erhalten wir die Beziehung 

DEM) 4, (12) 

wobei (£, 7) ein gewisser Punkt des Bereichs (A) ist und A der Inhalt von (4A). 

Wir vergleichen diese Beziehung mit dem Mittelwertsatz der Differentialrech- 
nung, 

KB)-Ha)=f)RB-n) (a<i<P). 

Wenn x=/(£) eine monotone Funktion ist, so vermittelt sie eine eineindeutige 
Abbildung des Intervalls «== auf das Intervall f«a)=x=/(f) (oder /{f)=r= 
</(«), wenn f(x) eine fallende Funktion ist). Wir bezeichnen die Längen dieser 
Intervalle mit ö bzw. d; der Mittelwertsatz führt somit auf die Gleichung 


da=\Föl- 8, (13) 
die der Gleichung (12) analog ist. 


Wenn wir in (13) das Intervall (6) auf den Punkt £ zusammenziehen, so erhalten 
wir 


Fol=limS, 


der absolute Betrag der Ableitung ist also der Verzerrungskoeffizient (oder Deh- 
nungskoeffizient) der £-Gerade in dem gegebenen Punkt bei ihrer Abbildung auf 


die x-Gerade. 
Genauso erhalten wir aus (12) durch Zusammenziehen des Gebiets (A) auf den 


Punkt (£, n) 
„.D 
JE n)l=lim 7; 
also spielt‘ der absolute Betrag der Funktionaldeterminante die Rolle eines Ver- 
zerrungs- oder Dehnungskoeffizienten der &, n-Ebene (in dem gegebenen Punkt) 


bei ihrer Abbildung auf die x, y-Ebene.t) 
Diese Bemerkung zeigt die weitgehende Analogie zwischen der Ableitung und der 


Funktionaldeterminante (vgl. Kap. VI). 


1) Im Grunde genommen differenzieren wir das Integral (11) im Punkt (£, n) nach dem 
Gebiet (Nr. 593). 


Ra 


\ 


172 XVI. Flächenintegrale 


3°. Formel (11) zeigt, daß sich bei unbegrenzter Verringerung des Inhalts A 
auch der ihm entsprechende Inhalt D unbegrenzt verringert. Daraus kann man leicht 
herleiten, daß die in Nr. 603 untersuchte Abbildung von Bereichen auch folgende 
wichtige Eigenschaft hat: Sie führt eine Kurve (A) vom Flächeninhalt O im Bereich 
(4) in irgendeine Kurve (L) im Bereich (D) über, die ebenfalls den Flächeninhalt 0 
hat. 

4°. Die Formel (11) wurde unter der Voraussetzung hergeleitet, daß die Be- 
ziehung zwischen den Bereichen (D) und (A) eineindeutig ist und daß die Funk- 
tionen (1) und (2) und ihre partiellen Ableitungen stetig sind. Jedoch stößt man 
in der Praxis gewöhnlich auf Fälle, in denen diese Voraussetzungen in einzelnen 
Punkten oder längs einzelner Kurven verletzt sind. 

Wenn die erwähnten Punkte und Kurven in beiden Ebenen in Gebiete (d) und (6) 
von beliebig kleinem Inhalt eingeschlossen werden können, so ist die Formel nach 
Herausnahme dieser Gebiete anwendbar: 

D-d= Sf WE n)| did. (11%) 
(4)—-(6) 
Die Funktionaldeterminante sei im Gebiet (A) beschränkt, |J(£, n)|=M; dann un- 
terscheidet sich das Integral (11*) von dem Integral (11) um den Wert 


Sl JE, n)|dEedn=Mö. 


Gehen wir in (11*) zum Grenzwert ö>0 und somit d—0O über, so gelangen wir wie- 
der zu Formel (11). 

Zur Veranschaulichung kommen wir nochmals auf das Beispiel'1 aus Nr. 604 
und die in Abb. 63 dargestellten Figuren zurück. Auf das Rechteck (4)=[0, R; 
0, 2r] und den Kreis (D) vom Radius R um den Koordinatenursprung darf man die 
Formel (11), die in diesem Fall die Gestalt 

D=/[f rdrd® 
(4) 
hat, nicht unmittelbar anwenden. Wenn man aber die schraffierten Gebiete aus- 
schließt (deren Inhalte mit o und e gegen 0 streben), so kann man auf die restlichen 
Gebiete diese Formel anwenden und hat nur noch zum Grenzwert überzugehen. 


607. Geometrische Herleitung. Wir haben die Formel (11) mit Hilfe zwar einfacher, 
aber formaler und nicht anschaulicher Überlegungen hergeleitet. Wir halten es für 
nützlich, eine andere Herleitung (besser: eine anschauliche Deutung) dieser For- 
mel anzugeben, die zwar nicht ganz exakt, aber dafür vom geometrischen Stand- 
punkt völlig einleuchtend ist. Sie stammt von M. W. OSTROGRADSKI!). 

Wir. betrachten wieder die durch die Formel (1) gegebene Abbildung der £&, 7- 
Ebene auf die x, y„-Ebene und wählen in der £, n-Ebene ein „unendlich kleines“ 
Rechteck II,IIII;II, mit achsenparallelen Seiten d& und dn (Abb. 68a). Das 
Bild dieses Rechtecks in der x, y-Ebene ist jetzt ein krummliniges Viereck PıP»PsP; 
(Abb. 68b); wir bestimmen dessen Inhalt. 

Die Ecken des Rechtecks haben die Koordinaten 


IH, n), Ip(&+dE,n), I; (E+d&,n+dn), IL, (&,n+dn); 


1) MicHAIL WASSILJEWITSCH OÖSTROGRADSKI, 1801—1861, russischer Mathematiker. 


L 
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Abb. 68 


daher haben die entsprechenden Ecken des krummlinigen Vierecks die Koordinaten 
Pen), y&n)); 
P, (we (E+dd,n),y(&+ds,n)), 
P; (&(&+ds,n+dn), y(ö+ds,n+dn)), 
P,(@(&,n+dn), y(&n+dn)). 


Wenn man sich auf Glieder erster Ordnung in d£ und dn beschränkt, so kann man 
näherungsweise folgende Punkte verwenden: 


0 ) 
Pıe, Y); P5 (a+5: 48, 44528), 
° 
Py(o+5g de+g din y+5 dE+,— -d -dn), 


F (2452 dn, v4 dn). 


Hierbei ist x=x(&, n), y=y(&, n), und alle Ableitungen sind im Punkt (£,n) zu 
nehmen. Da die einander entsprechenden achsenparallelen Komponenten der 
Strecken P,P, und P,P, gleich sind, sind diese Strecken gleichlang und parallel, 
das Viereck P,P,Ps3P, ıst also (bis auf Größen höherer Ordnung) ein Parallelo- 


gramm. 


Sein Inhalt ist gleich dem doppelten Inhalt des Dreiecks P,P,P;. Aus der ana- 
lytischen Geometrie ist aber bekannt, daß der doppelte Inhalt eines Dreiecks, des- , 
sen Ecken in den Punkten (z,, yı); (2, %) und (x, %;) liegen, gleich dem absoluten 
Betrag der Determinante 
n- 4 GM 
Yy=Yı 97% 


ist. Wenden wir diese Formel auf unseren Fall an, so ergibt sich, daß der gesuchte 
Inhalt (wieder bis auf Größen höherer Ordnung) gleich dem absoluten Betrag der 


‚Determinante 
| dx 0x 
— —d 
| Dead ga, 
0E on 


ist. 
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Daher ist 
Dix, 
Inh. P,P,P,Pız Be dedn. 

Zerlegen wir die Figur (A) durch achsenparallele Geraden in „unendlich kleine“ 
Rechtecke (und vernachlässigen wir die „irregulären“ Elemente am Rand), so zer- 
legen wir gleichzeitig die Figur (D) in der x, y-Ebene in krummlinige Vierecke der be- 
trachteten Form. Summieren wir die für deren Inhalte erhaltenen Ausdrücke, so 
kommen wir wieder zu Formel (11). 

Die soeben durchgeführte Überlegung hebt also einen wichtigen geometrischen 
Gedanken hervor: Das Wesen der Formel (11) besteht darin, daß die Figur (D) zur 
Bestimmung ihres Flächeninhalts nicht in Rechtecke, sondern mit Hilfe eines Netzes 
von Koordinatenlinien in krummlinige Elemente zerlegt wird. 

In einigen einfachen Fällen erlaubt dieser Gedanke, das „Flächenelement“ in 
krummlinigen Koordinaten fast ohne Rechnung zu bestimmen. 

Beispielsweise kann man im Fall des Übergangs zu Polarkoordinaten folgender- 
maßen argumentieren: Einem Rechteckelement mit den Seiten dr und d® in der 
r, 6-Ebene entspricht in der x, y-Ebene eine Figur, die von Kreisbögen vom Radius 
r bzw.r+dr und zwei vom Koordinatenursprung ausgehenden Strahlen im Win- 
kel 8 bzw. 9+d9 zur x-Achse begrenzt wird (Abb. 69). Fassen wir diese Figur 
näherungsweise als Rechteck mit den Seiten dr und f - dd auf, so erhalten wir sofort; 
den gesuchten Ausdruck rdrd0 für das Flächenelement. 


Abb. 69 


608. Beispiele. 


1. Man berechne den Inhalt der Figuren, die von folgenden Kurven begrenzt werden: 
(a) (2?-+y2)2=2a? (22—-y?2) (Lemniskate), 

(b) (a’+yY)?=2ar},  (c) (02+y2)?=a? (wi+y?). 

Lösung. Das Auftreten des Binoms x?+y? in allen Fällen legt den Gedanken nahe, 


zu Polarkoordinaten überzugehen, indem man z =r cos O und y=r sin 0 setzt, und den 
Flächeninhalt nach der Formel 


D= ff rdrd® (14) 
(4) - 


zu berechnen. 

(a) Die Gestalt der Lemniskate ist uns bekannt (Abb. 70). Die Kurve ist symmetrisch 
bezüglich der Koordinatenachsen (das erkennt man leicht aus der Gleichung der Kurve, 
da diese sich nicht ändert, wenn man x durch —x oder y durch -y ersetzt). Daher ge- 
nügt es, den Inhalt des Teils (D) zu bestimmen, der im ersten Quadranten liegt, und die- 
sen dann mit 4 zu multiplizieren. 

Die Gleichung der Lemniskate in Polarkoordinaten ist 

r2=2a? cos 20, 


Abb. 70 


D ” .,. * D D T 
wobei din Anbetracht dessen, daß cos 29 positiv sein muß, nur die Werte von 0 bis 2 


durchlaufen kann (wenn man sich auf den ersten Quadranten beschränkt). Also wird das 
Gebiet (A) in der r, 6-Ebene, das (D) entspricht, von der Kurve 


r=a V2 cos 20 
(Bild der Lemniskate), einem Abschnitt der r-Achse (der dem Abschnitt der x-Achse 
entspricht) und dem Abschnitt Io | der -Achse (dem Bild des Koordinatenur- 
sprungs; Verletzung der Eindeutigkeit der Zuordnung!) begrenzt.!) 
Es gilt 
e n/a  aV2cos20 re/& 


2 
D= | d$ F rdr=ar | cos 20 d0=——, 
0 0 0 


so daß der ganze gesuchte Flächeninhalt gleich 2a? ist. 

(b) Es ist zweckmäßig, sich vorher eine ungefähre Vorstellung von der Gestalt der 
Kurve zu machen. Die Kurve ist symmetrisch bezüglich der x-Achse (die Gleichung 
ändert sich nicht, wenn man durch —y ersetzt), sie liegt rechts von der y-Achse (x kann 
nicht negativ sein); sie schneidet die x-Achse bei x =0 und bei #=2a. Überdies ist die 
Kurve beschränkt: Aus der Gleichung selbst ist klar, daß x*=2a«° ist; also gilt x=2a, 
und weil auch y?=2ax? ist, gilt auch |y|=2a. Eine Skizze der Kurve zeigt Abb. 71. 

Die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten ist r =2a cos3 0. Dabei durchläuft 6 die 


Te Te on 
Werte von > bis tz. Auf Grund der Symmetrie gilt 


r/2 2a cos3 0 r/2 


5 
D=2 | d$ f rdr=4a2 | cos 0dH=zra?. 
0 0 0 


(6 ye=20x° 


Abb. 71 
1) Vgl. dazu die Bemerkung 4° in Nr. 606. 
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(c) Die Kurve ist bezüglich beider Achsen symmetrisch. Der Koordinatenursprung 
x=y=0 gehört zwar formal zur Kurve, da er der Gleichung genügt; er ist aber ein 
isolierter Punkt. Wir erhalten nämlich für =y>0 aus der Kurvengleichung leicht 


(222)? =2a?r?, woraus X > folgt. In der Umgebung des Koordinatenursprungs liegen 


2 
also tatsächlich keine Kurvenpunkte.!) Wir schließen den Koordinatenursprung aus 
unseren Betrachtungen aus. Wie man leicht sieht, ist die Kurve beschränkt: Für z=y 


gilt offenbar «5 =2a?r*, x? = 2a? usw. Die Kurve hat ungefähr die in Abb. 72 angegebene 


Gestalt. 
y 
iR eye) 
Na x 
Abb. 72 


Die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten ist r?2=a? (cos: 0 +sin“ 0). Unter Be- 
rücksichtigung der Symmetrie erhalten wir 


r/2  aVcosi0+sint0 n/2 rl2 5 
D -4 [ dd J rdr =2a? f (cos? 8 +sin? 0) d$ =402 | sin®0 dO =1 na?. 
0 0 0 0 


2. Man zeige, daß die Formel (14) unmittelbar auf die folgende bereits bekannte For- 
mel zur Berechnung des Flächeninhalts eines Sektors in Polarkoordinaten führt (Nr.338): 
ß 


En 
1 (v200 


& 


hierbei versteht man unter r diejenige Funktion von 9, die in der Gleichung der Kurve 
in Polarkoordinaten auftritt. 


Die Aufgaben 1a, b, ce hätte man auch unmittelbar mit Hilfe dieser Formel lösen 
können. 


3. Man bestimme den Inhalt der Figuren, die von folgenden Kurven begrenzt wer- 
den: 


2 yı\? zy 22 9212 
late) at) 
x2 y2\2 @2 2 y2\2 2 
lat) @ te) 
z=2 
Lösung. In solchen Fällen, in denen in der Kurvengleichung das Binom 3 tp 


auftritt, empfiehlt es sich, „verallgemeinerte“ Polarkoordinaten einzuführen, die mit 


1) Davon hätte man sich natürlich auch mit Hilfe des Kriteriums aus Nr. 236 über- 
zeugen können. 
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den kartesischen Koordinaten durch die Formeln 
x =arcos®, y=br sin 0 


verknüpft sind.!) Die geometrische Bedeutung dieser Transformation besteht in einer 
Kontraktion der Ebene in Richtung der Koordinatenachsen und nachfolgendem Über- 
gang zu Polarkoordinaten. 

Die Funktionaldeterminante der Transformation ist gleich abr. 

(a) Die Kurve ist beschränkt und symmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs 
(denn ihre Gleichung ändert sich nicht, wenn man gleichzeitig x durch —x und y durch 
—y ersetzt); zwei symmetrische Schleifen liegen im ersten bzw. dritten Quadranten 
(xy =0); der Koordinatenursprung ist der einzige Schnittpunkt mit den Achsen. 

Die Gleichung des Bildes unserer Kurve?) in der r, 6-Ebene ist 


ab 
= sin 0cos®. 

c 

Unter Berücksichtigung der Symmetrie erhalten wir 
n/%  Y(ab/c2) sin 6 cos /2 
a2b2 = a2b2 
D=2 | dd f abrdr =" | sin 0 cos 0 dP = ——.. 
| c? 2c? 
0 0 0 


(b) Die Kurve ist beschränkt und symmetrisch bezüglich der Achsen; der Koordina- 
tenursprung ist ein isolierter Punkt der Kurve. Es gilt 


n/2 Ya2cos28+b2sin20 n/2 
D=4ab | dd f rdr =2ab f (a? cos? 0 +b2 sin? 0) dO => ab (a?+b2). 
0 0 


(c) Die Kurve ist beschränkt und symmetrisch bezüglich der Achsen; der Koordi- 
natenursprung ist ihr einziger Schnittpunkt mit der y-Achse, während sie die x-Achse 


2 | | 
noch in den Punkten x = +— schneidet. Für die Schleife, die rechts von der y-Achse 


a Te Te j 
liegt, gilt r = cos Ö, >= 0 =>; daher ist 


n/2  x«alc)cosd n/2 
2a°b s rz ab 
D=4ab | d® J rd = f COS 6di=.'—z- 
0 0 0 


(d) Die Kurve ist beschränkt und symmetrisch bezüglich der y-Achse, sie liegt ober- 
halb der z-Achse. Der Koordinatenursprung ist der einzige Schnittpunkt mit den Achsen, 
so daß die Kurve aus zwei Schleifen besteht, die im ersten und zweiten Quadranten 


liegen. 
Die Gleichung der Kurve in den neuen Koordinaten ist 


2 
Rn cos?0 sind. 
Cc 
. D rt ab? en 
Lösung. D=, 5 | Pu 
4. Man bestimme den Flächeninhalt der Schleifen folgender Kurven: 


(a) (a+y)=ardy, (b) a+y)=ary, (ec) erg’ =arty’.. 


1) Bei Verwendung dieser Koordinaten wird die‘Eindeutigkeit der Beziehung ebenso 
verletzt wie im Fall der Polarkoordinaten (vgl. Nr. 606, 4°). 
2) Man sieht leicht, daß man die Kurve als verzerrte Lemniskate auffassen kann. 


12 Fichtenholz III 
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Lösung. Diejenigen Teile aller dieser Kurven, die im ersten Quadranten liegen (so 
daßx=0undyz=0 ist), sind beschränkt. Davon kann man sich ähnlich wie in 1 (b) über- 
"zeugen. Die Kurven gehen durch den Koordinatenursprung und haben keine anderen 
Schnittpunkte mit den Achsen. Somit ist klar, daß gerade diese Teile die Schleifen 
darstellen, von denen in der Aufgabenstellung die Rede ist. 

In den vorangegangenen Aufgaben beruhte der Übergang von der komplizierten 
Gleichung der Kurve in kartesischen Koordinaten zu einer einfachen Gleichung der 
Kurve in krummlinigen Koordinaten im wesentlichen auf der Ausnutzung der bekann- 
ten Identität cos? 0 +sin?0=1. Das Binom x +, legt den Gedanken nahe, auch hier die 
gleiche Identität zu benutzen: Wir setzen (nur für 2=0 undy=0) 


x =r cos? 0, y=rsin?6. 
Die Funktionaldeterminante der Transformation ist!) 


cos29 -—2r sin cos O 
sin? 0 2r sin 0 cos ® 


=2rsınOcos®6. 


(a) Die Gleichung der Schleife in den neuen Koordinaten ist 
r=acos®:Osin?®6. 
Ferner gilt 


u/2 acos*0sin?9 re/2 s 
D=2 | sin 0 cos 040 f rdr=a2 | cos eins 0dO=,7—. 
0 0 0 
a2 a2 
(b) Da. (0) Dan. 


5. Wir weisen nun auf eine Möglichkeit hin, die krummlinigen Koordinaten so ge- 
schickt zu wählen, daß sie zur Bestimmung des Inhalts krummliniger Vierecke günstig 
sind. Wenn die beiden Kurvenpaare, die die gegenüberliegenden Seiten dieses Vier- 
ecks bilden, jeweils zu einer (einparametrigen) Schar von Kurven gehören, die die ganze 
Ebene überdecken, so wird man natürlich gerade diese beiden Scharen als Koordina- 
tenlinien wählen. Ihre Parameter bilden gewöhnlich gleichzeitig ein für den vorliegenden 
Fall geeignetes System krummliniger Koordinaten. 

Wir erläutern dieses Verfahren an einem Beispiel. Es soll der Flächeninhalt der Figur 
bestimmt werden, die von den Parabeln 


y? = pr, y? =qaT, x? =ay, x? =by 


begrenzt wird, wenn 0<p<g und 0<a -Db ist (Abb. 73). 
Hier ist es günstig, die zwei Parabelscharen 


y=£&z (p=E=g) und 22=ny (a=n=2) 


Abb. 73 


1) Hier wird wieder die Bemerkung 4° aus Nr. 606 benutzt. 
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zu betrachten, von denen jede unsere Figur überdeckt, und aus ihnen ein Netz von 
Koordinatenlinien zu bilden., Das ist gleichwertig damit, daß wir ihre Parameter & und 7 
als krummlinige Koordinaten auffassen. Das alles ist uns bereits aus Nr. 604, Beispiel 4, 


3 3 
bekannt; aus den hingeschriebenen Gleichungen folgt »=V&n? und y=Y&?n, also gilt 
für die Funktionaldeterminante J: 


J = 1 
en 


/ 
Hieraus erhalten wır sofort 


1 
D=,(9-p) (d-a). 


6. Nach der gleichen Methode bestimme man den Inhalt des Vierecks, das begrenzt 
wird von 


(a) den Hyperbeln xy=p, x&y=q und den Geraden y=ar, y=bx; 
(b) den Hyperbeln xy =p, x@y=q und den Parabeln y2=axr, y?=bx; 
(c) den Parabeln x«?2=py, x2?2=gqy und den Geraden y=ax, y=br; 
(d) den Geraden z+y=p, 2+y=q und y=ax, y=bx. 

In allen Fällen soll 0O<p <q und 0O<a-<D gelten. 

(a) Lösung. Das Netz der Koordinatenlinien ist 


ay=E (p=si=g, y=ns (a=nsb). 
Hieraus folgt 


& — 
— —Y 


und 
1 11/& 
rn mi, 
ya AyE ii 
; ) & 2!n 
Daher wird schließlich 


q b 
1 dn 1 b 
=; [ae |F-seu-mu7 
p & 


(b) Hinweis. Man setze zy=&, y=ne (p=s!=q,a=n=b); die Funktionaldeter- 


minante ist J=>—. 
3n 


. 1 b 
Lösung. =7 (4—-p) In i 


1 
(ce) Lösung. D 5 (g?—p2) (b? —a®). 


1(b-a) (9 —p?) 
2 (1+a)(1+b) 


7. Man bestimme den Flächeninhalt der Astroide x2/3 + y2/3 =a23, 
Lösung. Eine Parameterdarstellung der Astroide ist 


(d) Lösung. D= 


x=a cos®t, y=asin®t ((=<ti=2rn). 
12* 
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‘ 


Ersetzen wir hier a durch r (0=r=a), so erhalten wir eine Schar ähnlicher Astroiden, 
die unsere Figur überdecken: = 


x =rcos?t, y=rsinst. 


Für feste t liefern diese Gleichungen offenbar das vom Koordinatenursprung ausgehende 

Strahlenbüschel. Wir benutzen diese Formeln als Transformationsformeln; offenbar 

liegt hier dem Wesen nach der gleiche Gedanke zugrunde wie in den zwei vorange- 
igangenen Aufgaben. Die Funktionaldeterminante ist 


J=3rsin?tcos?t. 
Schließlich ergibt sich 
n/2 
D=6a? 1 sin? t cos? dt -- ra?. 
0 
8. Wir betrachten die Transformation, die durch die Formeln 


u+v 
=, 
definiert wird. Offenbar ist immer =y=0; der Punkt (x, %) liegt also im Winkelraum 
zwischen der positiven Richtung der x-Achse und der Winkelhalbierenden y=x des 
ersten Quadranten. Umgekehrt entsprechen jedem Punkt (z, y) aus diesem Winkel- 
raum im allgemeinen zwei Paare nichtnegativer Werte u, v, die der quadratischen Glei- 
chung 


y=Yuv (u=0,v=0) 


2? —- 2az+y?=0 


genügen. Man kann die Zuordnung eindeutig machen, indem man immer u zv for- 
dert, d.h. den Punkt (u, v) im analogen Winkelraum der u, v-Ebene wählt; dann ist 
Ze —— ! 

u=x+Ya?-y2, v=x-Va?-y2. 


Die Funktionaldeterminante der Transformation läßt sich leicht berechnen; es ist 


Eine interessante Besonderheit weisen hier die Koordinatenlinien auf. Für u =const 
erhalten wir 


y?:=u (2x — u) =2u E -5) ; 
und analog für v =const 
v 
y?=v (22 -v) =23V (2-3) ; 


Also erhalten wir in beiden Fällen ein und dieselbe Schar von Parabeln 
D 
2 Se —— 


deren Achse mit der x-Achse und deren Leitlinie mit der y-Achse übereinstimmt. 
Jede solche Parabel berührt die Gerade y=x im Punkt (p, n). 

Der scheinbare Widerspruch läßt sich einfach lösen: Für u =p durchläuft v die Werte 
von 0 bis p und beschreibt den Teil der Parabel von deren Scheitelpunkt bis zu dem er- 
wähnten Berührungspunkt. Für v = p dagegen beschreibt u, das die Werte von p bis ® 
durchläuft, den restlichen Teil der Parabel, der sich ins Unendliche erstreckt (Abb. 74). 
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’ _ Abb. 74 
X 


Wählt man in der x, y-Ebene eine Figur (D,), die von der x-Achse und zwei Parabeln 


p 
y?=2p (2 2) j y?=2gq (z -3) (0<p<g) 


begrenzt wird, so entspricht ihr in der u, v-Ebene das Rechteck (4,) =[2, 9; 0, p], 
und den Abschnitten der Geraden u=p und v=p entsprechen hierbei zwei Bögen 
der ersten Parabel, die im Berührungspunkt aneinandergrenzen. Einer Figur (D,) (in 
der x, y-Ebene), die von drei Parabeln begrenzt wird, und zwar außer von den zwei 
angegebenen noch von der Parabel 


r 
y?=2r (2-5) (r>g);, 


entspricht in analoger Weise in der u, v-Ebene das Rechteck (A4,)=[g, r;p,g], und 
wieder entsprechen den Abschnitten der Geraden u=q und v =q zwei Bögen ein und 


derselben Parabel. | 
Mit Hilfe der angegebenen Transformation kann man nun beispielsweise leicht den 


Inhalt der Figur (D;) bestimmen. Es gilt 


D2-2 SS (Ve-Ye)auo 
I NE -Va) ana 
pgq 


= 17 -Yp) 08-1) - Ur Vo) IB - VRR 


= (1a VD) Wr Va) Or VD) dp Ha +7). 


Wir könnten versuchen, analog auch D, zu bestimmen; wir würden jedoch in diesem 
Fall auf ein wneigentliches Flächenintegral stoßen, dessen Integrand längs des Ab- 
schnitts der u-Achse unendlich wird. Solche Integrale werden wir später behandeln 
(vgl. Nr. 617, Beispiel 8). 

9. Dafür, daß die Inhalte von Figuren (A) und (D), die einander bezüglich der Trans- 
formation (1) entsprechen, immer gleich sind, ist offenbar die Bedingung 


D(x, y) 
DIE, n) 


notwendig und hinreichend. | 

Wir stellen uns die Aufgabe, die allgemeine Gestalt der Abbildungen der Ebene zu fin- 
den, die den Inhalt aller wie oben betrachteten Figuren ungeändert lassen. Dabei können 
wir in der obigen Bedingung die Absolutstriche weglassen und diese in der Form 


Die, y) _ (15) 
D(£, n) 


— 
u 
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schreiben; denn man kann das Problem immer auf diesen Fall zurückführen, indem man 
nötigenfalls & und n vertauscht. 
Außerdem werden wir der Einfachheit halber annehmen, daß eine der in der Funk- 


d 
tionaldeterminante auftretenden vier partiellen Ableitungen, etwa > ‚ im ganzen 


betrachteten Gebiet von 0 verschieden ist. Dann kann man die zweite der Gleichungen 
(1) nach n auflösen und durch Einsetzen des erhaltenen Ausdrucks in die erste Glei- 
chung die betrachtete Transformation in der Gestalt 


n=IK&Yy,  v=x(& 5 Y))=g5 Y) (16) 


schreiben. Wir werden uns darum bemühen, die Funktionen f und g zu charakterisieren, 
und zwar werden wir beweisen, daß die Bedingung (15) der Bedingung 


dy =3E (17) 


gleichwertig ist. Zunächst erhalten wir nach der Regel für die Differentiation impliziter 
Funktionen 


—.——-=1[, —1L—e— —(, (18) 


Danach finden wir durch Differentiation von g nach der Kettenregel 
09 dw dw 0 
dE 0E 0n 9E' 

Hieraus und aus der zweiten Gleichung (18) eliminieren wir F a : 
oy 09 _ 0% oy 9x 9 _ Die, y) 
In dE DE On 8m d& DiE,n)' 

Schließlich kommen wir durch Subtraktion der ersten Gleichung (18) zu der Identität 
dY (&- of IE Die,y) 
In \dE dy]) Den) 

die unserer Behauptung entspricht. 


Nach Satz 2 aus Nr. 560 sehen wir nun, daß die allgemeine Gestalt der Funktionen f 
und g, für die die T’ransformation (16) den Inhalt ungeändert läßt, durch die Formeln 


OUE, OUE, 


‚gegeben wird, wobei U eine willkürlich wählbare Funktion ist. 


609. Variablentransformation in Flächenintegralen. Wir betrachten das Flächen- 
integral 


SS I, y) dady (19) 
(D) 


für ein Gebiet (D) mit einem stückweise glatten Rand ($) und einer Funktion 
f(z, y), die in diesem Gebiet stetig ist oder, allgemeiner, Unstetigkeiten nur längs 


endlich vieler stückweise glatter Kurven besitzt (und auch in diesem Fall be- 
schränkt bleibt). 


Wir setzen nun voraus, daß das Gebiet (D) durch die Formeln (1) 
I) 
ı=x(&,n) y=y(&, n) 


609. Variablentransformation in Flächenintegralen 183 


mit irgendeinem Gebiet (4) in der £, n-Ebene verknüpft ist und daß alle Bedingun- 
gen erfüllt sind, unter denen wir in Nr. 605 die Formel (11) hergeleitet haben, die den 
Flächeninhalt der Figur (D) in krummlinigen Koordinaten ausdrückt.1) Wir set- 
zen uns jetzt das Ziel, das Integral (19) durch Einführung neuer Veränderlicher als 
Integral über das Gebiet (A) darzustellen. 

Zu diesem Zweck zerlegen wir das Gebiet (A) mit Hilfe eines Netzes stückweise 
glatter Kurven in Teile (4,) @=1, 2, ..., n); dann wird (D) durch die entsprechenden 
(ebenfalls stückweise glatten) Kurven in Teile (D,) zerlegt 


Abb. 75 


(Abb. 75a, b). In jedem Teil (D,) wählen wir willkürlich jeweils einen Punkt (z,, y,) 
und bilden schließlich die zu dem Integral (19) gehörige Integralsumme 


Rn 
= 21 (2; %,) D;; 
= 


die gegen dieses Integral konvergiert, wenn der größte der Durchmesser der Ge- 


biete (D,) gegen 0 strebt. 
Durch Anwendung der Formel (12) aus Nr. 606 auf jedes Teilgebiet (D,) ergibt 


sich 
D;= IJER, ny)| " 4; (=1,2, .., N); 
wobei (£*, n*) ein bestimmter Punkt des Gebiets (4,) ist. Ersetzen wir in der 
Summe o jedes D, durch diesen Ausdruck, so erhalten wir 
er) El A 
[} 


Während sich der Punkt (£*, 7*) aus dem Mittelwertsatz ergibt und nicht will- 
kürlich gewählt werden darf, ist die Wahl des Punktes (x,, y,;) völlıg willkürlich. 
Wir nutzen diese Willkür aus und setzen 

z=rlhn:!), H=YEhm) 
d.h., wir wählen als Punkt (x,,y;) den Punkt des Gebiets (D,), der dem Punkt 
(£*, n*) des Gebiets (4,;) entspricht. Dann erhält die Summe o die Gestalt 


0= ZflelEH, 9), yEr 9) WER ndI 4 


4) Wir setzen also auch Existenz und Stetigkeit der gemischten zweiten Ableitungen 


2 
. und Br voraus (vgl. die Fußnote 2 auf 8.163). 
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in dieser Form ist sie offenbar eine Integralsumme des Integrals 


& H&z(& m), y(& n)) JS; nl dödn. (20) 


Die Existenz dieses Integrals folgt daraus, daß der Integrand stetig ist oder be- 
schränkt ist und Unstetigkeiten nur längs der endlich vielen stückweise glatten 
Kurven zuläßt, die in der &, n-Ebene Bilder der Unstetigkeitskurven der Funktion 
f(z, y) sind. 

Wenn wir nun die Durchmesser aller Gebiete (A,;) gegen O streben lassen, so 
streben auf Grund der Stetigkeit der Funktionen (1) auch die Durchmesser aller 
Gebiete (D,) gegen 0. Die Summe o muß dann sowohl gegen das Integral (19) als 
auch gegen das Integral (20) konvergieren; denn sie ist für beide gleichzeitig eine 
Integralsumme. Also gilt 


& f(z, y) dady= Kz(& n) 45 m) JE n)| dedn. (21) 


Diese Formel löst die gestellte Aufgabe bezüglich der Variablentransformation 
in Flächenintegralen. Die Formel (11) ist offenbar ein Spezialfall dieser Formel; 
sie ergibt sich aus ihr für f(x, y)=1. 

Um in dem Flächenintegral (19) eine Variablentransformation durchzuführen, 
hat man also nicht nur in der Funktion f an Stelle von x und y die Ausdrücke (1) 
einzusetzen, sondern auch das Flächenelement dxdy durch seinen Ausdruck in krumm- 
linigen Koordinaten zu erseizen. 

Mit Hilfe ähnlicher Überlegungen wie in Nr. 606, 4°, kann man auch hier leicht 
beweisen, daß die Formel (21) in einer Reihe von Fällen gültig bleibt, in denen die 
der Abbildung (1) auferlegten Bedingungen in einzelnen Punkten oder längs ein- 
zelner Linien verletzt sind. 


610. Die Analogie zu einfachen Integralen. Das Integral über ein orientiertes Gebiet. 
Die a für die FUEUNRE EEE UHREN in einem Flächenintegral ist der Formel 


[Ie) de NROE (&) dE (22) 


für die ee in einem gewöhnlichen bestimmten Integral sehr 
ähnlich. 

In der Formel (22) fehlen jedoch die Absolutstriche, und das stört die Analogie 
etwas. Dieser Unterschied; läßt sich leicht erklären. Das gewöhnliche bestimmte 
Integral wird über ein orientiertes Intervall erstreckt (Nr. 302); a kann nämlich 
kleiner oder größer als 5 sein, und genauso kann « kleiner oder größer als f sein. 
Das Flächenintegral haben wir jedoch bisher nur bezüglich 'eines nichtorientierten 
Gebiets betrachtet. 

Man kann aber auch bei Flächenintegralen zur Betrachtung orientierter Gebiete 
übergehen. Eine Orientierung eines Gebiets wird’ dadurch erzeugt, daß seiner Rand- 
kurve ein bestimmter Umlaufsinn’(der positive oder der negative) vorgeschrieben 
wird (Nr. 548); damit wird gleichzeitig ein Umlaufsinn für alle geschlossenen ein- 
fachen Kurven in diesem Gebiet vorgeschrieben. Ist der positive Umlaufsinn ge- 
wählt worden, so sagt man, das Gebiet sei positiv. orientiert, anderenfalls, es sei 
negativ orientiert. 
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Natürlich vereinbaren wir, daß der Inhalt eines orientierten Gebiets (D) dem ab- 
soluten Betrag nach gleich dem gewöhnlichen Inhalt dieses Gebiets sein soll; 
er soll positiv sein, wenn das Gebiet positiv orientiert ist, anderenfalls negativ. 
Bei einer Zerlegung des Gebiets (D) in Teile (D,) werden diese Teile, wie wir fest- 
gestellt haben, so orientiert wie das ganze Gebiet; in entsprechender Weise werden 
auch ihre Inhalte mit Vorzeichen versehen. 

Nun kann man nach dem Vorbild von Nr. 588 für ein orientiertes Gebiet (D) den 
Begriff des Flächenintegrals 


SS M&, y) dedy 
(D) 


definieren, wobei dieses Integral mit dem früher definierten übereinstimmt, wenn 
das Gebiet positiv orientiert ist, und sich von ihm durch das Vorzeichen unter- 
scheidet, wenn das Gebiet negativ orientiert ist. 

Diese neue Auffassung des Flächenintegrals erlaubt es, zunächst die Formel 
(11) aus Nr. 605, die den Inhalt in krummlinigen Koordinaten ausdrückt, ohne 
Absolutstriche bei der Funktionaldeterminante zu schreiben: 


(4) (4) 


wenn nur die Gebiete (D) und (4A) übereinstimmend orientiert werden. Das folgt 
unmittelbar aus Nr. 606, Bemerkung 1°. 

Unter den gleichen Bedingungen kann man auch die Formel (12) aus Nr. 606 ohne 
Absolutstriche schreiben: 

D=J&,n)- 4. 

In dieser Form ist sie die natürliche Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes. 

Schließlich kann man nun auch die allgemeine Formel (21) für übereinstimmend 
orientierte Gebiete (D) und (4) in der Form 


Sf Ha, y) dady= Sf Hal&; m), y(&; n)) J(&, m) dedn 
(D) (4) 


schreiben. Man braucht also nur einfache Integrale und Flächenintegrale den gle:- 
chen Bedingungen zu unterwerfen, um völlige Analogie zu erreichen. 

Im übrigen werden wir in den kommenden Darlegungen dennoch wieder zu der 
gewöhnlichen Auffassung zurückkehren und Flächenintegrale über nichtorientierte 


Gebiete betrachten. 


611. Beispiele. Da eine Variablentransformation in Flächenintegralen oft die Verein- 
fachung des Integrationsgebiets zum Ziel hat, sind hier wieder alle Hinweise anwendbar, 
die in dieser Hinsicht in Nr. 608 gegeben wurden. Daneben ist auch die Vereinfachung 
des Integranden ein natürliches Ziel der Transformation. 

1. Ist das Gebiet ein Kreis (um den Koordinatenursprung) oder ein Sektor eines 
solchen Kreises, so ist es günstig, zu Polarkoordinaten überzugehen. Zur Übung löse 
man nochmals die Beispiele 1, 17(a) und 18(b) aus Nr. 597. 

Für das zweite von ihnen erhalten wir 

n/2 R n/2 


R 
| R: 
v= [| zydady= [ | r? cos 6 sin 0 drdß = f sin 0 cos 040 [ rrdr ==. 
(D) 00 0 0 
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Wenn dabei im Integranden auch noch die Summe x? +? auftritt, so hat man um so 
mehr Grund, von der Verwendung von Polarkoordinaten eine Vereinfachung zu er- 
warten. 


2. Man bestimme das Volumen desjenigen Teils einer Kugel (vom Radius R), der aus 
dieser durch einen geraden Kreiszylinder (vom Radius r<.R) herausgeschnitten wird, 
dessen Achse durch den Mittelpunkt der Kugel geht. 


Lösung. Wählen wir den Mittelpunkt der Kugel als Koordinatenursprung und die 
Zylinderachse als z-Achse, so gilt 


2: 7 
— 4r 
v=2 Sf Rr-at-yddady=2 | [VB edeao =" [RS -(R? 7390]. 
x?-+-y2=zr? 0 0 
3. Man bestimme das Volumen des Körpers, der von der Rotationsparaboloidfläche 
az=x?-+y? und der Ebene z=a begrenzt wird. 
ra? 


Lösung. V=7. 


4. Man bestimme die Lage des Schwerpunkts des Kreissektors vom Radius R, dessen 
Zentriwinkel 2x ist. 


Lösung. Wenn wir die Winkelhalbierende des Zentriwinkels als Polarachse (und als 
x-Achse) wählen, so erhalten wir 


« R 
2 
M,= [ f 7?e0s 0ara0=z R>sin «. 
- 20 


Dividiert man diesen Ausdruck durch den Inhalt P = R% des Kreissektors, so ergibt sich 
die Abszisse & des Schwerpunkts: 


3 X 


Da der Schwerpunkt auf Grund der Symmetrie auf der Winkelhalbierenden liegt, ist 
seine Lage somit bestimmt. 


5. Man bestimme die Masse der Kreisscheibe (vom Radius R), deren Dichte in jedem 
Punkt gleich dem Abstand dieses Punktes vom Rand der Kreisscheibe ist. 
Lösung. m - R3. 


Wir führen noch eine Reihe von Beispielen an, in denen es günstig ist, Polarkoordi- 
naten zu benutzen. 


6. Man bestimme das Volumen des „Vivianischen Körpers“ (Nr. 597, Beupe, 20). 
Lösung. Wir hatten bereits 
V=4 [fYR?-x2-y2dady, 
(P) 

wobei (P) der über dem Radius R der Kugel errichtete Halbkreis im ersten Quadranten 
der x, y-Ebene ist (Abb. 48). Das Auftreten des Ausdrucks x? +? im Integranden legt 
den Übergang zu Polarkoordinaten nahe. 

Die UNENEROIEE des Randes von (P), d.h. des Halbkreises, ist r = cos 6, wobel Ö 


die Werte von 0 bis — durchläuft. Also ist 


r/2 ; re/2 


2 
V= = 7} er 3] (1-sin? 0) d0=2 R3 (2- 3): 
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Wie wir sehen, haben sich die Rechnungen hier tatsächlich wesentlich vereinfacht.!) 


7. Man bestimme (a) die Lage des Schwerpunkts und (b) das polare Trägheitsmoment 
eines Blattes der Lemniskate 


(2? +y2)?=202 (02 -y2) . 


Lösung. (a) Die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten ist 


r2 = 2a? cos 29 | -7=0=2) : 
Folglich gilt 


r/4 aY2cos 20 = r/4 


22 
M,= 1 ij r2 cos Odrd$ = 4 a3 f cos 9 cos?/2 29 d® 
„-ı/a 0 n/a 
> Aa 
ayı 7 


2 as | (1 — 2 sin? 0)%2 cos 0. d® 
0 


und weiter, wenn man Y2 sin O=sin w setzt, 
r/2 
M 4 3 + | ee 
„74 cost ado=7.a®. 
0 
ra 
Da der Inhalt eines Blattes P=a? ist (Nr. 339, Beispiel 12), ist & = womit die 
Lage des Schwerpunkts bestimmt ist. 
(b) Es gilt 
la aY2cos 20 
ra? 
I = f 1 r3drdO ed . 
n/a 0 
8. Man bestimme das polare Trägheitsmoment der Kardioide r =a (1 +cos #) bezüg- 
lich des Pols. 


3 
Lösung. /g = ra®, 


9. Man bestimme die Lage des Schwerpunkts des „Vivianischen Körpers” (vgl. 
Beispiel 6). 
Lösung. Aus Symmetriebetrachtungen ergibt sich, daß der Schwerpunkt auf der 
x-Achse liegt. Wir berechnen das statische Moment 
BERRERURISERARGRE el2 Rcoe6 ______ 
M „, =4 SS vzdrdy er YR2-z2-y?dady a, cos 0 d® J YR?—-r2!r2dr. 
(P) 


Für das innere Integral gilt 


u Ben a ee 
f YR?-r2rd=z (2r2— R2) YR?—r +gr.aresin 7 h 
0 


R% Te 
_—. E 6 (2 cos?9—1)sın 043-0] 5 


1) Natürlich kann es vorkommen, daß die Vereinfachung des Integranden mit einer sol- 
chen Komplizierung des Integrationsgebiets verbunden ist, daß der Übergang zu Polar- 
koordinaten letzten Endes unzweckmäßig ist. 
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daher wird 


R% 15 
My: -z[ I« cos? 8 —cos? #) sin O +(5 -0) cos ] dd 
0 

R4 2 1 T 2 8 
Er We 5 ie 3 ers a ne Dh 
=; | 5 cos 6 +2 08 0+(2 0) sin 6 cos 0|| 15? s 

Hieraus folgt schließlich 

My: 12 


IS gr = 


10. Man bestimme das Volumen des Körpers, der von dem elliptischen Zylinder 


der Ebene z=0 und einer der folgenden Flächen begrenzt wird: 
(a) z=/x way +h (h>0) (Ebene), 


(b) = 7 (c>0) (elliptisches Paraboloid), 


(ec) cz=xy (c>0) (hyperbolisches Paraboloid). 


Lösung. Das Problem führt auf die Berechnung eines Integrals über eine Ellipse in 
der x, y-Ebene. Deswegen ist es zweckmäßig, zu verallgemeinerten Polarkoordinaten 
überzugehen, indem man x =ar cos 0 und y =br sin 0 setzt. Die Funktionaldeterminante 
dieser Transformation ist J =abr. 

Für den Fall (b) erhalten wir MN 


2c0os?20 B2 Ö 
Zr 7) mtv] j gr — —) r?drdd 


T i hr b? 
__ abc (at ; 
Analog finden wir in den beiden anderen Fällen '!): 


2p2 
(a) V=rabh,  (e) V-5-. 


11. Man bestimme das Volumen des dreiachsigen Ellipsoids 
z2 y2 22 
Hinweis. Man benutze verallgemeinerte Polarkoordinaten. 
4 
Lösung. 3 nabc. 


12. Man berechne das Integral 
I = ff zydedy 
(D) 


über die Schleife der Kurve 


N) 2\2 22 
ee 
a? b2J ce? 


im ersten Quadranten (vgl. Nr. 608, Beispiel 3(d)). 


a ee ne 


4) Im Fall (c) besteht der Körper aus vier symmetrischen Teilen, von denen zwei ober- 
halb und zwei unterhalb der x, y-Ebene liegen. 


\ 
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on 1 a10p6 
Hinweis wie oben. Lösung. 340 m 
c 


13. Man berechne die Integrale 
(a) = SWe+Yydzdy,  (b) Iz= SJaryrdady 
(4) (4) 


{n eine natürliche Zahl), wenn (A) das Gebiet ist, das von den Koordinatenachsen und 
der Parabel Y&+Yy=1 begrenzt wird. 


& 1 
Lösung. Eine Parameterdarstellung der Kurve ist x=cos?t, y=sin?t (0 =t =;) : 
Natürlich wird man die Schar der Parabeln betrachten, die (bezüglich des Koordinaten- 
ursprungs) ähnlich liegen: z=e cos? t, y=e sint (O=so=1). Führt man o und t als neue 
Veränderliche ein, so wird die Funktionaldeterminante J =4p cos? t sin? t; also ist 
n/f2 1 


. &_ 4 
ke} | Ve 40 cos?tsin?tdedt=,- , 
0 0 


n/2 1 
I,=4f Sfo?"+! cosir+3 :sin?"+3 t dodt 
00 


nı/2 
2 [(4n+2)!!]2 
An+3 4 3 ee N 
cos’"?t9 tsin'"t En (In zo): 


n+1 
0 
Die rechte Seite kann man auf die Form 
(2n +1)! 
(n +1) (2n +2) (2n +3) ... (4n +3) 
bringen. Fürn =1 ergibt sich hieraus insbesondere die Lösung der Aufgabe 3 aus Nr. 597. 


14. Man berechne das Integral 


K e VE) ana 
-[/ aloe) 
(B) 


wenn (B) das Gebiet ist, das von den Koordinatenachsen und der Parabel 


Va+lr-: 


begrenzt wird. 


\ 


Te 
Hinweis. Man setze x =ap cos?t, y=bo sin?t (0=e=1, 0=:=5) 


Ö K - b 
Lösung. A= 57. 
15. Man berechne das Integral 


2 (= Ey de 
5 | 
(D) 


über das Gebiet (D), das von den vier Parabeln 2?=ay, x?=by, y?=px, y=qg2(0<a-<b, 
0<p<g) begrenzt wird. 

Lösung. Mit Hilfe der in Nr. 604, Beispiel 4, angegebenen Variablentransformation 
(vgl. Nr. 608, Beispiel 5) bringen wir das Integral auf die Form 


er 
-3 | [nsinen dedn. 
a 
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Nun ergibt eine leichte Rechnung 
1 u pb—-sinpa singb-—-sin ) 
L=-— | ————— - — |, 
3 p q 


Analog läßt sich auch in den folgenden Fällen ein geeignetes System krummliniger 
Koordinaten erraten. 


16. Man berechne das Integral 
I= fjaydady , 
(4) 


wenn (A) das Vierseit ist, das von den folgenden Kurven begrenzt wird: 
(a) y=ar?, y=br?, y=pr, y? =gx; 
(b) y=ar?, y!=br2, y=az, y=Px. 
Hinweis. Man führe folgendermaßen neue Koordinaten £, n ein: 


(a) yEad, yY=nı;  (b) yacrd, yanm. 
ö | 
Lösung. (a) I=75 (a-6/5 —b-6/5) (98/5 — 98/5), 
1 
= —— (hi — nA -10_R-10 


17. Es sei (D) das Dreieck, das durch die Ungleichungen 2>=0,y=0 und x+y=s1 
bestimmt wird. Unter der Voraussetzung p=1,qg=1 beweise man direkt die Liouvil- 
lesche Formel aus Nr. 597, Beispiel 161): 


x 


1 
Sp (@+y) ar Iyr-!dedy=B(p, q) S plu) urt7-Idu, 
(D) 0 


wobei g(u) eine im Intervall [0, 1] stetige Funktion ist. 
Beweis. Wir setzen 
Y 
ty 
Diese Formeln stellen eine eineindeutige Beziehung zwischen dem Dreieck (D) in der 


x, y-Ebene und dem Quadrat (4) =[0, 1; 0, 1] in der u, v-Ebene her. (Eine Ausnahme 


macht nur der Punkt 2=0, y=0, der einem Abschnitt der v-Achse entspricht.) Dabei 
gilt 


z=u(l-v), y=w oder u=xr+y, v= 


D(z, y) 
2 “Du, v) u 


U. 


Durch Übergang zu den neuen Veränderlichen finden wir, daß das Flächenintegral 
gleich | 


14 
JSelu) up+a-iyg-1 (1 _v)P-1 dudv 
0 


oder gleich 


1 , 4 
a (1-v)P=t dv fplu) up+e-idu 
0 


ist. Da der erste Faktor gerade gleich B(g, p) =B(p, g) ist, ist das gewünschte Ergebnis 
bewiesen. 


!) In Nr. 597 war sie aus der Dirichletschen Formel hergeleitet worden, die ein Spezial- 
fall von ihr ist (p= 1). 
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18. Mit Hilfe derselben Variablentransformation kann man auch die allgemeinere 
Formel 


zp-1t,yg-1 alu) up+t7-idu 


1 
244) — — —— dedy =B(p, ı I 
Rd Free Teer ara al r (au +y)? (Pu +y)" 
z+y=i1 


beweisen (wenn p, g21;«, ß=0, y>0 und y(u) stetig ist). Man muß dabei das Ergebnis 
von Aufgabe 2 aus Nr. 534 benutzen. 


19. Die Formel 
41 ; 
JS KB) (1 —-a)?-1 BP (1 -B)2-1dadß=Blp, q) S 10) (1-v)Pt7-1 dv 


reduziert sich auf die Liouvillesche Formel, wenn man die Substitution 


1-2 -y 
& — 1-y ’ P=1-y 
durchführt, und zwar für z20, y=0, z+y=i. Die Funktionaldeterminante ist 
= „i 
J ; ) 


20. Man beweise mit Hilfe einer Koordinatentransformation (für beliebiges z =const) 
die Identität 


n/2 n/2 re/2 2 
f Sf cos (2z sin g sin 9) dod® -! f cos (z sin A) al 
00 0 
(vgl. Nr. 595, Beispiel 7). 
Beweis. Durch die Substitution 


_ utv ee P 
972 2 


erhält das Flächenintegral die Gestalt 


r f f [cos (z cos u) cos (2 cos v) +sin (2 cos u) sin (2cos v)] dudv. 
(4) 
Hierbei ist (4) das in Abb. 76 dargestellte, auf einer Spitze stehende Quadrat. Nun ist 


aber das Integral des zweiten Summanden gleich 0 (Substitution u=r— uw’), während 
das Integral des ersten Summanden über das Quadrat (A) unmittelbar auf den doppelten 


Te T 
Wert des entsprechenden Integrals über das Quadrat 10 53 0, | führt. Daraus er- 
hält man leicht das gewünschte Ergebnis. 


Abb. 76 


1) Übrigens erfordert der Punkt x =0,y=1 einen gewissen Vorbehalt. 
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85.  Uneigentliche Flächenintegrale 


612. Integrale über ein unbeschränktes Gebiet. Der Begriff des Flächenintegrals 
läßt sich auf den Fall eines unbeschränkten, d. h. sich ins Unendliche erstreckenden 
Gebiets und auf den Fall einer unbeschränkten Funktion ähnlich erweitern, wie das 
in Kapitel XIII in bezug auf einfache Integrale geschehen ist. 

Wir beschäftigen uns zuerst mit dem Fall eines unbeschränkten Gebiets (P), 
Beispiele solcher Gebiete sind die ganze Ebene, das Äußere eines Kreises oder ir- 
gendeiner anderen beschränkten ebenen Figur, jeder Winkelraum usw. Über den 
Rand dieses Gebiets setzen wir voraus, daß jeder beschränkte Teil den Inhalt 0 
hat (beispielsweise, daß er aus stückweise glatten Kurven besteht). Im Gebiet (P) 
sei eine Funktion f(x, y) gegeben, von der wir voraussetzen, daß sie in jedem be- 
schränkten quadrierbaren Teilgebiet von (P) im gewöhnlichen Sinne integrier- 
bar ist. 

Wir ziehen eine Hilfskurve X’ (die ebenfalls den Inhalt 0 hat) und schneiden 
damit von dem Gebiet (P) ein beschränktes und zusammenhängendes Teilgebiet 
(P’) ab. Das Integral 


| H fx, y) dıdy (1) 


existiert nach Voraussetzung. Wir lassen nun die Kurve (K’) so ins Unendliche 
rücken, daß der kleinste Abstand R vom Koordinatenursprung zu einem Punkt 
dieser Kurve über alle Grenzen wächst. Dann erfaßt das durch sie abgeschnittene 
veränderliche Gebiet (P’) nach und nach alle Punkte des Gebiets (P): Jeder Punkt 
aus (P) gehört für genügend großes R zu (P'). 

Den (endlichen oder unendlichen) Grenzwert des Integrals (1) für A> nennt 
man das (uneigentliche) Integral der Funktion f(x, y) über das unbeschränkte Gebiet (P) 
und bezeichnet es mit 


Sf f&, y) dedy= lim SS fx, y) dedy. (2) 
(P) (pP) 


Im Fall der Existenz eines endlichen Grenzwerts nennt man das Integral (2) 
konvergent, anderenfalls divergent. Eine Funktion, für die das Integral (2) konver- 
giert, nennt man im Gebiet (P) (uneigentlich) integrierbar. 

Im Fall einer positiven Funktion f(x, y) genügt es, irgendeine Folge von gegen 
Unendlich strebenden Kurven (K}), (K3), --., (K,), -.. und die von diesen abge- 
schnittenen Gebiete (P,), (P»), ..., (P,), ... zu betrachten und vorauszusetzen, daß 


I=sup{ Sf fx, y) dedy} 
n  (Pn 


endlich ist, um die Konvergenz des Integrals (2) zu sichern. 
Jedes Gebiet (P’), das durch eine Kurve (K’) von (P) abgetrennt wird, liegt 
nämlich für genügend großes n ganz in (P,), also ist 


SS Ha, y) dedy= ff fx, y) dady 
(P') (Pr) 


und um so mehr 
Sf f&,y) dedy=sI. (8) 
(P’) 


613. Satz über die absolute Konvergenz uneigentlicher Integrale 193 


Andererseits existiert zu vorgegebenem e>0 ein n,, für das 
JS fa, y) dedy>I-e 
(Pr) 
wird. Für genügend großes R umfaßt das Gebiet (P’) seinerseits (P,)t); folglich 
gilt erst recht 


re y) dedy=I-e. (4) 


Die Ungleichungen (3) und (4) zusammen beweisen, daß die Zahl I der Wert des 
Flächenintegrals ist. | 

Mit Hilfe dieser Überlegung kann man leicht einen Satz über den Vergleich von 
Integralen beweisen, der dem Satz 1 aus Nr. 474 analog ist. Wenn man die früheren 
Voraussetzungen bezüglich der Funktion f(x, y) beibehält, so folgt ferner aus der 
Konvergenz des Integrals von |f(x, y)| über das unbeschränkte Gebiet (P) die Konver- 
genz des entsprechenden Integrals für die Funktion f(x, y). | 

Um das zu beweisen, betrachten wir die beiden nichtnegativen Funktionen 


fx(e, ee und f_(z, Miu iz ie 


offenbar gilt 


e D =0i t, 
+, y)= 0” y) _ (,y)=0 is 


— fix, y), wenn f&, y)=0 ist, 
/-@, y)= | Ö sonst. 


Aus der Integrierbarkeit der Funktion |f(x, y)| folgt die Konvergenz der Integrale 
der Funktionen 


‚"&y9efayl und Wyss yl; 
folglich konvergiert auch das Integral für die Funktion 
fs) W)-1-% Y)- 

Äußerst bemerkenswert ist die Tatsache, daß auch das Umgekehrte gilt: Aus der 
Konvergenz des Integrals der Funktion f(x, y) über ein unbeschränktes Gebiet (P) folgt 
die Konvergenz des Integrals auch für |f(x, y)|. Dieser Satz besitzt in der Theorie der 
einfachen uneigentlichen Integrale kein Analogon: Wir wissen (Nr. 475), daß dort 
auch nicht-absolut konvergierende Integrale existieren können. 

Den Beweis geben wir in Nr. 613. 


613. Satz über die absolute Konvergenz uneigentlicher Integrale. Jedes konvergente 
Integral 


& x, y) dedy () 


1) R bezeichnet weiterhin den kleinsten Abstand von Punkten der Kurve (K’) zum 
Koordinatenursprung. 
13 Fichtenholz III 
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konvergiert notwendigerweise auch absolut, d. h., mit ihm konvergiert zugleich auch 
das Integral 


H fx, y)]| dedy. (6) 


Wir nehmen das Gegenteil an. Wählen wir eine Folge {(P,„)} von Gebieten, die 
wachsen und nach und nach das ganze Gebiet (P) erfassen, so gilt also 


lim ff If, y)l dady= +=. 
(Pa) 


Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, daß für jeden 
Index n die Ungleichung 
SS a’ y)| dady>3 Fl I/z, y)l dedy+ 2m 
(Pa+2 
erfüllt ist. Das kann man Pb erreichen, daß man (nötigenfalls) eine Teilfolge 
der Folge {(P,)} auswählt und diese neu numeriert. 
Bezeichnet man mit (p,) die Differenz der Gebiete (P,,,) und (P,), so gilt 
offenbar 
F fa, y)l dedy>2 F, fa, y)l dedy+2m . 
Pn 
Nun ist aber 
Yo): )+f-@ Y); 
also gilt 
Sie, y)| dedy= JS f+(2, y) dady+ F f-(&, y) dedy. 


(?y) 


Von den beiden Integralen a sei etwa u. a das größere. Dann gilt 
1:9) Ber F fo, y)l dedy+n. 


(Pn) 


Ersetzen wir das a links durch eine ihm genügend nahe kommende 
untere Darbouxsche Summe, so erhalten wir die Ungleichung) 


2, mpP> & Yo, y)ldedy+n. 


Es ist ar in a Summe nur diejenigen Glieder beizubehalten, für die 
m®>0 ist; bezeichnen wir die Gesamtheit der entsprechenden Elemente (p®) mit 
(7,), so gilt erst recht 


SS Ka, y) dedy= ff 4, y) dedy> Sf He, y)| dady+n. 
(Du) (By) (Pr) 


Wir bezeichnen mit (P,,) die Vereinigung der Gebiete (P,) und (?,). Addieren wir 
die Ungleichung 


SS Ma, y) dedy=— Sf fe, y)| drdy 
(P„) (Py) 


i) Hierbei sind die (pi) Elemente, in die das Gebiet (p,) zerlegt worden ist, und die 
m“) sind die entsprechenden unteren Grenzen der Funktion f,(z, 4). 
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zu der vorhergehenden, so finden wir 


SS ta, y) dedy>n. 
Bd | 

Das Gebiet (5,) und damit auch (P,) kann man so abändern, daß aus (D,) 
ein zusammenhängendes Gebiet (P,) entsteht, das sich in bezug auf den Inhalt 
beliebig wenig von (P,) unterscheidet und für das immer noch die Ungleichung 


SSH x, y) dedy>n 
(Py) 


gilt. Das kann man leicht dadurch erreichen, daß man die getrennten Teile des 
Gebiets durch schmale „Korridore“ mit beliebig kleinem Inhalt verbindet. 

Hieraus ergibt sich, daß das Integral (5) entgegen unserer Voraussetzung nicht 
konvergieren kann; dieser Widerspruch beweist unseren Satz. 

Wir bemerken, daß der prinzipielle Unterschied zwischen dem eindimensionalen 
und dem zweidimensionalen Fall gerade mit dem letzten Teil unserer Überlegung 
zusammenhängt. Ein nichtzusammenhängendes eindimensionales Gebiet, das aus 
getrennten Intervallen besteht, kann man nicht durch eine beliebig kleine Defor- 
mation in ein zusammenhängendes Gebiet (d. h. ein volles Intervall) verwandeln. 

Der bewiesene Satz und die Bemerkungen von Nr. 612 führen das Problem 
der Konvergenz und der Berechnung eines uneigentlichen Integrals einer beliebi- 
gen Funktion auf das. entsprechende Problem für eine positive (nichtnegative) 
Funktion zurück. Mit diesem Problem werden wir uns in Nr. 614 hauptsächlich 
beschäftigen. 


614. Die Zurückführung eines Flächenintegrals auf ein iteriertes Integral. Wir be- 
schränken uns von vornherein auf den Fall, daß die Funktion f(x, y) nichtnegativ 
ist. Wenn diese Funktion in einem unbeschränkten Gebiet beliebiger Form gegeben 
ist, so kann man die Funktion außerhalb dieses Gebiets gleich 0 setzen und dadurch 
das Problem immer auf ein rechteckiges unbeschränktes Gebiet zurückführen. Es 
handle sich etwa um das in einer Richtung unbeschränkte Rechteck [a, b; c,] 
(a, b,c seien endliche Zahlen, und es gelte b>a). Wir setzen voraus, daß in jedem 
Rechteck [e, 5; c,d] (für beliebiges d>c) das Flächenintegral und das einfache 
Integral über y BRREHEEN: a. zwar beide im eigentlichen Sinne. Dann gilt (Nr. 594) 


SS fdıdy= J def /dy. (7) 


[a,b ;c,d] 
Wir wollen eine Ba Formel auch für das unendliche Rechteck beweisen, 
d.h. für den Falld=«. Zu diesem Zweck nehmen wir an, daß das Doppelintegral 


b os 
I=fd«f fdy 
a c 


konvergiert. Aus der Tatsache, daß für jedes d>c 


ff fdxdy=I 
[a,b ;c,@] 
ist, folgt nach Nr. 612 bereits die Konvergenz des Flächenintegrals 
Sf Idady= Pi al ae 2 ’ (8) 
[a,b ;c,=] a,b;c,d] 


13* 
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das offensichtlich nicht größer als / ist. Es bleibt nur zu beweisen, daß das Flächen- 
integral tatsächlich gleich 7 ist. 


Wenn das Integral [ fdy eine Funktion von x darstellt, die eigentlich integrierbar 


ist und folglich irgendeine obere Schranke Z besitzt, so ist erst recht 
d 

S ix, y)dy=L. 

c 
Daher gilt nach Satz 2 von Nr. 526 

bpb d 
I=lim fdxftdy. 
mg e 


Vergleichen wir dies mit (7) und (8), so kommen wir zu dem gewünschten Ergebnis. 
Die aufgestellte Beziehung bleibt auch dann gültig, wenn das Integral / un- 
eigentlich konvergiert. Es sei etwa b der einzige singuläre Punkt des Integrals 


(fdy als Funktion von x. Dann gilt nach dem bereits Bewiesenen für 0O<n<b-a 
c 


b—- oo 
J  Idady= f def fdy, ) 


[a,b n;c,] 
und beide Seiten der Gleichung streben für n—0 gegen /. Beachten wir, daß 
Iz ff Jdeady= ff jdady 
[a,b ;c,] [a,b —n;c,°] 
ist, so können wir wieder schließen, daß das Flächenintegral und das Doppel- 
integral über das Rechteck [a, b; c,>] gleich sind. 

Wir erwähnen, daß aus den letzten zwei Beziehungen ersichtlich ist, daß das 
Flächenintegral unendlich wird, wenn das uneigentliche Doppelintegral unend- 
lich ist. 

Daher gilt analog zu n 


JS fdedy= f def fdy, (10) 


[a,d;c,] 

wobei ausder Existenz E Doppelintegrals rechts die Existenz des Flächenintegrals 
folgt. Die Gleichheit gilt sogar dann noch, wenn das Integral rechts gleich ist. 

Wir wenden uns schließlich der Betrachtung: eines Rechtecks [a,; c,»] zu, 
das sich in zwei zueinander senkrechten Richtungen ins Unendliche erstreckt. 
Auch hier werden wir voraussetzen, daß in jedem endlichen Rechteck [a, b; 6, d] 
(für beliebige b>a und d>c) das Flächenintegral und das einfache Integral über y 
im eigentlichen Sinne existieren. 

Für den vorliegenden Fall kann man die Formel 


Sf tdaıdy= f de 17 fdy (11) 
Q,00 50,00] 

beweisen, vorausgesetzt, daß das Doppelintegral rechts konvergiert. Das ergibt 
sich aus (10) durch den Grenzübergang b+-&, und zwar ähnlich, wie wir oben (10) 
aus (9) erhalten haben. 
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Wir gehen noch kurz auf den Fall ein, daß die Funktion f(x, y) das Vorzeichen 
wechselt; wir beschränken uns hierbei etwa auf die Formel (10). Für das endliche 
Rechteck [a,b;c,d] (für d>c) behalten wir die früheren Voraussetzungen bei, 
nehmen aber diesmal neben der Konvergenz des Integrals 


bo“ 
Sdx f fe, y) dy 
& € 
der Funktion selbst auch die Konvergenz des Integrals ihres absoluten Betrages an: 


b oo 
S dx Sf If, y)|dy. 


Dann existieren die entsprechenden Integrale auch für die am Schluß von Nr. 612 
erwähnten Funktionen /,(xz, y) und f_(xz, y). Wenden wir auf diese nichtnegativen 
Funktionen einzeln die bewiesene Formel (10) an und subtrahieren die Ergebnisse, 
so sehen wir, daß die Formel (10) auch für die gegebene Funktion f(x, y) gültig bleibt. 


615. Integrale unbeschränkter Funktionen. In einem beschränkten Gebiet (P) sei 
eine Funktion f(x, y) gegeben, die in der Umgebung einzelner Punkte M,, M>, ... 
unbeschränkt ist; wir nehmen an, daß die Funktion in jedem Teilgebiet von (P), 
das diese Punkte nicht enthält, eigentlich integrierbar ist. 

Wir trennen nun die singulären Punkte M,, Ms», ... ab, indem wir sie mit ge- 
schlossenen Kurven (ky), (ka), ... umgeben. Wenn wir aus dem Gebiet (P) die von 
diesen Kurven begrenzten Umgebungen der singulären Punkte entfernen, so er- 
halten wir ein Gebiet (P’), für das das Integral 


SS Hz; y) dedy (1*) 
(P) 


nach Voraussetzung konvergiert. Wir werden die Kurven (k}), (ka), .. auf die 
erwähnten Punkte so zusammenziehen, daß der größte der Abstände der Punkte 
dieser Kurven (k) von dem entsprechenden Punkt M (wir bezeichnen ihn mit 
e) gegen O strebt.1) Wir bemerken, daß dabei auch die Inhalte der betrachteten 
Umgebungen (die kleiner als re? sind) gegen 0 streben. 

Das (uneigentliche) Integral der unbeschränkten Funktion f(x, y) über das Gebiet (P) 
wird als Grenzwert des Integrals (1*) für oO definiert: 


Sf tx, y) dedy=lim Sf x, y) dady. (2*) 
(P) et pP) 


Die singulären Punkte dürfen auch längs irgendwelcher singulärer Linien liegen, 
von denen wir immer annehmen werden, daß sie den Inhalt 0 haben. In diesem 
Fall muß man diese Linien mit Umgebungen versehen, die sich auf sie zusammen- 
ziehen. Prinzipiell tritt hier nichts Neues auf. 

Die genaue Kennzeichnung des zuletzt betrachteten Grenzprozesses erfordert 
jedoch noch einige Erklärungen. Die singuläre Linie (l) besitze eine Umgebung mit 
der Randkurve (k). Wählt man auf (k) einen Punkt A, so existiert unter den Ab- 
ständen dieses Punktes zu den verschiedenen Punkten B von (l) ein kleinster Ab- 


1) Statt dessen hätte man auch annehmen können, daß die Durchmesser aller Gebiete, 
die von den Kurven (k) begrenzt werden, gegen 0 streben. 
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stand _,; variiert man die Lage von A auf (k), so existiert andererseits unter allen 
Abständen o, ein größter Abstand o. Diese Zahl ist in gewissem Sinne ein Maß 
für die Entfernung des Randes (k) von der Kurve (!), und der Grenzprozeß wird 
durch die Bedingung o-0 beschrieben. (Liegen mehrere Kurven vor, so versteht 
man unter o die größte der entsprechenden Zahlen.) Auch hier kann man beweisen, 
daß gleichzeitig mit o auch der Inhalt der betrachteten Umgebung gegen 0 strebt. 

Schließlich läßt sich die Definition des uneigentlichen Integrals leicht auf den 
Fall ausdehnen, daß das Gebiet unbeschränkt ist und daß die in diesem Gebiet defi- 
nierte Funktion im Endlichen singuläre Punkte hat. 

Bemerkung. Wenn man bei der Konstruktion des uneigentlichen Integrals 
außer den singulären Punkten (oder Linien) auch einige solche Punkte (oder Linien) 
‚ herausnehmen würde, diein Wirklichkeit nicht singulär sind, so würde sich das weder 
auf die Existenz noch auf den Wert des Grenzwertes auswirken, durch den das 
Integral dargestellt wird. Fügt man nämlich etwa den regulären Punkt A zu den 
singulären Punkten hinzu und nimmt überdies eine Umgebung dieses Punktes A 
heraus, so strebt das Integral über diese Umgebung gleichzeitig mit deren Inhalt 
gegen 0, weil die Funktion in der Umgebung von A beschränkt ist. 

Auf alle aufgezählten Fälle uneigentlicher Integrale lassen sich die Überlegungen 
aus Nr. 612 bis 614 übertragen. 

Außerdem gilt auch hier der wichtige Satz, daß ein uneigentliches konvergentes 
Flächenintegral notwendigerweise absolut konvergiert. Der Beweis wird genauso ge- 
führt wie in Nr. 613. 

Für das Problem der Zurückführung eines Flächenintegrals auf ein Doppel- 
integral genügt es auch hier, sich auf den Fall zu beschränken, daß das Gebiet (P) 
ein (endliches) Rechteck [a, b; c, d] ist. Man kann beweisen, daß für eine nichtnega- 
tive-Funktion f(x, y) die Formel (7) gilt, wenn die Existenz des iterierten Inte- 
grals vorausgesetzt wird (die Existenz des Flächenintegrals folgt daraus bereits). 

Zur Berechnung des Integrals muß man die zugrunde liegende Verteilung der 
singulären Punkte der Funktion kennen.!) Wir beginnen mit dem Fall, daß sie auf 
einer horizontalen Geraden (beispielsweise y=d) liegen oder allgemeiner auf einer 
Kurve, die durch eine explizite Gleichung der Gestalt 

y=ya) (ası=b) 
ausgedrückt wird. In diesem Fall ist der Beweis der gleiche wie in Nr. 614 für 
d==. Danach geht man zu dem Fall über, daß singuläre Punkte auch noch auf 
einer vertikalen Geraden liegen (beispielsweise x=b), indem man wie oben für 
b=» verfährt. Wenn die betrachtete Funktion das Vorzeichen wechselt, so muß 
man zusätzlich die Existenz des Doppelintegrals der Funktion |/(z, y)] voraus- 
setzen. | 

Die. Verallgemeinerung auf den Fall mehrerer Kurven oder Geraden bzw. auf 
den Fall eines unendlichen Rechtecks mit Singularitäten im Endlichen ist trivial. 


616. Variablentransformation in uneigentlichen Integralen. In der x, y-Ebene und 
der £, n-Ebene seien zwei beschränkte Gebiete (D) bzw. (A) gegeben, die durch die 


!) In jedem Teilrechteck, das keine singulären Punkte enthält, soll eine Formel der 
Gestalt (7) gelten. 
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Transformationsformeln 


z=xÄlö,n,  y=y(&n) (12) 
bzw. die inversen Formeln 
s=ir,y,  n=n,y) (12a) 


verknüpft sind. Es sollen alle Bedingungen erfüllt sein, von denen in Nr. 603 aus- 
führlich die Rede war. \ 

Ferner sei im Gebiet (D) eine Funktion f(x, y) gegeben, die überall stetig ist, 
abgesehen von endlich vielen einzelnen Punkten oder Kurven), in denen sie un- 
endlich wird. 

Wir werden zeigen, daß unter diesen Bedingungen die Gleichung 


gilt, sobald eines der beiden Integrale konvergiert; die Konvergenz des anderen 
folgt dann daraus. _ 

Wenn man nämlich die singulären Punkte und singulären Linien des ersten 
Integrals im Gebiet (D) mit Hilfe von Umgebungen herausnimmt, so werden 
durch die entsprechenden Umgebungen im Gebiet (4) die singulären Punkte und 
singulären Linien des zweiten Integrals herausgenommen. Es ergebe sich dadurch 
in der x, y-Ebene das Gebiet (D’) und in der £, n-Ebene das Gebiet (A’). Dann gilt 
nach Formel (21) aus Nr. 609 


J x, y) dedy= F Mz(&; n), y(& m) JS m)| dEdn . (14) 
D ’ ' 


Setzen wir voraus, daß die Beziehung zwischen den Gebieten (D) und (4) in beiden 
Richtungen stetig ist?), so sehen wir leicht, daß ein Zusammenziehen der Umge- 
bungen in der x, y-Ebene auf die jeweiligen Punkte oder Linien den entsprechenden 
Prozeß auch für die Umgebungen in der £, n-Ebene zur Folge hat, und umgekehrt. 
Somit ist klar, daß wir durch Grenzübergang in der Beziehung (14) schließen 
können, daß aus der Konvergenz eines der Integrale die Konvergenz des anderen 
und gleichzeitig die Gültigkeit der Gleichung (13) folgt. 

Man hätte sogar zulassen dürfen, daß die Funktionaldeterminante J(&, 7) in 
einzelnen Punkten oder einzelnen Linien des Gebiets (A), die die oben betrachteten 
singulären Linien in diesem Gebiet nicht schneiden, und damit auch der Inte- 
grand des zweiten Integrals, wird. Obwohl die entsprechenden Punkte und 
Linien in der x, y-Ebene für das erste Integral nicht singulär sind, bereitet es 
nach der Bemerkung von Nr. 615 keine Schwierigkeiten, sie herauszunehmen; 
die Schlußfolgerung bleibt also auch unter den neuen Annahmen gültig. 

Wir bemerken noch, daß man auch im vorliegenden Fall oft auf eine Verletzung 
der Stetigkeit oder der Eindeutigkeit der Beziehungen (12) und (12a) in einzelnen 
Punkten oder längs einzelner Linien stößt. Unter diesen Umständen sind die Über- 
legungen der Nr. 606, 4° anwendbar (vgl. den Schluß von Nr. 609). 


1) Alle Kurven, von denen in Nr. 616 die Rede ist, werden als stückweise glatt voraus- 


gesetzt. 
2) Wir meinen damit die Stetigkeit der Funktionen (12) und (12a). 
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Schließlich wenden wir uns dem Fall zu, daß wenigstens eins der Gebiete (D) 
und (A) unbeschränkt ist. 

Erstrecken sich beide Gebiete ins Unendliche und sind ihre Punkte, die sich 
im Endlichen befinden, durch die Beziehungen (12) bzw. (12a) verknüpft, so gilt 
für beschränkte Teilgebiete (D’) und (4’), die durch einander entsprechende Kurven 
begrenzt werden, die Gleichung (14), wenn die oben angegebenen Bedingungen er- 
füllt sind. Da sich die erwähnten Kurven offenbar nur gleichzeitig ins Unendliche 
entfernen können, braucht man in (14) nur zur Grenze überzugehen, um (13) zu 
erhalten, und wieder folgt aus der Konvergenz eines Integrals die Konvergenz des 
anderen. 

Es sei nun etwa das Gebiet (A) beschränkt, aber das Gebiet (D) nicht. Die Punkte 
des Gebiets (D) seien Bilder aller Punkte des Gebiets (A) mit Ausnahme eines ein- 
zelnen Punktes (oder einer einzelnen Linie), der (die) sozusagen dem im Unendli- 
chen verlaufenden Teil des Randes des Gebiets (D) entspricht. Wir trennen mit 
Hilfe einer Kurve einen beschränkten Teil des Gebiets (D) ab und nehmen mit Hilfe 
der entsprechenden Kurve im Gebiet (A) den erwähnten Punkt (bzw. die erwähnte 
Kurve) heraus und erhalten so Gebiete (D’) und (4’), auf die die früheren Überle- 
gungen anwendbar sind, usw. 

Wir bemerken, daß eine Variablentransformation mit anschließendem Übergang 
zu einem iterierten Integral ein sehr geeignetes Mittel ist, die Existenz uneigent- 
licher Flächenintegrale nachzuweisen. Zahlreiche Beispiele dafür findet der Leser - 
im nächsten Abschnitt. 


617. Beispiele. 
1. Man stelle Konvergenzbedingungen für folgende Integrale auf (m >0): 


“ J ae ® „Sf Kr ei Js S Keen 


Lösung. EB reduzieren sich diese PURE he 


o 1 
rdr dr dr rdr 
(a) fa IE = 27 S „am-1 1> (b) 2r : „om-1 N (c) 27 f (1 -r2ym . 
1 0 
Die Konvergenzbedingungen sind offensichtlich 


(a) m<1, (b) m>1, (c) m<1. 
2. Man löse das gleiche Problem für die Integrale («, f, m >0) 


” ]: J pm (b) S J Fe © J rer 


er 
Zefa: Pe or x Pe 


Hinweis. Man benutze die Substitution 
x =r*la cos?la 9, y=r“P sinP 9. 


/ 


. 1 1 u 1 
Lösung. (a) Fa a (c) m<1. 


Die gleichen Antworten ergeben sich auch dann, wenn die Variablen in den Aufgaben 1 
und 2 nur den Sektor zwischen den Strahlen 6 =0, und 0=9, durchlaufen. 
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3. Wenn das Gebiet (D,), das die Variablen x und y durchlaufen, das krummlinige 
Dreieck AOB ist (Abb. 77), das von dem Abschnitt AO der x-Achse, dem Bogen OB 
der Parabel y=x? und dem Bogen BA des Kreises 2?+y?=1 begrenzt wird, so existiert 
das Integral 


f [35 drdy 
+y? 
(Dı) 
für das der Koordinatenursprung wiederum ein singulärer Punkt ist (obwohl es für den 


Kreis nicht existiert). Bei Übergang zu Polarkoordinaten erhält das Integral nämlich 
die a... ) 


cos? 0 
=| In ——— 


sin 5‘ 
10) 


Er 0 
und daraus folgt die Behauptung. 


4. Wählt man als Gebiet (D,) das Dreieck AOC (Abb. 77), so kann man analog die 
Existenz des Integrals 


I, dxdy 
1-x2?2-y? 


(D;) 
nachweisen, für das die Punkte A und Ü singulär sind. 1 
Da die Linie AC in Polarkoordinaten die Gleichung r = ee hat, führt das 
vorliegende Integral auf das Integral 
1 
r/2  cosd+sin rel , re/2 
r rdr 1 sin 29 5 7E sin sin 
J do J Ei Tan ae "T+sin go pP, 


das offenbar existiert. 


5. Auf einem Vergleich mit den in Aufgabe 1 betrachteten Integralen beruht folgendes 
Konvergenzkriterium: 

Ist (D) 

(a) ein beschränktes Gebiet, das den Koordinatenursprung enthält, 

(b) ein unbeschränktes Gebiet, das den Koordinatenursprung nicht enthält, 
so konvergiert das Integral über die Funktion f(x, y) in (D), falls sich f(x, y) in (Di in der 
Form 


9X, Y) 
fx, y) —(&2 +2) m 


darstellen läßt, wobei @ beschränkt und integrierbar ist und (a) m<1 bzw. (b) m>1 ist. 


Ed 
wi 


1) Mit 6 wird der Winkel des Strahls O0 B mit der Polarachse bezeichnet. 
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Y E c nn 
| Wa Zu 
| , R 
B BIER 
4 
A X 


Man kann dieses Kriterium leicht auf den Fall übertragen, daß der Koordinaten- 
ursprung durch einen beliebigen Punkt (zo, Y%0) ersetzt ist. 


6. Man prüfe die Konvergenz des Flächenintegrals der Funktion 


y2 2 

f(z, y) = (zer y3% 

über (a) das Dreieck OBC (Abb. 78), (b) das Quadrat OABC, (c) den unendlichen Strei- 
fen YCBE, (d) das unendliche Dreieck #. BG, (e) das unendliche Quadrat ZBF. 


Lösung. In den Fällen (a) und (d) konvergiert das Integral nicht (daher gilt das 
gleiche erst recht für die Fälle (b) und (e); im Fall (ce) konvergiert das Integral, und zwar 


Te 
gegen 7- 


7. Die Funktionen f(x) und g(y) seien absolut integrierbar, die erste im Intervall 
La, 5], die zweite im Intervall [c, d]; jedes dieser Intervalle darf sowohl endlich als auch 
unendlich sein. Man beweise, daß dann auch das Flächenintegral 


[a,d;e,d] 


b d 
Sf Ha) gly) dedy= H f(&) def g(y) dy. 


konvergiert (vgl. Nr. 595, Beispiel 9). | 

Das Problem läßt sich leicht auf den Fall nichtnegativer Funktionen zurückführen; 
auf diesen Fall wollen wir uns beschränken. 

Sind etwa beide Intervalle endlich und b bzw. d die einzigen singulären Punkte, so exi- 
'stiert, wie wir bereits wissen, das Flächenintegral (6 und e>0) 


b-6ö d-e 

SS I(z) y) dady= S Ka)de Sf gly)dy. 
[a,b --ö;,cd-e] a c 

Man hat nur noch die Grenzübergänge ö>0, e>0 auszuführen. 


Die angegebenen Bedingungen für die Funktionen fund gsind auch notwendig für die 
Existenz des Flächenintegrals, ausgenommen den Fall, daß eins der Integrale 


bo d 
Sif@)| de, / Ia(y)l dy 


a 


gleich 0 ist. 
8. Man bestimme den .Flächeninhalt der Figur (D,), die von den Parabeln 


p 
y?=2p (2 -3) und y?=2g (2 -3) (0<p<g) und derz-Achse begrenzt wird (vgl. Nr. 608, 
Beispiel 8). 
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Lösung. Benutzen wir die krummlinigen Koordinaten, die an der angegebenen Stelle 
eingeführt worden sind, so erhalten wir 


1 a, AR ” zu du 4 == 
2 Tre freau- [ Yv dv [ Va => (9-2) Ypq. 
0 p 0 » 


Die Berechnung des Flächeninhalts hat auf ein uneigentliches Integral geführt (die 
singuläre Linie ist ein Abschnitt der u-Achse). Nachdem allgemein die Variablentrans- 
formation auch auf den Fall uneigentlicher Integrale ausgedehnt wurde, ist natürlich 
die durchgeführte Rechnung erlaubt. 


9. Man berechne das Integral (O<c-<a) 
1c | Ze 
R= [SYa? -x2-(c2-x2) y2VYe?—-x?2 dıdy. 
00 


Wir benutzen die Substitution 


Uv 


® 
ru yo (1+u2) —v2 
(u, v) durchläuft hierbei das unendliche Rechteck [0,5 0, c]; die Funktionaldeter- 


N 


v® 


ee ee Es gilt 
Yi+u2Yc2(1+u2) —v2 


minante ist gleich — 


CC BEERERSEREES oa C 

v» Ya? —v2 du BRUENE 17 

me AT ai | 2 _2 19 = — Ta3 — (a2 — 2213121 . 

R= [| Parey ana Sara Je v2 dv ; [e (a? — c?)°'*] 
00 1) 


Hier hat es sich als zweckmäßig erwiesen, das eigentliche Integral auf ein uneigent- 
liches zurückzuführen, das sich leicht berechnen läßt. 


10. Das Flächenintegral 
P = [fe Vdrdy 
00 
existiert; denn es existiert das zweifache Integral 
oa oo oa oo oo 2 
P= [def er Vdy= Sferdefetdy | Feraz R 
0 0 0 10 0 


Man kann es leicht berechnen, indem man zu Polarkoordinaten übergeht; der erste 
Quadrant der x, y-Ebene wird dabei auf den Streifen der r, 0-Ebene abgebildet, der von 


Tr 
den Geraden 6=0,r=0 und 9 = > begrenzt wird. Also ıst 


_r2 ® [ -T’rd we 
P= [J® rdra0= | erir=z- 
0 0 0 


Daher ist 
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Dieses seiner Einfachheit wegen bemerkenswerte Berechnungsverfahren stammt von 
Poısson. 


11. Gehen wir in dem gleichen Integral P nach den Formeln 


2 12 _c9 (Od _ 2 
2=—, ee 22 +y2=AR+u2 —cH, 
Die, Y) u?— 12 


D(A, u) ETrerT (c2—u2) 


zu elliptischen Koordinaten (Nr. 604, Beispiel 5) über, so erhalten wir 
e@+ar-c2) (42 — u2 
dar Ser (42 — 17) ne 
Y(22 02) (ce? 12) e 


o> e oo = 
er’ 12dA e’ du  ei’gR u’y2du _R z a 


oder 


nn rn en 


ne 


Va2—c2 | Ve2 —u2 ; VAr—c2 . ren: 4 


Wenn wir c=1 setzen und die Substitution A=Yv +1, u =Yv durchführen, so kommen 
wir zu der interessanten En 


e-? e-? 1 ih 
f Va - IE Ve 


12. Durch Übergang zu den verallgemeinerten Polarkoordinaten 


xz=arcos6b, ,„ Yy=br sin ® ((=zsr=1,0=9=2r) 
kann man den Wert des Flächenintegrals 
a dxd T 
u Ta 
z=z=04y=0 V: a? b2 
ja + 


leicht bestimmen. 

Wenn wir dagegen zu den elliptischen Koordinaten übergehen, von denen soeben die 
Rede war (und c?=a?-—b? setzen, so daß die gegebene Ellipse A=a entspricht), so er- 
halten wir für — Integral 


A2— u? 
b N ——— — —— — ——— — — — — — — . 
u J f Var) (Re 
Also ist 


> A 


Sf Ra | didu=- 
Ya? 12) (a2 12) (2-02) (c?— a3) 


Setzt man hier a=1, e=k<1, K=J1-R? und schließlich 1=Y1-k’2sin?y, 
. Te 
u=ksino (0 zZ, y= 5) ‚so führt dieses Integral auf 


r/2 r2 


f (1-%sin?y) +(1—k2sin?p) —1 


——— —  — _ — — — —  — _  dodv = 
Ya —k2sin?o) (1 -k’2 sin? y) a 


SE 


0 
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Das kann man in folgender Form schreiben: 


e/2 u rel? re/2 r/2 
ie12.9, PERS Wen. VRIERERER: 1 23sn20 
J Rane J Y1-k’2sin2pydy+ J a mr] Y1-k2sin?p dp 
re/2 re/2 
dp dy rn 
Yi-k2sinp ) Yi-ksiny 2 


Der Ann: erkennt hierin die Legendresche Relation, der wir bereits begegnet sind 
(vgl. Nr. 511, Beispiel 12, und Nr. 534, Beispiel 10). 


13. Wir geben eine Herleitung der bekannten Beziehung zwischen den Eulerschen 
Integralen erster und zweiter Art an, die von JACoBI stammt. 
Da (für «a>0 und 5b >0) 


I‘(a) = fe Yya-ldy und 1) = fe” zd-idz 
ist, gilt 
IXa) I(b)= ff e?Iad-iya-ldady. 
00 


Wir setzen hierin x =u (1—v), y=uv, so daß dem ersten Quadranten in der x, y-Ebene 
der Streifen der u, v-Ebene entspricht, der von den Geraden v»=0, u=0 und v=1 be- 
grenzt wird. Die Funktionaldeterminante der Transformation ist gleich v. Daher ist 


1 
IXa) I(b)= ff etuet?-Iya-1 (1 —v)d-1 dudv 
00 


on 1 
= fortyerd-iIgu fveri(1-v)tTdv=I(a+b) B(a,b), 
ö 0 


was zu beweisen war. 

14. In früheren Darlegungen haben wir eine Reihe von Formeln hergeleitet, deren 
‚Anwendbarkeitsbereich jetzt erweitert werden kann. Das bezieht sich beispielsweise auf 
.die Dirichletsche Formel 


TOD 
p-1,,g-1 = 
[J: vn dedy = I(p+g+1) 
z20,y=0 
zs+y=i 


(Nr. 597, Beispiel 12) und auf die allgemeinere Liouvillesche Formel 


1 
IXp) af A 
p-1,,7-1 = pPrg-Idu 
SS vers aryrtanay = Gy Jr 
=0,y=0 0 
z+y=1 


((Nr. 611, Beispiel 17), die für beliebige p und q>0 Gültigkeit behalten. Die Beweise 
bleiben dabei die gleichen. 

Man kann sogar noch weiter gehen: In der Liouvilleschen Formel hatten wir bisher 
‚angenommen, daß die Funktion o(u) im Intervall [0, 1] stetig ist; jetzt können wir je- 
‚doch zulassen, daß sie in einem oder mehreren Punkten dieses Intervalls unendlich 
‘wird, sobald das Integral rechts absolut konvergiert (sonst konvergiert das Integral 
‚links überhaupt nicht). 

Schließlich kann man die Liouvillesche Formel auf das Flächenintegral über das un- 
‚beschränkte Gebiet erweitern, das durch die. Ungleichungen 2=0, y=0,2+y=1 de- 
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finiert wird, wenn man das Integral rechts über das Intervall von 1 bis » erstreckt 
(wieder unter der Voraussetzung, daß es absolut konvergiert). 
, Das alles erfordert keine wesentlichen Änderungen des Beweises. 


15. Wenn man in den Formeln von DIRICHLET und LIOUVILLE p und q durch 2 und 2 


[4 ß ß 
ersetzt und dann die Substitution = (<) ,y= (2) dufchführt, so erhalten diese 
Formeln die allgemeinere Gestalt “ 


apa rear) 


«P r(e+241) 


SS el) emraa 


EP- Ina-!d&dn — 


an Be du .) 
1 


Zur Übung stelle man die Konvergenzbedingungen auf und berechne die folgenden 
Integrale (m >0): 


ap wrya-t pi, g-i 
3 (2er (zer ypym dıdy, >) (@® + Ge ypym dady, 
Be ze a 
xP- —1 ya-1 
3 (ae — ae pm day. 
un \ 
zu +yP =1 
pP q 
22:5) 
Lösung. (a) 


(unter der Bedingung n +3 >) . 


aß (e Hm) p 


1) Alle Konstanten a, b, «, ß, p, q werden hier als positiv vorausgesetzt. 
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» (2,9) 
(b) « B i (unter der Bedingung n + <m] : 
‚e)rf)ro- 
(c) FE a a (unter der Bedingung m <1) 
2 = u +1 -m]) 


(vgl. Aufgabe 1). 
16. Die in Nr. 597, Beispiel 15, eingeführte Formel von CATALAN 


M 
SH, y) pla(z, y)]dedy= f Plu) dy(u) 
MZgryY)EM m 


vYu)= SS May) dedy 
MZglzY) EU 
kann durch die Einführung uneigentlicher Integrale auf den Fall M =» verallgemeinert 
M 


für 


werden, wenn man unter f auch hier lim f versteht. 
m M>com 


17. Man bestimme den Wert des Integrals 
L= fflnsin (x -y) dedy, 
(4) 


wenn (A) das Dreieck ist, das von den Geraden y=0, z=n und y=x begrenzt wird 
(Abb. 79a). 


Setzen wir 
uUttb u—t 


so wird das Gebiet (A) auf das Dreieck (4) in der u, t-Ebene abgebildet, das von den Ge- 
raden u=t, u+t=2r und t=0 begrenzt wird (Abb. 79b). Da die Funktionaldetermi- 


1 
nante der Transformation gleich > ist, gilt 


a 


(E) 
wenn man mit 5 das Dreieck bezeichnet, das von den Geraden 4 =t, u=r und t=0 
begrenzt wird ver Abb. 79b). Weiter gilt 


get 


De SL in sanu-F | Ineinsar- Fin? 
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18. Man berechne (für beliebige natürliche Zahlen m und n) das Integral 
P 
I- en ie 2dy , 
z2+ y2=1 1-2 


wenn P„ das n-te Legendresche Polynom bezeichnet. 


Lösung. Wir erinnern uns, daß ein Legendresches Polynom mit einem ungeraden 
(geraden) Index nur ungerade (gerade) Potenzen von x enthält. Daraus folgt sofort, daß 
I =0 ist, wenn auch nur einer der Indizes m und n ungerade ist. 

Es seien jetzt jedoch beide gerade: m =2u, n =2». Wir betrachten das Integral 


p 29 Yi-a2 y2P 
f [ nnd I drdy = S P,,(e) de J nn d 
zı+y2=1 Y1-22-y rn Yi-22-y 


Nach einer bekannten Formel ist 
a re/2 9 a 
[R ———dy=2 —=2a?P f sin??9 dO =ra?P p\ en ; 
a r R (pt 


daher reduziert sich unser Integral auf 


1 
2p —-1)!! 
„ep! [ Pau) (1 —x2)P de; 
u | 


(2p)!! 


folglich ist es für p <u gleich 0 (nach der grundlegenden Eigenschaft der Legendreschen 
Polynome; Nr. 320, Formel (8)). Daher ist das vorliegende Integral I fürn =2v #m =2u 
gleich 0. Es bleibt der Fall, daß n =m =2u ist. In diesem Fall ist 


pP P 4u —-1)!! P 24 
I= en u aan v. SS Palast drdy 
za+y2=1 Y1-22-y ee ar y2=1 Yi-a2-y? zi-y? 
1 
_ Zul)! (du—1)!! f e 
ET Tem Pa,(x) (1 — gr) de 
1 
(2u—1)!! (du —1)!! 
1 
1 
(2u —1)!! 2u—-1)!! 1 
er J Panla) Fake) dr aan ar 
Jo ae 
(Nr. 320, Formel (10)). Daher wird schließlich 
0 außer im Falln=m=2u, 
— —i)!! 1 
(—1)"/2 2r wm wenn n=m=2uist. 


n!! In+i1 


Wir überlassen es dem Leser, sich davon zu überzeugen, daß die durchgeführten 
Operationen erlaubt sind. 


19. Man berechne das u (LiOUVILLE) 


2 


R() = : jet Fe) an laedy (>09). 
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Unter Benutzung der Leibnizschen Regel finden wir für die Ableitung des Integrals 
nach dem Parameter A: 


ee 23\ 1, 2 
dk _ 932 fett# Fra Te dady N 
00 


di xy 
23 
Wir ersetzen hier nur die Veränderliche x, und zwar setzen wir (für y=const) 2 =: 


.. de dz . 
Daher wird en und wir erhalten 


dR ns es as I_,2_; 
ru (rer) 23 dydz=-SR. 
00 


Durch Integration dieser einfachen Differentialgleichung finden wir R=Ce”#%. Die 
Konstante C läßt sich bestimmen, indem man /=0 setzt: 


1 y ern 9% 
R(0)=0=T (5) r(5) = —— 
(9) 8 = Y3 
3 \ 
a 27 
Daher wird schließlich R 7: e-34, 


20. Man berechne das Integral 


2k Yay 
A= Sf eV ET au, (k =const) . 
Be Yay 
| „.eom#rV | 2 $ 
Da der Integrand dem absoluten Betrag nach die Funktion Gr nicht übersteigt, die 
Y 


offenbar im ersten Quadranten integrierbar ist (vgl. Beispiel 7), ist die Existenz des 


Integrals A gesichert. 
Bezeichnen wir mit (D) den Teil des ersten Quadranten, für den x=y ist (in Abb. 80 


ist er schraffiert), so gilt offenbar 
2k Yay , . 
A -2.[ [o-=-v dıdy. 
(D) = 


Wir führen nun mit Hilfe der Formeln u=x+y, v=2 Yxy neue Veränderliche ein; der 
Punkt (uw, v) durchläuft in der u, v-Ebene das zu (D) analoge Gebiet (A), es ist also 


(D) 


q : Abb. 80 


1) Wir überlassen es dem Leser, sich davon zu überzeugen, daß das Integral R existiert 
und daß die Anwendung der Leibnizschen Regel (auf Grund von Überlegungen wie im 


Fall eines einfachen Integrals) erlaubt ist. 


14 Fichtenhoiz III 
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u=v. Hierbei ist 
D(u,v) x-y_ 2Yu2-v2 
Di2,Y9) Yay v 


und 
Day)  » 
D(u, v) 2 Yu2 —_ 142 


Wir erhalten nach der Substitution 


= U 
k k 
A=2 [| [or T—audo=2 | o=rdu — dv. 
(4) Yu —UÜ m Ö Ur U 


Zur Berechnung des inneren Integrals setzen wir 
v=usind, dv =u cos 0 dd = Yu? - v2 dB; 
es reduziert sich auf das Integral 
rel2 
f cos (ku sin 0) dB = Jo(ku) 
0 


(Nr. 440, Beispiel 12). Unter Benutzung eines bekannten Ergebnisses (Nr. 524, Beispiel 3) 
finden wir schließlich 
A = [ e=4J (ku) du= 
: Y 


mad 
‘4 


k2ri 


21. Man berechne das Integral 
B=[ fe-22+92 cos w& cos yn dady , 
00 


wenn a, & und n Konstanten sind und a >0 ist. 
Offenbar ist 


oo +© 


N 
B=7 f f-- azay. 


Wir gehen zu Polarkoordinaten über, indem wir 
z=rcos 6, y=rsin ® 
setzen; gleichzeitig schreiben wir zur Erleichterung der Rechnungen auch 
&=0cosp, n=osinp. 


Nach der Substitution und leichten Umformungen erhalten wir 


27 co 
1 
1 dd Fi e=@r cos [ro cos (d —9)]  rdr 
0 0 


Ir > 
BE I d® ij e=@ cos [ro cos (d+9)]- ar! . 
0 0 
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Setzt man 69T 9=A und benutzt die Periodizität, so führen die beiden iterierten Inte- 
grale auf ein und dasselbe Integral 


1 2rr re/2 oo 
B 7 f di £ -ar cos (ro cosA) -rdr = f di ji -ar cos (ro cosÄA) rdr. 
0 0 


Man kann leicht nachrechnen (beispielsweise durch partielle Integration), daß‘ 


a? —b2 
f e@ar cosbr rdr = (7247592 (a>0) 
0 
ist. Daher wird 
ı/2 
B- fü ar-o?costi ae a Te a 
(a2 +02 cos? ; +0? cos? 1)2 2 (a?+02)42 2 (a? +&2+ n2)372 ö 


Man kann auch in allgemeiner Form zeigen (indem man das gleiche Verfahren be- 
nutzt), daß das Integral 


SS p(Yx?-+y2) cos xE cos yn dxdy , 
00 


wenn es konvergiert, stets nur von Y&2+n? abhängt, d.h. die Form f (Y&? +2) hat. 


22. Es bezeichne (D) das Dreieck OAB (Abb. 81), das durch die Ungleichungen 
0=sx=a und y=x charakterisiert wird; f{x) sei eine beliebige im Intervall [0, «] stetige 
Funktion. Man beweise die Formel 


I VI dy (15) 
0 


Ya, Yz—y 


Abb. 81 


dadurch, daß man das Flächenintegral 


f Er Xy) drdy 
5 Va-a)(@ =y) 


auf zwei verschiedene Arten auf ein iteriertes Integral zurückführt. (Im wesentlichen 
handelt es sich hier um eine spezielle Anwendung der Dirichletschen Formel, Nr. 597, 
Beispiel 10, in diesem Fall aber auf uneigentliche Integrale; die singulären Linien sind 
hier z=« und y=x.) 

Wir benutzen die Formel (15) zur Lösung eines interessanten Problems, das von 
ABEL stammt. 

Es sei g(x) eine gegebene Funktion, die nebst ihrer Ableitung im Intervall [0, a] stetig 
ist und für die 9(0) =0 gilt. Es soll eine im gleichen Intervall stetige Funktion f(x) so 
14* 
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bestimmt werden, daß für alle x die Bedingung 


" Hy)d 
plz) = en (16) 
0 


erfüllt ist. (Einen solchen Gleichungstyp, in dem die gesuchte Funktion unter dem In- 
tegralzeichen steht, nennt man Integralgleichung. Die Abelsche Gleichung ist eines der 
ersten Beispiele von Integralgleichungen; heute existiert für Integralgleichungen eine 
weit entwickelte Theorie.) 


1 
Wir multiplizieren beide Seiten der Gleichung (16) mit E und integrieren sie 
—% 


dann über x von O bis zu einem beliebigen « (0 <«=a); in Anbetracht von (15) finden wir 


Wenn wir sowohl rechts als auch links nach « differenzieren und das Ergebnis von 
Nr. 511, Beispiel 14, benutzen, so kommen wir zu folgendem Ausdruck für die gesuchte 
Funktion: 


{«) > -—— de. 
0 


Es bleibt nachzuprüfen, ob die erhaltene Funktion den gestellten Forderungen ge- 
nügt. Ihre Stetigkeit bezüglich « läßt sich leicht mit Hilfe der in Nr. 511, Beispiel 14, 
angegebenen Substitution nachweisen. Setzen wir diese Funktion in die Gleichung (16) 
ein, so finden Adel Br auf Formel (15), 


Ir "AUE 
ren ER = 


was zu an war. 
Zum Abschluß wollen wir mit ein paar Beispielen einige prinzipielle Fragen klären. 


23. Wir werden zunächst zeigen, daß der Satz aus Nr. 594, der es erlaubt, von der 
Existenz des Flächenintegrals auf die Existenz des iterierten Integrals zu schließen, 
für uneigentliche Integrale (selbst von nichtnegativen Funktionen) im allgemeinen 
nicht gilt. 

Im Quadrat [0, 1; 0,1] sei eine Funktion f(x, y) folgendermaßen definiert: 


dt = f Pl) de=gl) LP) =0], 


_ 2% 
Ne (n=1,2,3,..;m=1, 2, ..., 27-1), 
0 in den übrigen Punkten. 


1 
2”, wennt= — und 0<y=s = 5; Ist 


Für y=const können nur endlich viele z-Werte existieren, für die {+0 ist. Folglich 
gelten die ENERGIEN 


1 1 
fe, y)de=0 und Sdy Sfw,y)de=0. 
0 0 U 
’ : ‚ 2m-—i | 
Wenn. z=const ist und nicht die Form an hat, so ist /=0 und damit 
1/27 


; 2m—1 
Je y) dy=0.:Ist jedoch z=const = 55 80 ist j fx, y) dy= J ‚jdy=1. Hier- 


aus folgt, daß das Doppelintegral y dx 1 f(x, y) dy nicht existiert. 
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(Für die Fun ktion f(x, 4) + f(y, ©) existiert offenbar keines der zweifachen Integrale.) 
Was das Flächenintegral betrifft, so bemerken wir zunächst, daß die singulären 
Punkte gerade die Punkte des Intervalls [0, 1] der x-Achse sind. Für beliebiges e>0 
kann die Funktion f im Rechteck [0, 1; e, 1] nur auf denjenigen endlich vielen Ab- 
j m—1 
schnitten der Geraden x = on 
JS Ko, y) dedy=0, 
[0,1;e,1] 
und durch Grenzübergang für e>0 ergibt sich 


S Ia,y) dedy=0. 
[0,1;0,1] 


von 0 verschieden sein, für die „.=e ist. Daher, ist 
au) 


24. Es ist nicht schwer, zu beweisen, daß die Flächenintegrale 
(a) f Se"Vsinx dedy, (b) f Sf sin (2?+%2) dedy 
00 0 0 


beide (im Sinne der in Nr. 612 gegebenen Definition) nicht konvergieren. 
Im Fall (a) existiert offenbar das Integral über den absoluten Betrag des Integranden 
nicht, denn sonst hätte das iterierte Integral 


f Isin «| da f e-21dy = | — da 
0 0 0 


einen endlichen Wert; das ist aber nicht der Fall (Nr. 477). Hieraus folgt in Anbetracht 
von Nr. 613 die Behauptung. | 

Im Fall (b) erhalten wir, wenn wir mit (Kr) den Viertelkreis vom Radius R um den 
Koordinatenursprung bezeichnen und zu Polarkoordinaten übergehen, 


q/2 R 


Te 
[f sin (x +%2) dady= | a0 f sin r2 rdr=7 (1-cos R2). 
(Ep) 0606 
Wenn R über alle Grenzen wächst, so hat dieser Ausdruck keinen Grenzwert, und damit 
ist auch hier die Konvergenzfrage entschieden. 

Es ist interessant, daß in jedem dieser Beispiele die zweifachen Integrale beide exi- 
stieren (und sogar einander gleich sind): 


f ay | e-2v sinzdre= [ sin xde | e-2Vdy=— (Nr. 552, 2°) , 
Ö 6 0 0 


rn 
f ay | sin (x? +y?) de = ‚ du | sin (x? +92) dy er (Nr. 522, 5°). 
0 0 0 0 


Für Funktionen von veränderlichem Vorzeichen folgt also allein aus der Existenz des 
Doppelintegrals noch nicht die Existenz des Flächenintegrals (wir erinnern daran, daß 
wir in Nr. 614 zusätzlich die Existenz des iterierten Integrals für den absoluten Betrag 
der Funktion gefordert haben). 


25. Wenn man das unendliche Rechteck [0,»; 0,%] nicht durch beliebige, über alle 
Grenzen wachsende Gebiete ausschöpft (wie das die Definition in Nr. 612 fordert), son- 
dern speziell durch Rechtecke der Form [0, 4; 0, B], so zeigt sich, daß in beiden oben be- 
trachteten Fällen die Integrale 

ff .. dedy 
[0,4 ;0,B] 
für A, B>» gegen einen endlichen Grenzwert streben. 
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Das sieht man unmittelbar für das Integral 
A B 4A B 
ff sin (x?+y?2) dedy=fsin x?2dxe feosy? dy-+f cos x? de [sin y?dy, 
[0,4:0, B] 0 0 0 0 
1 


das bei dem angegebenen Grenzübergang gegen den Grenzwert 1 


Wir betrachten nun das Integral 


4A ® A } 
sin x [f e-Brsinz 
e-2/ sinz dedy= de— eo dt 
0 . 


strebt (Nr. 522, 5°). 


fl x 
[0,4 ;0,2] 


Das erste Integral rechts strebt (für A—«) gegen >, während das zweite (für 4, B>«) 


den Grenzwert 0 hat, da es dem absoluten Betrag nach das Integral 
A 


1—e-4B 
— Br SEN SEHIREIREG ERBRINGEN 
[ e dx B 
0 


nicht übersteigt. Daher ergibt sich hier als Grenzwert schließlich = .1) 


Solche Grenzwerte, die mit einer Spezialisierung des Grenzübergangs zusammenhän- 
gen, erinnern an die „Hauptwerte“ uneigentlicher Integrale (Nr. 484). Man kann sie aueh 
im Fall eines beliebigen unbeschränkten Gebiets betrachten, wenn man die Funktion 
außerhalb dieses Gebiets gleich O0 setzt. Einige Mathematiker haben es für zweckmäßig 
gehalten, gerade diese Grenzwerte der Definition der uneigentlichen Flächenintegrale 
zugrunde zu legen (das unterscheidet sich wesentlich von der bei uns gewählten Defini- 
tion). Von diesem Standpunkt aus würden die beiden in Beispiel 24 betrachteten In- 
tegrale konvergieren, und zwar nicht-absolut. 


Bemerkung. Ähnliche Verhältnisse liegen in bezug auf Doppelreihen vor. Da wir 
dort stets von einer unendlichen rechteckigen Matrix ausgegangen sind, erschien es na- 
türlich, diese durch ständig wachsende endliche rechteckige Matrizen auszuschöpfen, und 
das hatten wir auch unserer Definition der Summe einer Doppelreihe zugrunde gelegt 
(Nr. 394). Daher konnten Doppelreihen sowohl absolut als auch nicht-absolut konver- 
gieren. Man kann aber auch hier von einem anderen Standpunkt ausgehen, der dem 
analog ist, auf dem die in Nr. 612 gegebene Definition uneigentlicher Flächenintegrale 
aufbaut. Man trennt von der unendlichen Matrix endliche Stücke durch beliebige 
Kurven ab, die sich mit allen ihren Punkten ins Unendliche entfernen. Von diesem 
Standpunkt aus können auch Doppelreihen ähnlich wie uneigentliche Flächenintegrale 
nur absolut konvergieren. 


1) Die Übereinstimmung dieses Grenzwerts mit dem gemeinsamen Wert der beiden 
Doppelintegrale, die in beiden Fällen vorliegt, ist natürlich gesetzmäßig (vgl. Nr. 168). 
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81. _Zweiseitige Flächen 


618. Die Seite einer Fläche. Wir führen zunächst den für die weitere Darlegung 
wichtigen Begriff der Seüe einer Fläche ein. " 

In einer Reihe von Fällen ist dieser Begriff anschaulich klar. Ist eine Fläche 
durch eine explizite Gleichung der Form z=f(x, y) gegeben, so kann man von 
der oberen bzw. der unteren Seite der Fläche sprechen.!) Wenn eine Fläche irgend- 
einen Körper begrenzt, so kann man sich ebenfalls leicht ihre zwei Seiten vor- 
stellen: die dem Körper zugekehrte innere Seite und die dem umgebenden Raum 
zugekehrte äußere Seite. 

Ausgehend von dieser anschaulichen Vorstellung wollen wir nun den Begriff 
der Seite einer Fläche exakt definieren. 

Wir betrachten eine glatte Fläche (8), die entweder geschlossen ist oder einen 
stückweise glatten Rand besitzt. Da die Fläche keine singulären Punkte hat, gibt 
es in jedem inneren Punkt der Fläche eine bestimmte Tangentialebene, deren Lage 
sieiig vom Berührungspunkt abhängt. 

Auf der Fläche wählen wir einen bestimmten Punkt M, und errichten in ihm die 
Normale, der wir einen der beiden möglichen Richtungssinne vorschreiben (sie 
unterscheiden sich voneinander durch die Vorzeichen der Richtungskosinus). 
Durch den Punkt M, legen wir eine geschlossene Kurve, die ir der Fläche verläuft 
und deren Rand nicht schneidet. Wir lassen den Punkt M diese Kurve durchlaufen 
und schreiben der Normalen in jeder seiner aufeinanderfolgenden Lagen diejenige 
der beiden Richtungen vor, in welche die im Anfangspunkt M, gewählte Richtung 
stetig übergeht. Dabei können zwei Fälle eintreten: Wir kehren nach dem Durch- 
laufen der Kurve zum Punkt M 0 entweder mit der gleichen oder mit der zur Aus- 
gangsrichtung entgegengesetzten Normalenrichtung zurück. 

Tritt für irgendeinen Punkt M, und irgendeine durch ihn hindurchgehende 
Kurve M,AMy, der zweite Fall ein, so kann man auch für jeden anderen Punkt M, 
leicht eine geschlossene Kurve konstruieren, die bei einem von M, ausgehenden 
und dorthin zurückkehrenden Umlauf zu der zur Ausgangsrichtung entgegengesetz- 
ten Normalenrichtung führt. Eine solche Kurve ist beispielsweise M,M,AM,M ,,; 
wenn man unter M,M, irgendeine Kurve versteht, die in der Fläche verläuft, 


1) Wir werden diese Ausdrucksweise oft benutzen; dabei nehmen wir an, die z-Achse 
selbst sei senkrecht nach oben gerichtet. 
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FM, mit M, verbindet und den Rand der Fläche nicht schneidet, und wenn M,M, 
dieselbe Kurve in umgekehrter Richtung ist. 

In diesem Fall nennt man die Fläche einseitig. Das klassische Beispiel einer sol- 
chen Fläche ist das sogenannte Möbiussche Band (Abb. 82). Ein Modell davon er- 
hält man, wenn man ein rechteckiges Stück Papier ABCD nach einmaligem Ver- 
drehen so zusammenklebt, daß A mit C und B mit D übereinstimmt. Es ist mög- 
lich, den ganzen so erhaltenen verdrehten Ring mit irgendeiner Farbe anzustrei- 
chen, ohne dabei seinen Rand zu überschreiten. Wir schließen von nun an solche 
Flächen aus den Betrachtungen aus. 


FF 
/ D 


®S 


Wir setzen jetzt voraus, daß wir bei jedem Punkt M, und bei jeder geschlossenen 
Kurve durch M,, die den Rand der Fläche nicht schneidet, nach deren Durchlaufen 
zum Ausgangspunkt M, stets mit der ursprünglichen Normalenrichtung zurück- 
kehren. Unter diesen Bedingungen heißt die Fläche zweiseitig. 

Es sei (8) eine zweiseitige Fläche. Wir wählen auf ihr einen beliebigen Punkt M, 
und schreiben in diesem Punkt eine bestimmte Normalenrichtung vor. Wir wählen 
dann irgendeinen anderen Punkt M, der Fläche und verbinden M, und M, durch 
einen willkürlichen Weg (X), der auf der Fläche verläuft und deren Rand nicht 
schneidet. Der Punkt M soll diesen Weg von M, bis M, durchlaufen. Wenn sich 
dabei die Normalenrichtung stetig ändert, so liefert der Punkt M in der Lage M, 
eine eindeutig bestimmte Normalenrichtung, die nicht von der Wahl des Weges (X) 
abhängt. Erhielten wir nämlich beim Durchlaufen zweier verschiedener Wege 
(K,) und (X,) von M, nach M, im Punkt M, verschiedene Normalenrichtungen, so 
würde uns der geschlossene Weg M .(K},) M ,(K,”1) M, zum Punkt M , mit der von der 
Ausgangsrichtung verschiedenen Normalenrichtung führen, und das widerspräche 
der Definition einer zweiseitigen Fläche. 

Somit bestimmt die Wahl einer Normalenrichtung in einem Punkt einer zwei- 
seitigen Fläche eindeutig eine Wahl der Normalenrichtung in allen Punkten der 
Fläche. Die Gesamtheit aller Flächenpunkte mit einer nach der angegebenen Vor- 
schrift bestimmten Normalenrichtung nennt man eine Seite der Fläche. 


619. Beispiele. 
1°. Das einfachste und wichtigste Beispiel einer zweiseitigen Fläche ist eine Fläche, 


die durch eine explizite Gleichung z =z(x, y) gegeben wird, vorausgesetzt, daß zin einem 
ebenen Gebiet (D) stetig ist und dort stetige Ableitungen 


Abb. 82 


besitzt. 
In diesem Fall haben die Richtungskosinus der Flächennormalen die Form (Nr. 234, 
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Formel (11)) 

p =9 1 | 
ng COS L. = LOSVY TI nn 
+/1+p2+g2 +/1 +p2+q2 
Wählen wir ein bestimmtes Vorzeichen der Wurzel, so legen wir damit in allen Punkten 
der Fläche eine bestimmte Normalenrichtung fest. Da die Richtungskosinus auf Grund 
unserer Voraussetzungen stetige Funktionen der Koordinaten der Punkte sind, hängt 
auch die festgelegte Normalenrichtung stetig von der Lage des Punktes ab. Damit ist 
klar, daß die Wahl des Vorzeichens der Wurzel in den Formeln für cos A, cos u und cos v 
eine Seite der Fläche bestimmt (in eben dem Sinne, der diesem Begriff oben gegeben 
wurde). 

Wählen wir das positive Vorzeichen der Wurzel, so wird in allen Punkten der Fläche 


1 
COS y = ————— 


Y1+p2+gq? 
positiv, d.h., der Winkel, den die Normale der entsprechenden Seite mit der z-Achse 
bildet, ist spitz. Also ist die Seite der Fläche, die sich bei dieser Wahl des Vorzeichens 
ergibt, die obere Seite. Umgekehrt charakterisiert die Wahl des negativen Vorzeichens 
in den Ausdrücken für die Richtungskosinus der Normalen die untere Seite der Fläche 
(die Normalen bilden mit der z-Achse stumpfe Winkel). 


cos/i= 


2°, Wir betrachten nun allgemeiner eine beliebige einfache nichtgeschlossene glatte 
Fläche ($), die durch Parametergleichungen 


z=x(u, v), y=y(u, v), z=2(u, v) (1) 


gegeben wird, wobei die Parameter u, v ein beschränktes Gebiet (A) der, v-Ebene durch- 
laufen. Die Forderung, daß die Fläche glatt ist, bedeutet, daß die Funktionen (1) nebst 
ihren partiellen Ableitungen in (4) stetig sind und daß auf der Fläche keine singulären 
Punkte liegen. Außerdem (und das muß besonders betont werden) haben wir vorausgesetzt, 
daß die Fläche einfach ist, d. h., daß sie keine mehrfachen Punkte enthält, sondern daß 
sich jeder Punkt der Fläche nur bei einem einzigen Wertepaar der Parameter u und ® 
ergibt. 
Wenn wir mit A, B, C wie üblich die Unterdeterminanten der Matrix 


Fi Yu =) 
Lu Yo 

bezeichnen, so ist nach Voraussetzung stets A?+ B?-+0?>0, und die Richtungskosinus 
der Flächennormalen werden durch die bekannten Formeln (Nr. 234, (17)) 


‚4A B an C 
agree COSU= IT TI pre ne nen 
+VA2+B?+02 FTP FBrO +YA?+B2+02 


ausgedrückt. | 

Auch in diesem Fall charakterisiert die Wahl des Vorzeichens der Wurzel eine Seite 
der Fläche; die Fläche erweist sich also als zweiseitig. Wenn nämlich das Vorzeichen. 
gewählt ist, so ordnen die Formeln (2) jedem Punkt der Fläche (weil ihm nur ein einziges 
Wertepaar u, v entspricht) eine bestimmte Normalenrichtung zu, die sich bei Verschie- 
bung des Punktes stetig ändert. j 

Existiert ein mehrfacher Punkt, so ist die Fläche nicht notwendig zweiseitig. Dann 
entsprechen dem mehrfachen Punkt My, der Fläche mindestens zwei Paare u,, vg und 
U, vi von Parameterwerten; und es kann vorkommen, daß für diese Werte die Formeln 
(2) selbst bei gleicher Wahl des Vorzeichens der Wurzel entgegengesetzte Normalenrich- 
tungen in My, bestimmen. Tritt dieser Fall ein, so ist die Fläche sicher einseitig. Ver- 
binden wir nämlich in der u, v-Ebene die Punkte my(uü, v0) und m;(u,, %ı) durch eine 
Kurve m,m;, so entspricht dieser auf der Fläche (S) eine geschlossene Kurve, die in Mg 
beginnt und in M, endet; gehen wir von M, mit einer Normalenrichtung aus, so kehren 


(2) 


cos/= 
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wir nach dem Durchlaufen dieser Kurve mit der entgegengesetzten Normalenrichtung 
nach M, zurück. 

3°. Ist die glatte Fläche (,$5) geschlossen und begrenzt sie irgendeinen Körper, so ist 
unmittelbar klar, daß sie zwei Seiten, eine äußere und eine innere besitzt. Wir nehmen 
an, daß diese Fläche durch Gleichungen der Form (1) dargestellt wird. Die Vorausset- 
zung, daß zwischen den Punkten der Fläche und den Punkten des Gebiets (A) eine 
umkehrbar eindeutige Zuordnung besteht, kann hier nicht völlig erfüllt sein. Dennoch 
wird durch die Wahl des Vorzeichens in den Formeln (2) eine Seite der Fläche bestimmt. 
Der entscheidende Grund dafür ist die Tatsache, daß der Fall, von dem vorhin die Rede 
war, hier offenbar nicht eintreten kann. Man vergleiche hierzu die Sachlage bei ge- 
schlossenen Kurven, Nr. 229. 


620. Die Orientierung von Flächen und die Orientierung des Raumes. Es sei (8) 
eine nichtgeschlossene glatte zweiseitige Fläche, die von einer einfachen Kurve (Z) 
begrenzt wird. Wir wählen eine bestimmte Seite dieser Fläche aus. Wir erklären 
dann mit Hilfe folgender Regel einen bestimmten Durchlaufungssinn der Kurve (Z) 
als positiv: Bewegt sich ein Beobachter auf der Kurve in dieser Richtung und zeigt 
für ihn die der ausgewählten Seite entsprechende Normale von unten nach oben, 
so soll ihm der Umlauf entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn erscheinen. Die Worte 
„entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn“ bedeuten, genauer gesagt, daß der Beob- 
achter den unmittelbar angrenzenden Teil der Fläche links von sich sehen muß. 
Nach derselben Regel wird gleichzeitig ein positiver Umlaufsinn für jede einfache 
geschlossene Kurve auf der Fläche, die also irgendeinen Teil!) dieser Fläche be- 
grenzt, festgelegt. Den zum positiven Umlaufsinn entgegengesetzten nennt man 
negativen Umlaufsinn. Dies alles zusammen macht den Inhalt des Begriffs der 
Orientierung einer Fläche aus. 

Gehen wir von der anderen Seite der Fläche aus, so kehren die Normalen ihre 
Richtung um, es ändert sich die Lage des Beobachters, und. im Zusammenhang 
damit hat man den positiven und den negativen Umlaufsinn der Kurve (Z) zu ver- 
tauschen: Die Fläche ändert ihre Orientierung. Wenn man sich immer an die auf- 
gestellte Regel hält, so bestimmt also die Wahl der Seite der Fläche deren Orientierung, 
und umgekehrt bestimmt die Wahl des Umlaufsinns der Randkurve der Fläche ein- 
deutig deren Seite. 

Im Fall einer geschlossenen glatten Fläche (8), die irgendeinen Körper begrenzt, 
kann man von einer bezüglich dieses Körpers inneren oder äußeren Seite der Fläche 
sprechen. Hier gelingt es nicht, mit Hilfe der oben formulierten Regel für eine be- 
liebige geschlossene Kurve einen positiven Umlaufsinn festzulegen. Es gibt dafür 
zwei Gründe. Zunächst braucht eine solche Kurve die Fläche gar nicht zu zer- 
legen (wie z.B. im Fall beliebiger Parallelkreise oder Meridiane des Torus); in die- 
sem Fall grenzt die Fläche auf beiden Seiten an die Kurve, und unsere Regel ergibt 
nichts. Aber selbst wenn die Kurve die Fläche in zwei Gebiete zerlegt, so begrenzt sie 
beide in gleicher Weise, und je nachdem, welchen der beiden Teile wir wählen, 
liefert unsere Regel die eine oder die andere der beiden Richtungen als die positive. 
Wir werden uns auf Kurven beschränken, die die Fläche zerlegen, und zusammen 
mit der Kurve auch das Gebiet angeben ; damit ist die positive Richtung der Kurve 


!) Nur diesen Teil hat man bei der Definition des positiven Umlaufsinns der Kurve in 
Betracht zu ziehen. 
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schon eindeutig festgelegt.t) Dadurch wird also eine Orientierung der Fläche definiert, 
und zwar die eine oder die andere je nach Wahl der Seite. 

Wenn man vereinbart, für jede Fläche mit den genannten Eigenschaften als 
positive Orientierung diejenige zu nehmen, die der äußeren Seite der Fläche ent- 
spricht, so entsteht dadurch eine gewisse Orientierung des ganzen Raums. Das ist 
völlig analog der Tatsache, daß die Wahl der positiven Richtung (man könnte auch 
sagen der positiven Orientierung) einer beliebigen in einer Ebene liegenden ein- 
fachen geschlossenen Kurve die Orientierung der Ebene charakterisiert (Nr. 548). 

Die soeben definierte Orientierung des Raums, welcher letzten Endes die Dre- 
hung entgegen dem Uhrzeigersinn zugrunde liegt, heißt Rechtsorientierung. Geht man 
statt dessen von der Drehung «im Uhrzeigersinn aus, so erhält man die Links- 
orientierung des Raums. Um Unklarheiten zu vermeiden, werden wir von nun an in 
denjenigen Fragen, in denen die Orientierung des Raums eine Rolle spielt, den Raum 
stets als rechtsorientiert annehmen. 

Es sei darauf hingewiesen, daß auch die Anordnung der Koordinatenachsen im 
Raum mit der festgelegten Orientierung des Raums im Zusammenhang steht. 
Bei Rechtsorientierung sind die Achsen so gelegen, daß die Drehung von der 
x-Achse zur y-Achse entgegen dem Uhrzeigersinn verläuft, wenn man auf sie vom 
positiven Teil der z-Achse blickt (diese Aussage bleibt auch bei zyklischer Vertau- 
schung der Buchstaben x, y, z gültig) (Abb. 83a); bei Linksorientierung verläuft 
die erwähnte Drehung im Uhrzeigersinn (Abb. 83b). Im ersten Fall nennt man das 
x, y, z-Koordinatensystem ein Rechtssystem, im zweiten Fall ein Linkssystem. 
In Übereinstimmung mit der getroffenen Abmachung werden wir in den angege- 
benen Fällen in Zukunft Rechtssysteme benutzen. 


2 | 


621. Die Vorzeichenwahl in den Formeln für die Richtungskosinus der Normalen. 
Wir geben jetzt eine für das Weitere wichtige Anwendung des oben dargelegten 
Zusammenhangs zwischen der Wahl einer Seie einer Fläche und der Erzeugung 
der einen oder der anderen Orientierung auf dieser Fläche. 

Wir betrachten wiederum eine nichtgeschlossene glatte Fläche ($) und wählen 


1) Betrachtet man in der Ebene eine nichtgeschlossene oder geschlossene, in bestimmter 
Weise orientierte Kurve, so kann man im ersten Fall von zwei beliebigen Kurven- 
punkten sagen, welcher von ihnen dem anderen vorausgeht, während man das im 
zweiten Fall nur dann tun kann, wenn man mit den Punkten auch einen von ihnen 
begrenzten Bogen der Kurve angibt. Das kann man als Analogon zu dem im Text Ge- 
sagten ansehen. 
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eine bestimmte ihrer Seiten (und damit auch eine Orientierung). Es sei (A) die Be- 
randung des Gebiets (A) in der u, v-Ebene und (Z) die ihr entsprechende Berandung 
der Fläche. Wir nehmen an, daß dem positiven Umlaufsinn des Randes (A) der 
positive Umlaufsinn des Randes (L) entspricht.!) Dann gilt auch für beliebige einan- 
der entsprechende Kurven (2) im Gebiet (4) und (!) auf der Fläche ($) dasselbe: 
Ein positives Durchlaufen von (A) hat ein positives Durchlaufen von (!) zur Folge.?) 

Unter diesen Bedingungen muß man zur Charakterisierung der ausgewählten Seite . 
der Fläche in den Formeln (2) für die Richtungskosinus der Normalen das positive 
Vorzeichen der Wurzel wählen. 

Um das zu beweisen, genügt es zu zeigen, daB wenigstens in einem Punkt die 
Richtung, die durch diese Formeln mit dem positiven Vorzeichen bestimmt wird, 
mit der erforderlichen Normalenrichtung übereinstimmt. Wir wählen auf der Flä- 
che irgendeinen inneren Punkt M,; ihm entspricht ein Punkt my(uo, vo) im Gebiet 
(A). Es sei in diesem Punkt etwa die Determinante 


I, % 
von O verschieden. Dann läßt sich in der w, v-Ebene eine so kleine Umgebung des 
Punktes m, mit der Berandung (A) finden, daß die entsprechende Umgebung des 
Punktes M, auf der Fläche ($) mit der Berandung (!) umkehrbar eindeutig auf die 
x, y-Ebene projiziert wird. Die Berandung dieser Projektion auf die x, y-Ebene 
bezeichnen wir mit (k); vgl. Abb. 84. 


Abb. 84 


Ist in dem betrachteten Punkt und seiner Umgebung die Determinante C positiv, 
so entspricht einem positiven Durchlaufen der Kurve (A) ein positives Durchlaufen 
der Kurve (k), d. h. bei der gewählten Anordnung der Achsen der Umlauf entgegen 
dem Uhrzeigersinn (vgl. Nr. 606, 1°). Aus der Zeichnung ersieht man folgendes: 
Soll der entsprechende Durchlaufungssinn der Kurve (!) ebenfalls entgegen dem 
Uhrzeigersinn gerichtet sein, so muß man von oben auf die Fläche sehen. Die Nor- 
male im Punkt M, muß also nach oben gerichtet sein, d. h., sie muß mit der z-Achse 


1) Das läßt sich stets leicht dadurch erreichen, daß man nötigenfalls den Parameter u 
durch —u ersetzt. 

*) Da man von der Richtung eines beliebigen Teils einer Kurve ‚auf den Umlaufsinn 
der Kurve schließen kann, ist diese Aussage für eine Kurve (A), die mit (A) einen ge- 


meinsamen Teil hat, trivial, und hieraus läßt sie sich leicht auf den allgemeinen Fall 
übertragen. 
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einen spitzen Winkel bilden. Das tritt aber gerade dann ein, wenn man in den For- 
meln (2) das positive Vorzeichen wählt; denn für (>0 ist dann auch cos v>0. 
Umgekehrt muß für Ü<0 die Normale mit der z-Achse einen stumpfen Winkel bil- 
den; das wird offenbar ebenfalls durch die angegebene Vorzeichenwahl erreicht; 
denn für Ü<0 ist dann auch cos v<(0. 

Ist die glatte Fläche (S$) geschlossen und begrenzt sie irgendeinen Körper (vgl. 
Nr. 619, 3°), so liegt für sie ein analoger Sachverhalt vor. Wir nehmen an, daß wir 
uns auf eine bestimmte Seite der Fläche festgelegt haben und daß dem positiven Um- 
laufsinn irgendeiner Kurve (},) in (A) der positive Umlaufsinn der zugehörigen Kurve 
(i,) auf der Fläche (S) entspricht, wenn wir (l,) den Teil der Fläche ($) zuordnen, der 
dem von (A,) begrenzten Gebiet der u, v-Ebene entspricht. Auch in diesem Fall 
gilt der Satz, der oben für den Fall nichtgeschlossener F lächen bewiesen wurde. 


622. Der Fall stückweise glatter Flächen. Die in Nr. 620 entwickelten Gedanken 
sind auch zur Erweiterung des Begriffs der Seite einer Fläche auf den Fall einer 
stückweise glatten Fläche geeignet. Die Überlegungen von Nr. 618 sind in diesem 
Fall nicht unmittelbar anwendbar, weil entlang der „Kanten“, die die glatten 
Stücke der Fläche verbinden, keine eindeutig bestimmte Tangentialebene existiert 
und weil man daher beim Durchgang durch die Kanten nicht von einer stetigen 
Änderung der Normalen sprechen kann. 

Es sei eine stückweise glatte Fläche ($) gegeben, die aus den glatten Stücken 
(S,), (55), ... besteht, die jeweils längs einer Kante, dem gemeinsamen Teil ihrer 
Berandungen, aneinanderstoßen. Wir setzen zunächst voraus, daß jedes dieser 
Stücke, für sich allein genommen, eine zweiseitige Fläche ist. Das ist natürlich nicht 
dafür hinreichend, daß man die ganze Fläche ($) als zweiseitig ansehen kann; 
z. B. läßt sich auch das Möbiussche Band leicht aus zwei glatten zweiseitigen 
Stücken bilden. 

‚ Auf dem Rand (X,) eines jeden Stückes ($8,) (i=1, 2, ...) wählen wir eine der bei- 
den Richtungen als positiv; dadurch wird, wie wir sahen, eine Seite der Fläche 
($,;) festgelegt. Dann und nur dann, wenn diese Wahl so durchgeführt werden 
kann, daß der gemeinsame Teil je zweier aneinandergrenzender Berandungen!) beim 
Durchlaufen der einzelnen Flächenstücke in verschiedenen Fiichtungen durchlaufen 
wird (Abb. 85), ist die Fläche zweiseitig. Eine Seite der Fläche ($) wird definiert 
als Gesamtheit der Seiten ihrer Teile, die in der angegebenen Weise gewählt sind. 

Wenn wir auch nur in einem einzigen Fall den Umlaufsinn einer Berandung um- 

kehren, so müssen wir das auch bei allen anderen Berandungen durchführen, um 


Abb. 85 Abb. 86 


4) Dieser Teil kann aus getrennten Stücken bestehen. 
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unsere Bedingung zu erfüllen. Dann werden auch die gewählten Seiten aller Stücke 
($,) durch die entgegengesetzten ersetzt; ihre Gesamtheit bildet die zweite Seite 
der Fläche. 

Um sich mit den getroffenen Vereinbarungen vertraut zu machen, möge der 
Leser zeigen, daß 


a) die Oberfläche des Würfels (Abb. 86) zweiseitig ist, indem er passende Um- 
laufsrichtungen für alle sechs ebenen Stücke wählt, 


b) eine entsprechende Wahl für das in zwei oder mehr zweiseitige Teile zerlegte 
Möbiussche Band nicht möglich ist, 


c) die oben gegebene Definition nicht davon abhängt, wie man eine Fläche in 
glatte Stücke zerlegt. 


82. Der Flächeninhalt krummer Flächen 


623. Der Schwarzsche Zylinder. Der Begriff des Flächeninhalts einer krummen Fläche 
weist eine gewisse Analogie zum Begriff der Länge einer Kurve auf. Die Länge eines 
(nichtgeschlossenen) Bogens definierten wir als Grenzwert der Längen von einbe- 
schriebenen Polygonzügen, für die die Länge aller Glieder gegen O0 strebt. Im Fall 
einer krummen Fläche (die ebenfalls nichtgeschlossen sein möge) wäre es natürlich, 
einbeschriebene Polyederflächen zu betrachten und den Inhalt der krummen Fläche 
als Grenzwert des Inhalts solcher einbeschriebenen Polyederflächen zu definieren, für die 
der Durchmesser aller Seitenflächen gegen 0 strebt. 

Gegen Ende des vorigen Jahrhunderts wurde jedoch festgestellt, daß diese Definition 
unbrauchbar ist. H. A. SCHWARZ!) zeigte nämlich, daß der erwähnte Grenzwert so- 
gar in dem einfachen Fall der Mantelfläche eines geraden Kreiszylinders nicht 
existiert. Wir führen dieses lehrreiche Beispiel an. 

Es sei ein gerader Kreiszylinder vom Radius R und der Höhe FH gegeben. Wir 
beschreiben ihm eine Polyederfläche in folgender Weise ein. Wir teilen die Höhe 
des Zylinders in m gleiche Teile und legen durch die Teilpunkte Ebenen senkrecht 
zur Zylinderachse. Wir erhalten so auf der Fläche m-+1 Kreise (der obere und der 
untere Randkreis des Zylinders sind hierin einbegriffen). Jeden dieser Kreise teilen 
wir soin n gleiche Teile, daß die Teilpunkte eines Kreises sich über den Müttelpunkten 
der Teeilbögen des unmittelbar darunterliegenden Kreises befinden. 

Wir nehmen die Sehnen aller Teilbögen und verbinden außerdem die Endpunkte 
der Sehnen mit denjenigen Teilpunkten des darüber- und des darunterliegenden 
Kreises, die jeweils über bzw. unter den Mittelpunkten der entsprechenden Kereis- 
bögen liegen. Wir betrachten alle durch diese Strecken gebildeten Dreiecke (Abb. 87). 
Insgesamt bilden diese 2mn gleichen Dreiecke gerade eine Polyederfläche (2,,n)» 
wie wir sie suchen; ein Modell dieser Fläche zeigt Abb. 88. 

Wir berechnen nun den Flächeninhalt o eines jeden dieser Dreiecke. Als Grund- 


linie nehmen wir die Sehne an, deren Länge gleich 2R sin H ist. Um die Höhe AB 


1) HERMANN AMANDUS SCHWARZ, 1843—1921, deutscher Mathematiker. 
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des Dreiecks (vgl. Abb. 87) zu finden, bemerken wir, daß AB= YAC2 4 BO: ist, 
wobei 


A10-00-04=R (1- os -) und B0-# 


Mm 


ist. Also gilt für den Inhalt eines Dreiecks 


2 
o—-Rsin - Vr: (1- os n) +) 
” N” m 


und der Inhalt der ganzen Polyederfläche wird 


——,— 
Zaun mn -o=2R-nsin = V rm: (1-cos r) +2. 


Wenn m und n unbegrenzt wachsen, so streben die Durchmesser aller Dreiecke 
gegen 0, aber Z,,„ hat keinen Grenzwert. Um das zu zeigen, nehmen wir zunächst 
an, daß m und n so wachsen, daß der Quotient Z gegen einen bestimmten Wert q 
strebt: 

s m 
lım a q. 
Nun gilt 
lim n sin -—=r ’ 
n 
und andererseits ist auf Grund unserer Annahme 


j T , N ; ; n2m n° 
lim m (1—cos 5) =lim m + 2 in „im; nm 919: 


Folglich ist 


4R2 
lim 2, ,=2rR V: P+B>, = 


und wir sehen, daß dieser Grenzwert wesentlich von dem Wert qg abhängt, d.h. 
von der Art und Weise, in der m und n wachsen. Für q=0, und nur in diesem Fall 
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ist der genannte Grenzwert gleich 2 RH (dem Wert, der in der Schulgeometrie 
hergeleitet wird); andererseits kann der Grenzwert gleichzeitig mit q sogar un- 
endlich werden. Streben m und n unabhängig voneinander gegen Unendlich, so 
existiert also für die Flächeninhalte 2,,,„ tatsächlich kein Grenzwert, und die 
Zylinderfläche hat vom Standpunkt der erwähnten Definition keinen Flächeninhalt. 

Es ist wichtig, zu erkennen, worin sich der Fall eines Polygonzuges, der einer 
Kurve einbeschrieben ist, von dem Fall einer Polyederfläche, die einer krummen 
Fläche einbeschrieben ist, unterscheidet. Wir nehmen der Einfachheit halber die 
Kurve und die krumme Fläche, von denen die Rede ist, als glatt an. Sind die Sehnen, 
die den Polygonzug bilden, hinreichend kurz, so unterscheidet sich die Richtung 
jeder dieser Sehnen beliebig wenig von der Richtung der Tangente in einem be- 
liebigen Punkt des entsprechenden Bogens. Daher kann eine solche beliebig kleine 
Sehne mit stets wachsender Genauigkeit als Ersatz für das entsprechende Bogen- 
element dienen. Im Gegensatz dazu braucht ein Vieleck, dessen Ecken auf der 
krummen Fläche liegen, bezüglich seiner Lage im Raum der Tangentialebene nicht 
„benachbart“ zu sein, selbst wenn es beliebig klein ist; in diesem Fall kann das 
Vieleck das Flächenelement begreiflicherweise nicht ersetzen. Dieser Sachverhalt 
wird durch das soeben betrachtete Beispiel sehr gut veranschaulicht: Die Tangen- 
tialebenen zur Zylinderfläche verlaufen alle parallel zur Zylinderachse, während 
die dreieckigen Seitenflächen der einbeschriebenen Polyederfläche für große g fast 
senkrecht zur Achse werden und eine Art Lampion bilden. 


624. Definition des Inhalts krummer Flächen. Diese Ausführungen legen den Ge- 
danken nahe, von der einer gekrümmten Fläche einbeschriebenen Polyederfläche 
von vornherein nicht nur zu fordern, daß die Durchmesser ihrer Seitenflächen gegen 
0 streben, sondern auch, daß sich die Lage dieser Seitenflächen im Raum der Lage der 
Tangentialebenen der Fläche unbegrenzt nähert. 

Die vollständige Ausführung dieses Gedankens ist jedoch gar nicht einfach, und 
wir sind gezwungen, darauf zu verzichten (vgl. Nr. 627). Wir werden eine Defini- 
tion des Inhalts einer gekrümmten Fläche geben, die auf einer anderen Idee be- 
ruht, die übrigens ebenfalls völlig naturgemäß erscheint. 

Wir betrachten eine nichtgeschlossene glatte Fläche (S), die von einem stück weise 
glatten Rand (Z) begrenzt wird. Diese Fläche denken wir uns durch ein Netz stück- 
weise glatter Kurven in Teile ($,).(83), ..., (8„) zerlegt, und in jedem Teil ($,) wäh- 
len wir willkürlich jeweils einen Punkt M, (=1,2,...,n). Durch orthogonale 
Projektion des Elements ($;) auf die Tangentialebene im Punkt M, an die Fläche 
erhalten wir eine ebene Figur (7,) mit dem Flächeninhalt T;. 

Als Inhalt 8 der Fläche (8) definieren wir den Grenzwert der Summen dieser 
Flächeninhalte T,=1,2,...,n), der sich ergibt, wenn die Durchmesser aller 
Elemente ($,) gegen O0 streben. 

Wenn man mit A den größten dieser Durchmesser bezeichnet, so kann man 

S=lm 7% T, e 
sA-0 i : 
schreiben. Der Leser wird diesen Grenzprozeß sowohl mit Hilfe der „Epsilontik“ 


als auch in der „Sprache der Folgen“ leicht charakterisieren können. 
Eine Fläche, die einen. Inhalt besitzt, nennt man quadrierbar. 
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625. Bemerkung. Damit diese Definition einen genauen Sinn erhält, beweisen wir 
folgenden Hilfssatz: 


Die Projektion eines jeden Teils ($’) einer Fläche (8), der hinreichend kleinen Durch- 
messer besitzt, auf die Tangentialebene in einem beliebigen Punkt M’ dieses Teils 
ist umkehrbar eindeutig. 


Wenn also die Durchmesser aller Flächenelemente (8,),von denen in Nr. 624 
die Rede war, hinreichend klein sind, so sind die Projektionen (7,) der ($,) auf die 
entsprechenden Tangentialebenen völlig bestimmte ebene Figuren, die von stück- 
weise glatten Kurven begrenzt werden und offenbar quadrierbar sind: Die Summe 
IT, hat einen Sinn. 


Beweis. Die Fläche ($8) sei durch Parametergleichungen 
z=x(u, dv), y=yl(u, v), 2=2z(u, v) (1) 


gegeben, wobei (u, v) ein Gebiet (A) der u, v-Ebene durchläuft, das von einer stück- 
weise glatten Kurve (A) begrenzt wird. Dabei soll zwischen den Punkten von ($) 
und denen von (A) eine umkehrbar eindeutige Zuordnung bestehen, und den 
Punkten des Randes (A) sollen die Punkte des Randes (Z) der Fläche entsprechen. 

Zur Beseitigung gewisser Schwierigkeiten, die mit den Randpunkten verbunden 
sind, ist es zweckmäßig, von vornherein die Funktionen (1) unter Erhaltung ihrer 
Differentiationseigenschaften (Nr. 261) auf ein größeres Gebiet (/) zu erweitern, so 
daß man dadurch eine glatte Fläche (8) erhält, die man als Fortsetzung der Fläche 
(S) auffassen kann. 

Jeden Punkt M,der Fläche ($) kann man mit einem solchen Stück (s) der Fläche 
(S) [oder (8), wenn es sich um einen Randpunkt handelt] umgeben, das durch 
eine explizite Gleichung einer der drei Typen der Nr. 228 ausgedrückt wird und 
dessen Projektion auf die entsprechende Koordinatenebene einen Kreis ergibt. 
Man kann darüber hinaus voraussetzen, daß die Normalen zweier Punkte von (s) nie 
aufeinander senkrecht stehen (das ist leicht durch Verringerung des Durchmessers 
des Gebiets zu erreichen). Dann behaupten wir, daß die Projektion des Stückes (s) 
auf die Tangentialebene in jedem Punkt M von (s) umkehrbar eindeutig ist. 

Zum Beweis nehmen wir das Gegenteilan. Dann existieren auf (s) drei Punkte M, 
M,, M, derart, daß die Sehne M,M; parallel zur Flächennormale im Punkt M; ist 
(Abb. 89). Die Fläche (s) selbst werde dabei etwa durch eine explizite Gleichung 
der Form 

z=flx, y) 
ausgedrückt, wobei der Punkt (x, y) in der x, y-Ebene den Kreis (k) durchläuft. 
Wir legen durch M,M; eine Ebene, die parallel zur z-Achse ist; sie schneidet un- 


sere Fläche (s) in irgendeinem Bogen M,M 9.1) Wie wir wissen (Nr. 112, 114), 
existiert auf diesem Bogen ein Punkt M,, in dem die Tangente parallel zur Sehne 
ist. Dann ist aber die Flächennormale im Punkt M, sicher senkrecht zu dieser 
Sehne und daher auch zur Normale im Punkt M;,. Das widerspricht der Annahme. 
Die Projektion von (s) auf die Tangentialebene ist also umkehrbar eindeutig. 


t) Hier spielt es eine Rolle, daß die Projektion M/M5 der Sehne M,M, auf die z, y- 
Ebene ganz zum Kreis (k) gehört. 


15 Fichtenholz III 
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Um nun, darauf gestützt, die anfangs ausgesprochene Behauptung zu beweisen, 
verfahren wir folgendermaßen: Für jeden Punkt M, der Fläche ($) ersetzen wir 
dessen oben eingeführte „Umgebung“ (s) durch eine kleinere Umgebung (s’) in der 
Weise, daß ihre Ränder durchschnittsfremd sind. Dem Punkt M, und dem Flächen- 
stück (s’) entsprechen in der u, v-Ebene ein Punkt m, und eine Umgebung (8’) 
dieses Punktes; es ändert sich nichts, wenn wir zu (s’) und (6’) ihre Ränder nicht 
hinzurechnen, d. h., wenn wir sie als offen auffassen. Wir wenden auf das System 
{(8°)} von offenen Gebieten, die das ganze Gebiet (A) überdecken, den Borelschen 
Überdeckungssatz (vgl. Nr. 175) an und wählen eine endliche Überdeckung aus. 
Für die Fläche (S) erhalten wir hieraus leicht endlich viele Stücke (s,), (83), ---, (s,,)» 
deren Vereinigung die ganze Fläche ($) überdeckt. Daneben betrachten wir die ent- 
sprechenden anfangs eingeführten größeren Gebiete (sı), (82), -.., ($,). Wir wählen 
für jedes 7 die untere Grenze der Abstände von den Punkten des Stückes (s;) zu den 
Punkten des Teils ($)—(s;) der Fläche und bezeichnen mit n die kleinste dieser 
Zahlen. Der Durchmesser eines Teils ($’) unserer Fläche sei kleiner als n. Wenn ein 
beliebiger Punkt von ($’) in irgendein bestimmtes (s;) fällt, so ist der Teil ($’) ganz 
in dem entsprechenden (s,) enthalten, besitzt also ebenso wie (s,) die geforderte 
Eigenschaft. 


626. Die Existenz des Inhalts einer Fläche und seine Bereeknung. Wir werden zei- 
gen, daß unter den obigen Voraussetzungen die Fläche (1) guadrierbar ist, und eine: 
zur Berechnung ihres Inhalts geeignete Formel herleiten. 

Es sei ($’) ein beliebiger Teil von (S), der die zu Beginn von Nr. 625 formulierte 
Eigenschaft hat, und M’(x’, y’, z') sei ein beliebiger Punkt von ($’). Wir verschie- 
ben den Koordinatenursprung in diesen Punkt und gehen zu einem neuen Koor- 
dinatensystem &,n,Z über, und zwar wählen wir als £, n-Ebene die Tangential- 
ebene an die Fläche im Punkt M’ und als £-Achse die entsprechende Normale 
(Abb. 90). Die Formeln der Koordinatentransformation lauten 


E=(2—- x) cos an +(y—y’) cos $1+(2—2’) cosy; , 
n=(2— x) c08s aa + (y—y’) cos Ba-+(2—-z') cos y, , 


=(2—x) cos Mi (y—y’) cos w’ + (2— 2’) cos v', 
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wobei &, 1 +,» die Winkel zwischen den neuen und den alten Koordinaten- 
achsen bezeichnen. Die folgende Tabelle gibt ihre genaue Bedeutung an: 


2 A wW |» 
Da (8’) umkehrbar eindeutig auf ein Gebiet (7’) der &, n-Ebene projiziert wird 
und da andererseits die Punkte von (S’) umkehrbar eindeutig den Punkten eines 
Teilgebiets (4’) von (A) entsprechen, besteht auch zwischen den Punkten von (7’) 
und (4’) eine umkehrbar eindeutige Beziehung. Sie wird durch die ersten beiden 
Transformationsformeln gegeben, wenn man unter x, y,z die Funktionen (1) ver- 
steht. Benutzen wir den Ausdruck für den Flächeninhalt in krummlinigen Koordi- 
naten (vgl. Nr. 605), so erhalten wir 


ei ! D(£, n) 
D(u, v) v) 
Nun ist aber is Funktionaldeterminante 


D(&,n) _| x, 08 x, +%, C08 Pıt+2,.C08 Yı 7, C08 X +Y, 608 Pı +2, C08 Yı 
D(u,v) | x, 08 @-+%, C08 Pag +2, C08 ya X, 008 &y+Y, COS Pa +2, COS yg 


die Determinante, die dem Produkt der Matrizen 


(2) 


cosa, cosßj cosyı u: 
den & C0o8 By COS “ ne er 
u 
entspricht, und nach einem bekannten Satz der linearen Algebra ist sie gleich der 
Summe der Produkte der entsprechenden zweireihigen Unterdeterminanten: 


Ya Zu cos fi COSYı Zu Tu) ,|C08yı COSaı 
Yy  % COS fg COS Y 24 % COS Yyg COS ag 
/ COS x COS 
ı|Tu Sul 1 Pi = A cosA’+B cos W"+C cos v". 
% Yo COS &g COS} 


Wir haben hierbei benutzt, daß die Adjunkten der Elemente der Determinante 


cos a COoSßji COSY 
COS, COS Pf, COS Y9 
cosA’ cosw cos» 


genau gleich diesen Elementen selbst sind. Das folgt z. B. daraus, daß jeder der 
Koordinateneinheitsvektoren (cos «,, COS f4, €08 Yı), (COS ag, COS Pa, COS Ya), (COS A’, 
cos u’, cos v’) das Vektorprodukt der beiden anderen ist (vgl. Nr. 664, Formel (2)). 
15* 


1 


228 XVII. Flächeninhalt. Oberflächenintegrale 


Bezeichnet man mit 4’, B’, C’ die Werte der Determinanten 4, B, Cim Punkt M’, 
so gilt andererseits 


4’ B’ 
COS \= eo, OS w er Bee re, 
+Y4’2+B’24+0”2 +Y4'2+B’24+0°2 
’ C 
EOS VE ne 
+YA’2+B’2+0 
(es ist in allen Fällen ein und dasselbe Vorzeichen zu nehmen). Daher ist 
D(£, n) | _144’+BB’+CC’] 
Du, v) yA2+B2102 


Rechts steht eine stetige Funktion der vier unabhängigen Veränderlichen u, v, w’, v’ 
im Gebiet (A)x(4A).t) Für wW=u, v’=v wird sie zu Y4?+ B2+0%, und sie unter- 
scheidet sich sonst von diesem Ausdruck um einen Wert «=a(u, v, vw, v’), der in 
Anbetracht der gleichmäßigen Stetigkeit der genannten Funktion unabhängig 
von der Lage des Punktes (w’, v’) beliebig klein wird, wenn nur der Abstand der 
Punkte (u, v) und (w’, v’) hinreichend klein wird. Daraufhin ergibt sich aus (2) 

Tr] YA? + B2+C?2dudv+e’f, 

(4’) 

wobei &’ gleichzeitig mit dem Durchmesser von (4’) oder, wenn man will, gleich- 
zeitig mit dem Durchmesser von ($’) beliebig klein wird. Wenden wir dieses Er- 
gebnis auf alle Teile (8,) #=1,2,...,r) an, in die wir die Fläche (8) zerlegen, so 
kommen wir zu einer Reihe von analogen Gleichungen 

T;=Sf YA2+ B2+02 dudv-+e,4;; 

(Ai) 

hierbei ist (4,) der (8;) entsprechende Teil des Gebiets (4). Wir summieren über i 
und erhalten 

DIS) YA2+ B?+02 dudv-+e; 

i (4) 
dabei wird e= 2, &;4, offenbar zugleich mit A beliebig klein. Also existiert für 37, 

i 


ı 
tatsächlich ein Grenzwert S für A-0, und es ist 
S=ff YA2+ B2+C2dudv. (3) 
(4) 
Dieser Grenzwert ist definitionsgemäß gerade der Inhalt der Fläche. 
Wenn man die Matrix 


(1 Yu - 

L, Yy 2 

„ins Quadrat erhebt“ und die Determinante 
| ur tu Rt Y Un + 2 
NN tn 4% 


1) Damit bezeichnen wir das vierdimensionale Gebiet der Punkte (u, v, w’, v’), für die 
(u, v) und (u, v’) einzeln zum zweidimensionalen Gebiet (4) gehören. 
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bildet, so wird diese nach einem bekannten Satz der Algebra gerade gleich A?-+ 
+ B2 +02, Gewöhnlich setzt man (nach GAUss) 


2 +y +2, = u NN F; +Yy+2,=0; 


das sind die sogenannten Gaußschen Koeffizienten der Fläche, die in der Differen- 
tialgeometrie eine wichtige Rolle spielen. Mit diesen Bezeichnungen ist A?+ B?+ 
+ 0?= E@— F2, so daß die Formel (3) auch wie folgt geschrieben werden kann: 


S=/ff VYEG-F?dudv. (3*) 
(4) 


Den Ausdruck 
YA? + B2+ 0? dudv= YEG— F? dudv (4) 


nennt man Flächenelement in krummlinigen Koordinaten. 

Wir hatten uns bisher auf den Fall einer nichtgeschlossenen glatten Fläche be- 
schränkt. Wenn eine Fläche nicht zu dieser Klasse gehört, aber in endlich viele 
nichtgeschlossene glatte Stücke zerlegt werden kann, so erklären wir als. ihren In- 
halt die Summe der Inhalte der einzelnen Stücke. Man kann dabei leicht zeigen, 
daß der so definierte Inhalt in Wirklichkeit unabhängig davon ist, wie die Fläche 
in Stücke des erforderlichen Typs zerlegt ist. Wird die ganze gegebene Fläche 
durch Parametergleichungen beschrieben, so wird ihr Inhalt in dem genannten all- 
gemeinen Fall wiederum durch die Formel (3) oder (3*) ausgedrückt. 

Wir befassen uns zum Abschluß mit dem sehr einfachen Spezialfall, daß die 
Fläche (S) durch eine explizite Gleichung z=(x, y) gegeben wird, wobei (x, y) ein 
Gebiet (D) der x, y-Ebene durchläuft. Die Veränderlichen x und y spielen die Rolle 
der Parameter u und v. Wir setzen, wie üblich, 


BL „0 
Pen I 


Aus der Matrix 


10» 
010g 
ergeben sich die Determinanten A=—p, B=—g, C=1,so daß ım vorliegenden Fall 
Ss=ff yi +92? +g? dedy (5) 
(D) 
wird. Wir erinnern uns, daß für einen spitzen Winkel » der Normalen mit der z-Achse 
1 
COSI Tre oe 
Yirpirg? 


wird, und können daher die Formel für den Flächeninhalt wie folgt schreiben: 


jun on 


230 XVII. Flächeninhalt. Oberflächenintegrale 


Wenn wir nicht fordern, daß » spitz sein soll, so ergibt sich schließlich 


S- [ fi a), (5b) 
I|cos »| 
(D) 
(Vgl. Formel (7) aus Nr. 544 für die Bogenlänge einer Kurve, die durch eine ex- 
plizite Gleichung y=f(x) gegeben ist.) 


627. Die Definition mit Hilfe einbeschriebener Polyederilächen. Obwohl wir davon ab- 
sehen wollten, die Definition des Inhalts einer gekrümmten Fläche auf die Approxi- 
mation durch einbeschriebene Polyederflächen zu gründen, wenden wir uns jetzt dieser 
Frage zu und zeigen wenigstens, wie man einbeschriebene Polyederflächen konstru- 
ieren kann, deren Inhalte offensichtlich gegen den Inhalt der gekrümmten Fläche kon- 
vergieren. 

Wir beschäftigen uns nur mit dem Fall, daß das Gebiet (A) ein Jtvechteck ist, dessen. 
Seiten den Koordinatenachsen parallel sind. 

Wir wählen eine bestimmte Seite der Fläche (S) und legen dadurch einen positiven 
Umlaufsinn für ihren Rand fest. Wir können annehmen, daß diese Richtung dem positi- 
ven Umlaufsinn des Randes des Rechtecks (A) entspricht. Wir wissen (Nr. 621), daß 
unter diesen Bedingungen die Richtungskosinus der Flächennormalen durch die For- 


meln 
A B C 


FE rn =...) co oe. 
YA+B4+on”  "Tyarr+Biro y2rBro 
mit dem positiven Wert der Wurzel gegeben werden. 

Wir zerlegen jetzt das Rechteck (A) durch Parallelen zu seinen Seiten in Teilrecht- 
ecke und anschließend noch jedes von diesen durch eine Diagonale in zwei rechtwinklige 
Dreiecke (Abb. 91a). Auf diese Weise führen wir eine Triangulation des Gebiets (4) 
durch. Es sei Amomımz eins der Teildreiecke mit den Eckpunkten mo(Uo vo); 
mı(ug + h, vo), My(üg %y+k), wobei h und k gleiches Vorzeichen haben sollen. Auf der 
Fläche (85) entsprechen ihnen die Punkte Moy(2o Yo 20); Mılzı, Yı> 21), Malza, Ya, 22), die 
im Raum ein Dreieck AM,M;M, bestimmen (Abb. 91b). Alle diese Dreiecke bilden 
eine Polyederfläche (2), die der Fläche (,$) einbeschrieben ist; eben diese werden wir be- 


(6) 


cosi= 


Abb. 91 
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trachten. Wenn wir den Rand eines jeden solchen Dreiecks in der Richtung M,Mı MM, 
durchlaufen (das entspricht dem positivem Umlauf um das Dreieck Amymıms), so de- 
finieren wir dadurch in Übereinstimmung mit den in Nr. 622 aufgestellten Bedingungen 
eine Seite der Polyederfläche (E). 

‚ Wenn man AM,M,M;» auf die x, y-Ebene projiziert, erhält man ein Dreieck mit den 
Eekpunkten N (29, Y0), Nı(z1, Yı), Na(&3, Ya). Aus der analytischen Geometrie ist bekannt, 
daß der Inhalt dieses letzten Dreiecks nach Größe und Vorzeichen (bei Berücksichtigung 
seiner Orientierung) durch die Determinante 


1/|ı-% Yı-% 
2 |%2—-% Y2-Yo 
gegeben wird. Nach dem Mittelwertsatz folgt 


u 
—— 


Cry 


2 = =2(Ug +, vo) — (un, vo) =ruluo +dh, vo) h=[zulun vo) tal, 
wobei der Wert e, gleichzeitig mit h beliebig klein wird, und zwar unabhängig von der 
Lage des Punktes (u,, vo).!) Genauso ist 

A-yahnte)', m-neinte) kh Y-yyıte)k, 


wobei alle Ableitungen an der Stelle v=u,, 9 =v, zu nehmen sind und der Buchstabe e 
mit Indizes hier (und in Zukunft) Größen bezeichnet, die unabhängig von der Lage des 
Punktes (u,, v9) zugleich mit h und k beliebig klein werden. Den Wert o,, kann man nun 
in der Form 


1 Tutr& YurE 


1 
= — = — k — -) * ) 6 


schreiben, wobei ö der Inhalt von Amgmım3 ist. Analog erhalten wir für die Projektionen 
auf die anderen Koordinatenebenen 


Oy=(A+E) 6, 02=(B+e)'ö. (6b) 
Der Inhalt o des Dreiecks AM,MıM3 selbst wird jetzt' nach der Formel 
q =Yo%, +05, +0%; 
berechnet; man findet dafür leicht den Ausdruck 
o={Y A2+B2+0?2+88} 6. (7) 
i \ : ne Oyz Or Tay „. ; : ; 
Es ist unschwer einzusehen, daß die Quotienten ee die Richtungskosinus der 


Normalen auf der Ebene des Dreiecks AM,MıM» entsprechend dessen Orientierung 
angeben. In Anbetracht von (6a), (6b) und (7) streben sie für A>0 und k>0 gegen die 
Richtungskosinus (6) der Flächennormalen, und zwar gleichmäßig für alle Seitenflächen 
des Polyeders. Offenbar streben bei dem angegebenen Grenzübergang auch die Durch- 
messer aller Seiten der Fläche (Z) gleichmäßig gegen 0, was zu beweisen war. 

Schließlich ist durch Summation der Gleichungen (7) leicht zu ersehen, daß der In- 


halt der Polyederfläche (2), 
E=ZYA2+B2+026+% 8°6, 
für, Aa>0 und k—0 gerade gegen den Inhalt (3) der gekrümmten Fläche konvergiert. 
Diese Konstruktionen lassen sich natürlich auf den Fallausdehnen, daß das Gebiet (A) 
aus Rechtecken zusammengesetzt ist. Die Triangulation eines beliebigen Gebiets würde 
jedoch ziemlich mühselige (wenn auch völlig elementare) Überlegungen erfordern; 
darauf werden wir nicht eingehen. 


1) Wir benutzen hier die gleichmäßige Stetigkeit der Ableitung r,. Analoge Überlegungen 
werden auch im folgenden angewandt. 
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628. Definition des Inhalts in singulären Fällen. Es sei wiederum eine glatte Fläche 
ohne mehrfache Punkte gegeben. Sie hat einen Inhalt S, der durch (3) oder (3*) ange- 
geben wird. Wir stellen uns vor, es sei irgendein Teil (s) der Fläche ($) ausgewählt, der 
von einer stückweise glatten Kurve (l) begrenzt wird; ihm entspricht ein Teil (6) des 
Gebiets (4), der von einer ebenfalls stückweise glatten Kurve (A) begrenzt wird. Der 
Inhalt des Teils (S5’) der Fläche, den man durch Herausnahme der Figur (s) erhält, und 
der Inhalt der Figur (s) selbst sind offenbar gleich 


S’= Sf VEG-F2dudv bzw. s=/SfVEG —-F2 dudv. 
(4)-(8) (6) 

Wenn sich jetzt die Figur (s) auf der Fläche auf einen Punkt oder eine Linie zusam- 
menzieht, so geht dasselbe mit der Figur (6) vor sich, und ihr Inhalt ö strebt gegen 0, so 
daß 

lim 8’=S (8) 
wird. 

Wir nehmen jetzt an, dieselbe Fläche sei durch eine andere Darstellung 


vs =x*(u*, v*), y=y*(u*, v*), z=2*(u*, v*) 
gegeben, die in einem isolierten Punkt oder längs einer isolierten Linie eine Singularität 
hat (insbesondere können die Ableitungen der in dieser Darstellung auftretenden Funk- 
tionen unendlich werden). Wir nehmen mit Hilfe einer Umgebung (s) diesen Punkt 
oder diese Linie heraus und drücken den Inhalt des übrigbleibenden Teils, wie gewöhn- 
lich, durch 
S’= ff VE*G*-F*2du*dv* 
(4*)— (6*) 
aus. Mit einem Stern sind hier alle Größen gekennzeichnet, die sich auf die zweite Dar- 
stellung beziehen. Wir wissen aber schon (vgl. Formel (8)), daß 5’ gegen S streben muß, 
wenn sich (s) auf den erwähnten Punkt oder die erwähnte Linie zusammenzieht; folglich 
können wir, um S zu erhalten, in der letzten Formel zur Grenze übergehen, indem wir 
das Gebiet (6*) auf einen Punkt oder eine Linie zusammenziehen. Dann ergibt sich 
aber wieder die Formel in der üblichen Gestalt 
S= ff VE*G* — F*2 du*dv*, 
(4*) 
nur daß das Integral uneigentlich sein kann. 

Selbst wenn eine sonst glatte Fläche in einem einzelnen Punkt oder längs einer einzel- 
nen Linie eine nichthebbare, d.h. nicht von der Art der Darstellung abhängende Singu- 
larität hat, werden wir das Integral (3*) benutzen, um den Flächeninhalt auszudrücken, 
vorausgesetzt, daß das Integral (wenn auch als uneigentliches) existiert. Es ist klar, daß 
wir damit in Wirklichkeit den Flächeninhalt S als Grenzwert der Flächeninhalte ‚S’ de- 
finieren, d. h., die Beziehung (8), die wir oben bewiesen haben, dient hier einfach zur Er- 
weiterung unserer ursprünglichen Definition. 


629. Beispiele. | 

1. Man bestimme den Inhalt der Teilfläche, die 

(a) vom Zylinder 2?+y?=R?(xz,y>0) aus dem hyperbolischen Paraboloid z=xy, 

292 2 942 

(b) vom Zylinder tg =e2 aus dem elliptischen Paraboloid 2=,— +5, 

(e) vom Zylinder (2?2-+y2)?=2a?ry aus dem hyperbolischen Paraboloid xy =az, 

(d) vom Zylinder x? +y?=0? aus der Kugel 2?+y?+2?=R?(o<R) 
herausgeschnitten wird. 


(a) Lösung. Esist 9=y,q=x, so daß nach Formel (5) 
S= Sf Yırz?+y?2 dedy 


zy=0 
+ y?=R? 
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wird. Durch Übergang zu Polarkoordinaten finden wir 
e/2 R 


s-[ 40 ( rViHrRar=T [a4 RapR-1]. 
0 (0) 


(b) Hinweis. Man benutze verallgemeinerte Polarkoordinaten. 
2 
Lösung. S a rzab [(1 +c2)#H2 —1]. 


(c) Hinweis. Man gehe zu Polarkoordinaten über. Die Gleichung des Zylinders in 
Polarkoordinaten ist r?=a? sin 20. Wir erhalten 


re/2 
Be a2 | [(i +sin 2632 -1]46. 
ö 0 
Zur Lösung des Integrals substituieren wir 0 = = ES - 751 =) ö 


3 2 


(d) Lösung. S=4rR (R -YR?-02). 

2. Man bestimme den Inhalt des Teils der Oberfläche der Kugel x«?+y?+2?=R2, 
der aus ihr vom Zylinder x&2+9y?= Rx herausgeschnitten wird (obere und untere Deck- 
fläche des „Vivianischen Körpers“; vgl. Nr. 597, Aufgabe 20; Abb. 48). 


Lösung. Für die obere Fläche gilt 


2 10 ; 
Lösung. S=z.a & -3). 


Are er ® E Wr 

= 2x2 — 12 = —— = ge“ 2 2 ———; 

z=YR?-a2-y2, p=-—, 0 P2=-—, Ylrpttg Fe 
aid, ist 
Dun = 
(2) Boy x y2 

wobei über das Gebiet integriert wird, das durch den Kreis x? +y?= Ex begrenzt wird. 

Durch den Übergang zu Polarkoordinaten erhalten wir (vgl. Nr. 611, Beispiel 6) 

n/2 Rcos® r/2  Rcos® 


S=2R f a0 | ——maR [ ao | Da 
2.2 2 
Be, 0 2 er 


Durch Ausführung der Integration finden wir schließlich $=4R2 (5 —1 


Weil der Inhalt der Halbkugeloberfläche gleich 2x.R? ist, wird der Inhalt des Teils der 
Oberfläche, der nach Wegnahme des Vivianischen Körpers übrigbleibt, gleich 4R2; er 
ist also eine rationale Funktion des Radius R; vgl. in diesem Zusammenhang die Bemer- 


kung in Nr. 597, Beispiel 20, bezüglich des Volhrmens des „Vivianischen Körpers“. 
Te T 
Bemerkung. Man ‚hätte natürlich das Integral über das Intervall = =9 =5 


nicht durch das doppelte Integral über das Intervall 0=0 =, zu ersetzen brauchen. 


Wenn man jedoch sofort das Integral von —— > bis 5 berechnet, muß man beachten, 
daß der Ausdruck 
Rcos6 R cos® 
eo YR2-72] =R-R Vsin2 0 


YRr-r2 , 
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e Te 

für das innere Integral für 0=® =. in der Form R (1 -—sin 0) und für 7 =0=0in der 
Form R(1-sin 6) geschrieben werden muß (denn die Wurzel ist stets positiv, und es 
war z=R |sin 6|). Würde man das nicht beachten, so erhielte man ein falsches Ergebnis. 


3. Man bestimme den Flächeninhalt (a) des Teils der Oberfläche des Kegelsy? +2? =x2, 
der innerhalb des Zylinders x? -+y?= R? liegt; (b) des Teils der Oberfläche des Kegels 
z22=2xy (x, y=0), der von den Ebenen x =a und y=b eingeschlossen wird; (c) des Teils 
der gleichen Fläche, der innerhalb der Kugel x?+y? +2? =a? liegt. 


RiVE  VR2-Y2 4 
Hinweis. (8-8 12 [ dy f I _=2rR}; 
Yx?2—-y2 
Y 


0 
b a PER a Eu 
eg | (yz +/%) de =2 (a +) Y2ab. 


(c) Der Durchschnitt der Flächen liegt in der Ebene,x +y=a. Weiterhin ist 


KETEN 199 d=T 
s-2/5 [[ (yz +2) dady=4 12 [ Vzde dy 
Y © Yy 
Ty=0O 0 N) 


z+y=a 
a ee 2 
=8Y2 S[ Yela-a)de=rV2 -a2. 
0 
4. Man beweise, daß der Flächeninhalt einer beliebigen Figur, die auf einer Hälfte 
(etwa der oberen) des Kreiskegels 


2? +y? 22 
a? c2 


liegt, dem Inhalt der Projektion der Figur auf die x, y-Ebene proportional ist. 


Hinweis. Man gehe von der expliziten Gleichung 2 = _ Yx2+y2 aus und benutze 
Formel (5). = 

5. Man bestimme den Inhalt desjenigen Teils der Fläche z =arcsin (sinh x - sinh y), der 
zwischen den Ebenen x =a und x =b liegt (O<a<b). 

Lösung. Es gilt 

cosh x - sinh y sinh x + cosh y 
Deren en oo. 
Y1-sinh?x - sinh2y a Y1-sinh?x- sinh?y i 


cosh x » cosh % 
—— \ 


yi +p2 +g? ee a, 
Yi1-sinh?x-sinh?y 
Das Integrationsgebiet wird durch die. Bedingungen a=sx=b, |sinh x - sinh y| =1 defi- 
niert. Wir führen die Substitution sinn x=£, sinn y=n durch; dann durchlaufen die 
neuen Veränderlichen die Intervalle 


sinh a=$=sinh b, -F=n=z- 
Also wird 
sinh b 1lE sinhb. 
= / dE& [= f GE nm ch 
sinh a —1/& Zr 57? sinh a . an 


6. Man bestimme den Inhalt des Teils der Zylinderfläche x? +y?=KEx, der von der 
Kugel x2+9y2-+2z2= R? umschlossen wird (Mantelfläche des Vivianischen Körpers). 


N 
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Lösung. Die Gleichung des vorderen Teils der Fläche ist y=YRx —x2. Das Gebiet, 
das die unabhängigen Veränderlichen x, z durchlaufen, wird von der z- Achse und der 
Parabel z=Y/ R?—- Rx begrenzt. Da 


1 
dy 5 2% Y_, 
0% YRe-a2 2 
ist, gilt 
R YR-Rx R 
Ss-R | f dede_ _oryE | 2 ur 
de _yEn YRx-—-ı? so Ve 


(vgl. Nr. 347, Beispiel 4). 
7.Man bestimme den Inhalt der Mantelfläche des geraden Kegels der Höhe c, dessen 
Grundfläche die Ellipse mit den Halbachsen a und b ist (a>b). 


Lösung. Wählen wir als Koordinatenursprung die Spitze des Kegels und legen wir die 
x, y-Ebene parallel zur Grundfläche (Abb. 92), so lautet die Gleichung der Fläche 


ns nr np nn 


ze 


Der gesuchte Inhalt ist 


PEACE: 
S= / \ oMul dırdy, 
Ye 
2 


22 y Ya? +c2 Yb2+c2 
wobei (E) die Ellipse 3+5 =1 ist und der Kürze halber «= 7, B u u 
setzt ist. 

Gehen wir zu verallgemeinerten Polarkoordinaten über, so erhalten wir 


rı/2 PEN 
S=2ab f Ya2cos20+ß?sin?0 dO. 
0 
Dieses Ergebnis läßt sich leicht auf ein vollständiges elliptisches Integral zweiter. Gat- 
tung zurückführen: 
Be © [ab 
$=2u VRFR ER) mit het Var: 


8. Man bestimme den Inhalt der Fläche, die dureh Rotation der Kurve y=/{x) um 
die &-Achse erzeugt wird (a=sx=b, f(x) =0). 
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Lösung. Wie man leicht sieht, ist y2 +2?=[/(x)]? die Gleichung der Rotationsfläche 
und 2 =Y[/(z)]? —y? die Gleichung ihrer oberen Hälfte. Hieraus folgt 
2) Y& - —— EZ: 
a, ge yi +p?+g?=/(&) —————: 
rL/@))? -y? Ya) -y? YL@)]2 -y? 
Also wird der gesuchte Inhalt durch das Integral 


Yi1+[P(@))? 
=2 EEE Pre ne d d? 
" iA] N a 


ausgedrückt, wobei das Gebiet (D) in der x, y-Ebene von den Linien z=a,x2=b, y=f(x) 
und = - f(x) begrenzt wird. 
Durch Übergang zu einem Doppelintegral finden wir 
S(x) 
dy 
A [Hal —a2 
5a, PUR? -Y 


Da das innere Integral gleich : ist, ergibt sich die uns schon bekannte Formel (Nr. 344, 
Formel (22)): 


b 
s=2 | ke YiHF@R de 


nn nn nn en nn 


Wie derLeser wahrscheinlich selbst bemerkt hat, handelt es sich in den Beispielen 2 
bis Sdurchweg um solche singulären Fälle der Inhaltsberechnung, wie sie in Nr. 628 be- 
sprochen wurden. 


9. Man löse Beispiel 2 unter Benutzung der Parameterdarstellung der Kugeloberfläche 
durch Kugelkoordinaten 


x=Rsingcos®b, y=Rsin 9sin®, z=Rcosg (V=sp=nr,0=0=2r). 
Aus der Funktionalmatrix 


Rcospcos® RcospysindG -Rsinp 
—RsinpsinG KERsinocos®d 0 


findet man leicht die Gaußschen Koeffizienten der Kugeloberfläche E=R2, F=0, 
G=R?sin? g, so daß YEG- F2=R?sin wird. 

Wir beschränken uns auf die Betrachtung des Viertels der gesuchten Fläche, das im 
ersten Oktanten liegt. Für die Punkte der „Vivianischen Kurve“, d.h. der Schnitt- 


kurve der Kugel und des Zylinders (im ersten Oktanten), gilt +6 = : 


Drücken wir nämlich in der Zylindergleichung x?+4?= Rx die Koordinaten x und y 
durch @ und 9 aus, so erhalten wir sin 9=cos®, und da in den betrachteten Punkten 
ne 7 ns 
offenbar 0 =9 =7 und 0= => ist, folgt hieraus gerade @ +6 =>. 
Nachdem wir so die Grenzen für die Parameter p und 0 ermittelt haben, erhalten wir 
nach Formel (3*) 
ref? (7/2) —0 
S=4R?2 f do r sing dpo=4F? (5-1) ; 
0 0 


Wie wir sehen, sind wir zu dem schon bekannten Ergebnis gekommen, aber diesmal 
haben wir Unstetigkeiten des Integranden vermieden. 


10. Wir betrachten die sogenannte allgemeine Schraubenfläche (Nr. 229, Beispiel 5), 
die von der (in der x, z-Ebene gelegenen) Kurve 2 =g(u), z=y(u) (p(u)=0) bei schrau- 
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benförmiger Bewegung um die z-Achse und längs der z-Achse beschrieben wird. Ihre 
Gleichung ist (wenn man den Drehwinkel mit v bezeichnet) 


x =o(u) cos y=o(u) sin, z2=ylu)+tcev. 
Entsprechend deı f'unktionalmatrix 
po(u) cosv gl(u)sinv w’(u) 
| | —-o(u)sinv olu)cosv c 
bilden wir die Gaußschen Koeffizienten der Fläche: 
E={fp(w+lyWP, Face,  G=[plu]?+c}. 
Also hängt der Ausdruck 
VEG — F2=V{[p(u)]? +02} {[p’(w]? +[y/(w)]?} -ely 2 
nur von u ab, was im allgemeinen die Rechnungen vereinfacht. 
11. Man benutze diese Ergebnisse zur Bestimmung des Inhalts des Teils 
(a) der gewöhnlichen Schraubenfläche 
C=UCOosv, y=zusinv, z=cv, 


der vom Zylinder &?+9y?=a? und den Ebenen 2 =0 und z =2rc (d.h. 0=v=2r) heraus- 
geschnitten wird; 
(b) der Schraubenfläche 


j sin u 1 +sin u 
x =tan u C0sv, y=tanusinv, 2 +In — + 


20082 u cos u 
der dem Parameterrechteck 0 zu =; ‚0O=sv=2r entspricht. 


(a) Lösung. Im vorliegenden Fall ist YEG - F?=Yu?+c2, so daß 


Sy EREN a ———— 02, aHrla?+e2 
s-[[ Yu2-+c2 dudv =2r E Ya? -+c? tz In = 
0.0 
wird. 
3 
(b) Lösung. S=2 s. 


12. Wenn man in der Aufgabe über die Schraubenbewegung einer Kurve c =( setzt, 
so daß also die Vorwärtsbewegung fehlt, so ergibt sich eine Rotationsfläche: 


x =g(u) cosv, y=o(u) sin v, z=v(u) («susß,0=sv=2tr). 


‚Dann ist 5 
YEG - F2=o(u) V[p (u)? +[y’(w))>, 


and der Inhalt dieser Fläche wird durch die Formel 
ß PENSRTRCUNECSEIEERFRRTHERSAIER 
S=2rf plu) YIp(w]+[Ly(w))? du 


‚ausgedrückt. Diese Formel verallgemeinert das Ergebnis von Beispiel 8, erfordert aber 
nicht die Einführung uneigentlicher Integrale. (Vgl. Nr. 344, Formel (21).) 

13. Man verifiziere, ausgehend von der allgemeinen Formel (3*), die in Nr. 346 her- 
geleitete Formel (25) für den Inhalt eines Teils einer Zylinderfläche. 

14. Manchmal ist es vorteilhaft, die Fläche in Kugelkoordinaten r,®, 9 anzugeben. 
Diese sind mit den gewöhnlichen kartesischen Koordinaten durch die bekannten For- 
‚meln 


x=rsin9cosd, y=rsin sind, z=rCcosp (r=0,0=<p=r,0=9=2r) 
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verknüpft. Man nimmt hierbei an, daß der Radiusvektor r als Funktion der Winkel & 
und 0 gegeben ist: r=r(9,6) (Gleichung der Fläche in räumlichen Polarkoordinaten). 
Gesucht wird für diesen Fall ein Ausdruck für den Inhalt einer krummen Fläche. 


Lösung. Man kann den allgemeinen Ausdruck (3*) verwenden, wenn man 9 und # 
als Parameter wählt. Die oben angegebenen Formeln liefern gerade eine Parameter- 
darstellung der Fläche, wenn man r mit Hilfe der Gleichung der Fläche in Polarkoor- 
dinaten durch @ und d ausdrückt. 

Aus der Funktionalmatrix 


( ar. 9 ( ar. Ban 6 Ir z si 
— — sin r cos sin © —-rsin 
20 sııno+rcCcosgp]| cos d0 Yp Yp do Yp pP | 


Ir 0 [2 Ö ® or 2 1% 8 ®. Or 
(% cost —rsın sın 9 26 sınY Tr cosVjsın 9 E77 COS © 
findet man leicht 
Ir\2 or Ir Or\2 
= — 2 PS PENERERSEEN Me, ER 2 «in? 
E (5) +r2, F 30 0° G (5) +r?2sin?o, 


#\2 2 
56 -P3=|(r+ (5) )sin: 0+(5) | r2. 


Also erhalten wir schließlich 


S -/[f Ne + )) sin?o+ (5) rdpd$ , (9} 
(4) 


wobei (A) das Gebiet ist, das die Argumente g, 6 durchlaufen. 
Für das Flächenelement in Kugelkoordinaten gilt 


dr ) TEISE 
a 2 1 5 = 
ds \( +z ) sin v+(5) rdpdd. 
15. Man berechne den Inhalt der Fläche 
(22+92 +22)2=2a?try. 


Lösung. Hier ist es gerade vorteilhaft, Formel (9) zu benutzen. Die Gleichung der 
Fläche in Polarkoordinaten lautet r=a sin p Ysin 20. Dann ist 


VeENe E)- 
0p1 00 Ysin 26 ° 
und nach Formel (9) erhalten wir 
re/2 r/2 £ 


1 
S 402 | | sin? 9 dpd9 = 2a. 
00 


16. Wir betrachten die Kugelfläche 
x?2+y2+22=2Rz 
vom Radius R, die die x, y-Ebene im Koordinatenursprung berührt. Es soll der Inhalt. 


desjenigen Teils der Fläche gefunden werden, der innerhalb des Kogels 2?=Ax? + By? 
liegt. Die Spitze des Kegels liegt im Koordinatenursprung (Abb. 93). 


Lösung. Wir benutzen auch hier Formel (9), indem wir von der Gleichungr =2R cos p: 
der Kugelfläche ausgehen. Es gilt 2 


‚S=ff 4R2singpcospdpd$, 
(4) 
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wobei das Integrationsgebiet (A) bezüglich $ und 6 durch die Kurve 
(A cos? + B sin? 0) sin? =cos? o 


begrenzt wird. Wenn wir die Aufgabe auf die Bestimmung des Inhalts desjenigen Teils 

zurückführen, der im ersten Oktanten liegt, so durchläuft 9 für beliebiges 0 zwischen 0 
und - die Werte von 0 bis zum Winkel 9, =90(0), für den 

tan? 

N 90 4 60826 +B sin? 0 


ist. Offenbar ist 


re/2 . 
S=16R? f d@ f sinpcosgpdp. 
0 0 


Nun ist aber 


Po 
. 1. 1 1 
sin pcospdp=zEin’ = 7,4 c0s20+B sin26 
0 
und daher schließlich 


rel2 46 _ 4rnR2 


z R mm U mm, 
S=8R J (A +1) cos?98+(B+1) sin? 0 YA+1)(B+1) 


Es ist interessant, daß dieser Inhalt mit dem Inhalt der Ellipse übereinstimmt, die als 
Halbachsen die Sehnen DC und EC besitzt (siehe Abb. 93). 


17. Man beweise, daß der Inhalt der Fläche 
mit dem Inhalt der Ellipsoidfläche 


x2 y2 22 
atrutramı 


Py 


ES ET ya a. 
übereinstimmt, wenn man a= z — hit. 


B a 


Beweis. In Kugelkoordinaten lautet die Gleichung der Fläche 


‚„b= 


r2=a2 sin? 9 cos? 0+ß? sin? @sin?0+y?cos?p, 
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Pr) 


und nach Formel eo ist ihr Inhalt gleich 


r/2r Bea er re ee use a Ge er er re 
Sı=83 S 7 Y(a4 cos 8 + ß% sin? 0) sin?® +y4cos?9 sin p dpd®. 
Geht man andererseits von der gewöhnlichen Parameterdarstellung 
z=asin_cosd, y=bsin osin 6, z2=CC0SY ((=z9=r;0=0=2r) 
des Ellipsoids aus, so werden die Unterdeterminanten der Funktionalmatrix gleich 
A=cbsin?9cos®, B =ac sin? sin ®, C=absinpcosp, 
und nach Formel (3) wird der Inhalt der Ellipsoidfläche folgendermaßen ausgedrückt: 
n/2 re/2 at ertue An ee u un ins Te m u en 
S=8 f f YV(c2b2 cos? 0 +c2a? sin? 6) sin? 9 +a2b2 cos? sin p ded®. 
00 
Wir sehen, daß die Ausdrücke für S, und S tatsächlich identisch werden, wenn wir 


: By „_?% aß 


cb=u2, ca=ß?, ab= oder a=—, =— , — 
i ö & P y 


setzen, was zu beweisen war. 


18. Man bestimme den Inhalt der Ellipsoidfläche 


y? 
orten 1 (a>b>c>0). 


Wir schreiben die Gleichung der Fläche im ersten Oktanten in der expliziten Form 


22 2 
a 1-37 


und erhalten 


x Y 
a? b2 
De.” ’ il 9 
A x?  y?2 a x2  y2 
2 52 Fa 
so daß 
a) ala) 
1+924 ‚_ı\ ala \ 5/8 
Bed 22 y2 
" a? b2 


wird. Wir setzen zur Abkürzung 


2 2 
© C 
 — m 2 — — ® 


dann wird der gesuchte Flächeninhalt nach Formel (5) durch das Integral 
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ausgedrückt. Durch die Substitution —=$, .=n bringen wir das Integral auf die 


Gestalt 
Es 1 _u2ER _ Alm 2. 
S=8ab JIV Be E dedn 


st 


Wir wollen hier eine Transformationsformel für Flächenintegrale anwenden, die von 
CATALAN stammt (vgl. Nr. 597, Beispiel 15, und Nr. 617, Beispiel 16). Wir bemerken 
dazu, daß die Kurve 


10222 — B272 


1] aM = 
= _n u =const (uv=1) 
nichts anderes ist als die Ellipse 
£&2 n? 
rt 


u2—-a? u2—ß2 


so daß ein Viertel ihrer Fläche er. 


: ded u:—1 
= m ne mn ee en BE Ten eäe 
z 2.02 2_ 22 
ya a?) (u? — 2) 
1 a2£3— 8372 
1-2 


ist. Dann ist nach der Formel von CATALAN 


Ss =2rab f ud SL : 
; Y(u2 — 02) (u? — $2) 


Wir formen dieses elliptische Integral um. 
Zunächst integrieren wir partiell!): 


“ en u(u2-1) -J u2—1)du Je. 
J ud Y(u2— 2) (u2 —ß2) B2) Teen — a2) (u? — B2) RER - a2) (u? — 2) 
Dann führen wir die Substitution 

ei X C03 
sing’ "sin? 
durch, wobei wir 9 die Werte von u =arcsin « bis 0 durchlaufen lassen. Somit wird, wenn 


wir k ” (k <1) setzen, einerseits 
& 
u (u? — 1) a? —sin? p 


Y(u2 a2) (u? — BIT © sin 9 cos Y1-k2sin? 9 


Andererseits ist 
(u? 1) du -( a? -1) dp — 
"Ya =ar) (up) \ein?p I Yar-P?sin?p 


1) Wir bemerken, daß hier weder das integralfreie Glied noch das Integral für sich allein 
einen Sinn hat, wenn man die Grenzen 1 und einsetzt. Es liegt für vu =» eine Unbe- 
stimmtheit der Form » — « vor. 


16 Fichtenholz III ' 


242 XVII. Flächeninhalt. Oberflächenintegrale 


2_ß2 sin? 1—Bß2 
ee 3 


ing YarBeing 
( Yi-k2sinp 1-B 1 R 
\ sing = BreTzr k2sin2 9 
so daß das Integral die Gestalt 
Y1 -k2 sin! 2 sin? p 1—ß? 
ef we rs | 


erhält. 
Durch partielle Integration des ersten Gliedes transformieren wir diesen Ausdruck 
schrittweise folgendermaßen: 


BEE cos? 1-2 dp 
— 0a. cot yı — k?2sin?2o — k?«a —— do — —— f m 
” “ . Y1-k2sin?o x % Y1 -k2sin? 


Sa ze I 1 —-k2a2 sin? 
= -02c0t9 yi —k?:sin?o a: 


1-k2sin?o 
een Ha 0% NUEERDERHENESIERNGCHES 
= —acot y1- k? sin? —_ ner al yi — %k? sin? d 
“ ie Y1-k2sin? E 


Danach fassen wir die beiden Glieder außerhalb des Integralzeichens zusammen!): 


«2 —sin? —_—_ (a2+ß?cos?p—1)sin 
ein” p EEE ES ee ee A 


«sin g@cospY1-k2sin? 9 «cos Y1 -k2sin?Y 
Einsetzen der Grenzen p =arcsin « und 9 =0 liefert für diesen Ausdruck das Ergebnis 


Y(1—a2) (1-2). Berücksichtigen wir auch bei den Integralen die Grenzen, so erhalten 
wir schließlich die Formel 


a, guet Tg 
S =2rab ri -a2y1—BP2 re F(u, k) +aE(u, A); 


Irb 
—2rc2+ — {c2F(n, k) +(a?—c2) E(u, k)}, 
Ya? —c2 
die von LEGENDRE stammt. Hierbei ist 
. Ya2—-c2 a Yb2 -c2 
Ak =arcsin ———— , k=-—- 
a b Ya? —c2 


19. Gauss führte für Flächen den Begriff der Totalkrümmung in einem gegebenen 
Punkt ein, der dem Begriff der Krümmung ebener Kurven völlig analog ist (Nr. 250). 

Es seien eine Fläche und auf ihr ein Punkt gegeben. Wir wählen einen beliebigen Teil 
(S) der Fläche, der diesen Punkt umgibt, und betrachten die Gesamtheit der Normalenin 
den verschiedenen Punkten von (S). Wir legen um den Koordinatenursprung die Ein- 
heitskugel und ziehen vom Koordinatenursprung aus Strahlen, die zu den erwähnten 
Normalen parallel sind; sie schneiden einen gewissen Teil (X) der Oberfläche der Ein- 
heitskugel aus. Der Inhalt & dieses Teils ist ein Maß für den Raumwinkel, den alle 
diese Strahlen erfüllen; das ist ein Analogon zum Winkel ®, von dem in der Definition 


j ; j & 
in Nr. 250 die Rede war. Den Grenzwert des Quotienten 5 für den Fall, daß sich (S) 


auf den gegebenen Punkt zusammenzieht, nennt man Totalkrümmung der Fläche in 
diesem Punkt. Wir stellen uns nun die Aufgabe, diese zu berechnen. 


1) Damit beseitigen wir natürlich die Unbestimmtheit bei 9=0, auf die oben hinge- 
wiesen worden war. 
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Wir setzen voraus, die Fläche sei durch eine Gleichung 2=f{x, y) gegeben. Hierbei 
soll die Funktion f stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung haben: 
of of 027 02f 9, 
’ 9-77; r=775 s= 3 = ’ 
0% Oy dx? 9x09y 9y? 
und außerdem soll die Funktionaldeterminante 


D(p, q) a 
Dix, y) =rt —s- (10) 


(in betrachteten Punkt und in seiner Umgebung) von 0 verschieden sein. 
Nach Formel (5b) gilt 


dxd dr’dy’ 
ee 
|cos »| cos v| 
(D) (D’) | 
wobei (D) die Projektion von ($) und (D’) die Projektion von (2) auf die x, y-Ebene ist. 
Der Winkel » ist jedoch für entsprechende Punkte (x, y,z) und (x’, y’, 2’) der beiden 


Flächen ein und derselbe. 
Wir transformieren das zweite Integral auf die Veränderlichen x und y. Da offenbar 


-p ; 4 ; 1 

x’ =c08 ee ; Yy er; ( =) 
D(x’, y’) 1 
Do, (+p2+g%' 

Berücksichtigen wir noch (10), so erhalten wir schließlich 
D(x’, y’) rt —s? 
Dea,y) (A+pP+P)? 

Nach der Substitutionsregel folgt daraus 


5 [ f Irt — s2] drdy 
u 1+9»?2+g2)2 cos »| ' 
5 (1-+p?+g?)* cos »| 
Differenziert man sowohl S als auch Z nach dem Gebiet (D) (vgl. Nr. 593), so erhält 
man nun leicht 


1; & Irt — s2| 
SM 8 (1+p2+g)2' 
Das ist der gesuchte Ausdruck für die Totalkrümmung. 

20. Die Formel (5b) kann man sehr einfach erhalten, wenn man für den Fall einer 
explizit gegebenen Fläche (S) von einer anderen Definition des Inhalts einer gekrümm- 
ten Fläche ausgeht. BE 

Wir zerlegen die Fläche (8) in Teile (S;) (=1, 2, ..., n); dementsprechend wird ihre 
Projektion (D) auf die x, y-Ebene in Teile (D;) zerlegt. In irgendeinem Punkt M; des 
Stückes (‚$;) legen wir die Tangentialebene an die Fläche und projizieren das Stück 
(S;) parallel zur z-Achse auf diese Ebene. Bezeichnen wir mit T; den Inhalt der ent- 
standenen Figur, so gilt offenbar D;=T'; |eos y;|, wenn v; der Winkel der Flächennorma- 
len im Punkt M; mit der z-Achse ist. Wenn wir als Inhalt S der Fläche den Grenzwert 
der Summe der Inhalte gerade dieser ebenen Figuren erklären, so gelangen wir un- 


mittelbar zu dem Ergebnis 
drdy 


D; f 
S =lim 2 T,;=lım 2 Tess] E (cos »|’ 


da die auftretende Summe offenbar eine Integralsumme für das letzte Integral darstellt. 
16* 
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Wir betonen, daß die abgeänderte Definition des Inhalts einer gekrümmten Fläche 
einen wesentlichen Mangel hat, obwohl sie hier sehr einfach zur endgültigen Formel 
führt: Sie hängt formal von der Wahl des Koordinatensystems ab (die Projektion er- 
folgt parallel zur z-Achse), und sie ist nur auf einen speziellen Typ von Flächen anwend- 
bar. 


21. Von einer Parameterdarstellung 
z=xlu, v), y=y(u, v), z=z(u, ®) ((u, v) aus (A)) 
einer glatten Fläche (5) wollen wir mit Hilfe der Formeln!) 
u=Ulu*, v*), v=V(u*, vr) ((u*, v*) aus (A*)) 
zu einer anderen Darstellung 
x =x*(u*, vr), y=y*(u*, v*r), z=2z*(u*, vr) 


übergehen, in der die Fläche ebenfalls keine Singularitäten hat. Man kann leicht direkt 
zeigen, daß dabei die Formel (3) für den Inhalt 5 der Fläche in die analoge Formel 


= ff YA*2+ B*2 + C*2 du*dv* 
(4*) 
transformiert wird (alle Größen, die sich auf die neue Darstellung beziehen, versehen wir 


mit einem Stern). 
Setzen wir nämlich 


D(u, _D(u, v) 
ur “ D(u*, v*)’ i 


so gilt nach einer bekannten Eigenschaft der Funktionaldeterminante A*=AI, 
B* = BI, C* =CI. Hieraus ersieht man unter anderem, daß I in (4*) von 0 verschieden 
ist, denn sonst hätte die Fläche in der neuen Darstellung eine Singularität. Nun erhal- 
ten wir nach der Substitutionsregel unmittelbar 


5 VYA?+ B?+02 du v= J YA?+ B2+0? |I| du*dv* 
(4) 


= - & YA*2+ B*2+0*2 du*dv*, 
(4*) 
was zu beweisen war. 


83.  Oberflächenintegrale erster Art 


630. Definition des Oberflächenintograls erster Art. Die Oberflächenintegrale erster 
Art sind eine ebensolche natürliche Verallgemeinerung, der Flächenintegrale, wie es 
die Kurvenintegrale erster Art bezüglich der einfachen bestimmten Integrale sind. 
Diese Verallgemeinerung geschieht folgendermaßen. Es sei in den Punkten ir- 
gendeiner zweiseitigen glatten (oder stückweise glatten) Fläche (S), die von einer 
stückweise glatten Kurve begrenzt wird, eine Funktion f{M)=f(x, y, z) definiert. 
Wir zerlegen die Fläche ($) mit Hilfe eines Netzes willkürlich gezogener stückweise 
glatter Kurven in Teile ($,), (83), ..., ($,) und wählen in jedem Teil ($,) @=1, 2,...,n) 
willkürlich einen Punkt M (x, y, 2;), bestimmen in diesem Punkt den Funktions- 
wert /M,)=f(x, y, 2;), multiplizieren ihn mit dem Inhalt 8, des entsprechenden 


1) Die Funktionen U und V und ihre partiellen Ableitungen werden als stetig voraus- 
gesetzt. 
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Teils der Fläche und bilden die Summe aller dieser Produkte, 


n n 
= 2 f{M S,= B2 2; Yin 2;) S; ’ 
i= "i=1 


die wir auf Grund der Ähnlichkeit zu vielen früher betrachteten Summen eine 
Integralsumme nennen wollen. 

Den endlichen Grenzwert dieser Integralsumme für den Fall, daß die Durch- 
messer aller Teile (S,) gegen 0 streben, nennt man (falls er existiert) Oberflächen- 
integral erster Art!) der Funktion f{M)=f(x, %, z) über die Fläche (S) und bezeichnet 
ihn mit 


I= Sf KM) dS= ff fe, y,2)d8, (1) 
(5) (S) 


wobei dS an die Inhalte 8, der Flächenelemente erinnern soll. 


631. Zurückführung auf ein gewöhnliches Flächenintegral. Wir beschränken uns 
auf den Fall einer einfachen nichtgeschlossenen glatten Fläche ohne mehrfache 
Punkte, die durch eine Parameterdarstellung gegeben ist. 

Es sei f(x, y,z) eine beliebige Funktion, die in den Punkten von ($) definiert 
und beschränkt ist: 


ey, 2Ql=Z2. (2) 
Dann gilt 

SS fix, y, 2) AS= Sf fz(u, v), ylu, v), z(u, v)) YE@—F? dudo, (3) 

(5) (4) 


vorausgesetzt, daß eines der beiden Integrale existiert (das hat die Existenz des 
anderen Integrals zur Folge). 

Zur Zurückführung eines ‚Oberflächenintegrals erster Art auf. ein gewöhnliches 
Flächenintegral hat man also nur die Koordinaten x, y, 2 durch die Parameter aus- 
zudrücken und das Flächenelement dS durch seinen Ausdruck in krummlinigen Koor- 
dinaten zu ersetzen. 

Wir wenden uns dem Beweis dieser Behauptung zu. 

Wie bereits bemerkt, entspricht der Zerlegung der Fläche ($) in Teile mit Hilfe 
stückweise glatter Kurven eine analoge Zerlegung des Gebiets (4) und umgekehrt. 

Wir zerlegen in entsprechender Weise die Fläche (S) in Teile ($,), (83), +, (0) 
und das Gebiet (4) in Teile (4}), (45), ..., (4,). In jedem Teil ($,) wählen wir jeweils 
einen Punkt (x,, y,, 2;) und im Teil (4,) den entsprechenden Punkt (w,, v,), so daß 


2;=x(u, d,), =y(u,d;), 2;=2(u, d;) (4) 
gilt. Wir bilden nun die nn für das Integral (1): 


n 
E 2 x, y 2) 9; - 
je 


4) Im Unterschied zu den Oberflächenintegralen zweiter Art, die später behandelt 
werden (Nr. 634). 
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Nach der allgemeinen Formel (3*) aus Nr. 626 ist S,;= f. fi VEG— F2dudv.,‚Wenden 


wir den Mittelwertsatz an, so erhalten wir (4,) 
vv, 


wobei (%,,d,) ein beliebiger Punkt des Gebiets (4,) ist. 
Mit Hilfe dieses Ausdrucks für S,; und in Anbetracht von (4) können wir die 
Summe o wie folgt schreiben: 


iz 92 fz(u; v;), Yu; v;); z(u;, v;)) [YEG- F2],-., i 4; : 
i=1 


vi=v; 


In dieser Form erinnert sie an die Integralsumme für das zweite Integral in (3): 


o* -2 Kz(u, v;), ylus, v;), 2(u; v;)) [YEG— F 2], 4: 
= v=v; 
Der Unterschied der Summen o und o* besteht darin, daß in der letzten Summe die 
mittelbare Funktion /(...) und die Wurzel Y... stets in ein und demselben (will- 
kürlich gewählten) Punkt (w,, v;) zu berechnen sind, während in der ersten Summe 
die Funktion /(...) im Punkt (z,, v,;) genommen wird, der Ausdruck V... dagegen im 
Punkt (#,,) (der durch den Mittelwertsatz vorgeschrieben wird und nicht wil- 
kürlich ist). 
Wir betrachten die Differenz der beiden Summen: 


0-0*= 3 fl...) [[YEG- F21,_.,-[VEG- Fl} 4: 
bl ® =v; u=v; 
Es sei e>0 eine beliebig kleine Zahl. Auf Grund der (gleichmäßigen) Stetigkeit der 
Funktion VEG- Fr: gilt für hinreichend kleine Durchmesser der Gebiete (4,) 


| [YEG- F2],-.,— [YZG- F2], zu: er ; 
u=v; v=v, 

Unter Berücksichtigung von (2) gelangen wir leicht zu der Abschätzung |o— o*| < 
<eL4, so daß lim (r— o*)=0 wird. 

Hieraus ergibt sich, daß aus der Existenz eines Grenzwerts für eine der beiden 
Summen die Konvergenz der anderen gegen den gleichen Wert folgt. Damit ist 
unsere Behauptung bewiesen. 

Insbesondere existiert das Flächenintegral rechts in (3) und damit auch das 
Öberflächenintegral links, wenn die Funktion f(x, y, z) auf der Fläche (S) stetig ist. 


Ist die Fläche (S) durch die explizite Gleichung 2=f{x, y) gegeben, so erhält 
Formel (3) die Gestalt 


SS Ka, y,2)dS=ff fx, y,2) Yi+p?+q? dady, (5) 
(5) (D) 


wobei (D) die Projektion der Fläche ($) auf die x, 4-Ebene bezeichnet. 


Weil yıi + p2+qQ2 = weTT ist (wobei », wie üblich, der Winkel zwischen der Flä- 
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ee on one 


chennormale und der z-Achse ist), kann man die Formel (5) auch folgendermaßen 
schreiben: 


i : fx, y,2) dö= 1 f f®, 9, z(, Mr (5*) 


Wir hatten bisher vorausgesetzt, daß die Fläche (8), über die das Integral er- 
streckt wurde, glatt und nichtgeschlossen war. Unsere Ergebnisse lassen sich leicht 
auf den Fall einer stückweise glatten Fläche ausdehnen, die sowohl nichtgeschlossen 
als auch geschlossen sein darf. 


632. Anwendungen von Oberflächenintegralen erster Art in der Mechanik. 


1°. Mit Hilfe der genannten Integrale kann man Massen, Momente, Schwerpunkts- 
koordinaten und weitere Größen für massebelegte Flächen bestimmen, deren Masse in 
jeder Punkt eine bestimmte Flächendichte besitzt. 

Weil hier im Vergleich zu dem oben betrachteten Fall einer ebenen Masseverteilung 
nichts Neues auftritt, gehen wir auf diese Fragen nur in Übungsaufgaben ein. 


2°, Die Anziehungskraft einer einfachen Schicht. Oberflächenintegrale erster Art 
treten naturgemäß bei der Untersuchung der Anziehungskraft von Massen auf, die 
flächenhaft verteilt sind. 

Die Fläche (,S) sei kontinuierlich mit Masse belegt, und zwar mit einer in jedem Punkt 
M(x,y,z) der Fläche vorgegebenen stetigen Dichte o(M) =e(z, y, z).t) Im Punkt A(£,n,£) 
(außerhalb der Fläche) befinde sich eine Masseneinheit. Es sollen Größe und Richtung 
der Kraft F bestimmt werden, mit der die Fläche ($) den Punkt A anzieht, wenn das 
Newtonsche Anziehungsgesetz (das universelle Gravitationsgesetz) zugrundegelegt 
wird. 

Würde der Punkt A nur von einem Massepunkt M(x, y, z) mit einer in ihm konzen- 
trierten Masse m angezogen, so wäre die Größe der Anziehungskraft gleich?) 


m 
750 s 
wobei r der Abstand AM ist, d.h. 

r=V(& -8)?+(y-m)?+(@-2)2. (6) 
Da diese Kraft von A nach M gerichtet ist, sind ihre Richtungskosinus 


F 


x —-$ y-n 25, 
r ’ y I r ’ 


folglich gilt für die Komponenten der Anziehungskraft F in Richtung der Koordinaten- 
achsen 
2 —$ y-n 2 | 
— F,=m ur 2 F,=m Er =. (7) 
Im.Fall eines Systems anziehender Punkte müßten diese Ausdrücke durch Summen 
solcher Ausdrücke ersetzt werden; bei kontinuierlicher Verteilung der Masse auf einer 
Fläche schließlich treten an die Stelle der Summen Integrale. | 
Man stellt das gewöhnlich so dar, daß man sich ein Flächenelement dS (im Sinne von 
Nr. 631) mit der Masse odS in einem seiner Punkte M(z, y, z) konzentriert denkt. Die 


1) In diesem Fall spricht man von einer einfachen Schicht (im Unterschied zu einer 
Doppelschicht, die wir nicht untersuchen). 

2) Wie üblich setzen wir die „Gravitationskonstante“, d.h. den Proportionalitätsfaktor 
im Newtonschen Gesetz (der von der Wahl der Einheiten abhängt), gleich 1, um die 


Schreibweise zu vereinfachen. 
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von ihm auf den Punkt A ausgeübte Anziehungskraft hat die Komponenten 


-$ y-n Eu 
dF,=e —zd8, dF,=0 4, dF,=e 5 dS 
in Richtung der Koordinatenachsen (vgl. Formel (7)), wobei r den Abstand AM be- 
zeichnet, der durch (6) angegeben wird. Es sind jetzt diese Ausdrücke nur noch zu 
„summieren“. Das führt auf die folgenden Formeln für die Komponenten der An- 


ziehungskraft F einer einfachen Schicht (vorausgesetzt, daß po über (8) integrierbar ist): 
5 y-n 2° 
r[fetzas, meffeizes, new. @ 
(5) | (8) (5) 


Damit ist die Kraft F sowöhl ihrer Größe als auch ihrer Richtung nach vollständig 
bestimmt. 

Läge der angezogene Punkt A selbst auf der Fläche, so würden die Komponenten der 
Anziehungskraft wieder durch die Integrale (8) ausgedrückt werden, aber diesmal 
wären die Integrale uneigentlich,; denn in der Umgebung des Punktes A würden die 
Integranden alle unbeschränkt werden. 

3°. Das Potential einer einfachen Schicht. Im Fall eines anziehenden Punktes M(xz, 4, z) 
haben die Komponenten der Anziehungskraft, wie wir sahen, die Form (7). Es ist leicht 
zu sehen, daß diese Komponenten die partiellen Ableitungen der Funktion 


nach &,n und{£ sind. Diese Funktion nennt man Newtonsches Potential im Punkt A des 
vom Punkt M erzeugten Feldes (vgl. Nr. 566, Aufgabe 1). 

Im Fall eines Feldes, das von einem System von Massepunkten erzeugt wird, würde 
das Potential durch eine Summe von Brüchen dieser Form ausgedrückt werden, wobei 
die Ableitungen des Potentials nach £, n,© wieder die Komponenten der Anziehungs- 
kraft ergäben. 

Hierausergibt sich natürlich für das Potential einer einfachen Schicht (auf der Fläche 
(S) mit der Dichte eo) im Punkt A 


ds 
wend=[|e- (9 
(8) 
Es erhebt sich nur die Frage, ob auch dieses Potential die grundlegende Eigenschaft 
oW oW oW 
te „I 3 -F: (10) 


behält, wobei F',, F,, F, die Komponenten der Anziehungskraft F der einfachen Schicht 
in Richtung der Kool bezeichnen, die durch die Formeln (8) gegeben sind. 

Wenn der Punkt A nicht auf der Fläche liegt, so daß keine Unstetigkeit auftritt, so 
kann man leicht zeigen, daß bei der Differentiation des Integrals (9) nach £, 7 oder die 
Leibnizsche Regel anwendbar ist (dazu wäre nur eine Wiederholung uns schon bekann- 
ter Überlegungen erforderlich). Auf diesem Wege verifiziert man auch für den vorlie- 
genden Fall der Masseverteilung die Relation (10). 


633. Beispiele. 
1. Man berechne die Oberflächenintegrale 
22 y2 22 .dS 
yet ryayayan 2? 9? 2 
(S) Sry NT HT 
.ar b4  c® 
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die über die Oberfläche (,S) des Ellipsoids 


22 y2 22 


atpta-! (a>b >c>0) 


erstreckt werden. 
Lösung. (a) Wenn man die Darstellung 


x=asin®@cos®, y=bsin gsin®, z=CC08p ((=z9=r;0=0=2r) 


des Ellipsoids benutzt, so erhält das Flächenelement (Nr. 629, Beispiel 17) die Form 


sin? cos2?8 sin?2@sin?20 cos?o 
dS =abc mn 2 X sin pdede. 


a? = b2 ur 
Andererseits ergibt sich für den Integranden 
x? y2 z2 sin? c0s20 sin2psin20 cos? 
ee Re 
b a? b2? c* 
Auf Grund von Symmetrieüberlegungen führt man die Berechnung auf den ersten Ok- 


tanten zurück. Es wird 
ı/2 r/2 


| sin? cos?9 sin?@sin?0 cos?p\ . 
I=sae (| m az? u u nn Zn on 
0 0 


a 1 1 
7 wann ar + . 


(b) Analog wird 
r/2 ri 
I, =8abe fi 
Ö 
Zur Berechnung des inneren Integrals über 9 setzen wir co8Qp=z: 
1 


dz 
J {(a? cos? 0+b2 sin? 0) — (a? cos? +b? sin20 —c2) 22}3/2 
N) nn 
1 1 
ec a?cos?d +b2 sin?’ 


und schließlich wird 
q/2 


IR UNNHEINENEIINRREG........ ERNIEEEERSENERIE 
(a? sin?  cos?# +b? sin? p sin?0 +c? cos? p)?!? 


1 


d® 


— — 00-4 
220 a? cos?0 +b? sin? 0 = 


2. Man berechne das Integral 
L=/Sf (y?z?+2?%? +22?) dS, 
(5) 
wobei (5) die Fläche ist, die vom oberen Teil des Kegels z2?=k? (z2°+,?) durch den Zy- 


linder x&2+y?—2ax =0 abgeschnitten wird. 
L:ösung. Wir schreiben die Gleichung der Fläche in der Form z=k Yx2+y? und er- 


halten d$S =Yi +k? dady; nach Formel (5) wird 
L=Y1+%k2 ff [k2 (02 +y2)?+@2y2]dedy, un 
(D) 


250 XVII. Flächeninhalt. Oberflächenintegrale 


wobei (D) die Kreisscheibe ist, die von dem Kreis z#?+y?-2ax=0 in der »,y-Ebene 
begrenzt wird. Durch Übergang zu Polarkoordinaten finden wir 


1 SCHERE 
L=5, (80%2 +7) xa6 Yı+k2. 


3. Man leite folgende (von Poıssox stammende) Formel her: 


7 2r 


S S Hm sin 9 cos0-+n sin $sin®+p cos p) sin @ dOdo 
00 
1 Tr  TT 
-2r f Ku Ym?+n2+p2) du, 
1 


wobei m? +n? +p2>0 ist und ft) für |t| =Ym? +n2 +p2 eine stetige Funktion ist. 
Lösung. Wir bezeichnen das Integral links mit P; man kann es leicht als Oberflä- 


chenintegral über die Oberfläche (,$) der Einheitskugel um den Koordinatenursprung 
darstellen: 


P=ff {mx +ny+p2)dS. 
(5) 


Wir gehen zu einem neuen Koordinatensystem u, v, w über; als v, w-Ebene wählen 


wir gerade die Ebene m&-+ny+pz=0 und errichten die u-Achse senkrecht auf ihr 
(Abb. 94); dann ist 


fi 


Abb. 94 
In den Koordinaten u, v, w schreibt sich unser Integral in der Gestalt 
P=/f iu Ym?+n2+p2) dS. 
(5) 


Wenn man die Parameterdarstellung der Kugelfläche (S) in der Gestalt 
u=u, v=Y1-u? cos o, w=Y1-u?sin w (-1=zu=s1;0zw=2r 
annimmt, so wird dS = dudo und schließlich 
2 1 1 SIERT ERERERS 
P=f f {u Ym?+n2+p?) dudo=2r f f{u Ym?+n2 +2?) du. 
0-1 —1 
Oft setzt man u=cosA(0=A=r) und schreibt die Poissonsche Formel in der Gestalt 
Te 2rc 


SS Km sin 9 cos6-+n sin sind +p cos p) sin @ d9d 
00 


TT 
=2n f /VYm?+n2+p2cosA)sinAdä. 
0 
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4. Die Fläche (S) sei mit Materie von der Dichte go =eo(x, y, z) belegt. Man leite Aus- 
drücke in Form von Oberflächenintegralen über (S) her für: (a) die Gesamtmasse m; 
(b) die statischen Momente und die Trägheitsmomente M,„ M;. May Iyz Izzı Iry be- 
züglich der Koordinatenebenen; (c) die Schwerpunktskoordinaten &, n,£. 


5. Man bestimme die Masse einer Kugelfläche, wenn deren Flächendichte in jedem 
Punkt (a) dem Abstand dieses Punktes von dem „senkrechten Durchmesser“ (also 
dem Radius seines „Breitenkreises“), (b) dem Quadrat dieses Abstandes gleich ist. 

Lösung. (a) Wir wählen als Koordinatenursprung den Kugelmittelpunkt, legen die 
z-Achse in den erwähnten Durchmesser und gehen zu Kugelkoordinaten @ und ® über, 
indem wir 

x=Rsing cos6, y=Kksin_osin®, =Rcosg 
setzen, wobei R der Radius der Kugel ist. Dann ist 
dS = R?sin p dpd9, o=Yx?+y?=Rsinp, 


so daß 
Int 
m=[ffodS = R?° JS sin?g dpd9 =r?R? 
(S) 
wird. 


8 
(b) m 2. n.R®. 
6. Unter den Voraussetzungen (a) und (b) der Aufgabe 5 bezüglich der Massever- 
teilung bestimme man die Lage des Schwerpunkts der oberen Halbkugel. 
Lösung. (a) Wählt man die Achsen wie in der vorigen Aufgabe, so ist aus Symmetrie- 
gründen sofort klar, daß&=n=0 ist. 


Wir berechnen das statische Moment 
?r e/2 


M;,= [Jres- “ J sin? 9 cos p dpd9 = 
(9) j 
Wir kennen bereits die Gesamtmasse (vgl. Beispiel 5), nämlich m = n2R°; also ist 


ee, 


In IT 


3 
(b) Bei derselben Lage der Achsen ist $=n =0,{ =, R 


rzBR®. 


o) 80) 


7. Man bestimme (a) die Lage des Schwerpunkts der homogenen (g =const) Kegel- 
fläche 


fi ze 
2=— Ye?+y2 (e2+y?=R?), 
(b) ihre Trägheitsmomente bezüglich der Koordinatenebenen. 


Lösung. Offenbar ist £&=n=0. Weiter gilt 


m 1 ISTEn. 
as=ı+ +R2 de dy =, dady (i=Yh?+R2); 


folglich ist 2chl 2 2 
M;, rn o Yx? +y? dedy = Tr oe | r’dr 7 rhllo. 


+ y?=R? 0 


| 2 
Wegen m =rlRe ist =z.h 
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f 


Analog erhält man 
rIR3 
I yz =1, = 4 e- 

8. Gegeben sei ein gerader Kreiszylinder vom Radius R und der Höhe A. Wir setzen 
seine Mantelfläche als homogen mit Masse belegt voraus (o=1) und suchen (a) die An- 
ziehungskraft, die von der Fläche auf den Mittelpunkt der Grundfläche ausgeübt wird, 
(b) das Potential dieser Fläche im Mittelpunkt der Grundfläche. 


Lösung. (a) Wenn man den Mittelpunkt der Grundfläche als Roordinatenursprung 
und die Zylinderachse als z-Achse wählt, so ist offenbar F,=F,=0. Für die Parameter- 
darstellung 
c=R cos, y=Rsin®, 22 


des Zylinders er dS = Rdzd0, so daß 


zRdzd0 1 1 
” ff / (R2+zBPR en (# eg) 
52 
wird. 
(b) Es gilt 


ff Rdzdo h+YR2+R2 
w-/([ nr =2-R]In k+lkörm 
YR2+22 R 


9. Für die Kegelfläche aus Aufgabe 7 bestimme man (a) das Potential dieser Fläche 
im Mittelpunkt der Grundfläche des Kegels und (b) in seiner Spitze, außerdem (c) die 
Anziehungskraft, die auf den nn der Grundfläche bzw. (d) auf die Spitze des 
Kegels ausgeübt wird. 


Lösung. Setzt man I=YR?+12, so gilt 


> dıdy =2rg [  rdr ee 
alien Yx2+y2+(2—h)2 J Vör2—-2Rhr +h2R2 


_% Te mem Ir —- Rh? : 2rkh o | a5 
VI? 2 Eher +1 +hIR? I : Vlr2 I Rh?r +h2R2 


—2Rhtr +h2R?2 |R 


u [0 WERE Tee R 
+7 In [Br - Rh? + VI (Br? 2Rn?r +R2R2)] |) 
-e ze ML I+R 
2 UmRI-R 
lo dad 
a? +y2=R? Va? +y ze 
(c) Aus ee folgt F,=F,=0. Weiter ist 
z—h (r—R)rdr 
dxdy =2rhlR 4 em m I 5 
2. / J » [22 +92 +(z — h)2PR . ; [2?r2 — 2 Rh?r + h2R2]372 


Das Integral zerlegen wir in eine Summe von drei ERERER 
R 


3 dr BE „EWR Ei? R2) Ir — Rh? _ _ FrRNo 5 
er (1272 — 22h + RT mM f (Ir? -2Rh?r + REN) . 
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2R'h F dr 
1% (7? — 2Rh?r + R2N2)372 
1 ı R I+R Me R? R_} 2 
BETT rm NED zikrm. 
Durch Zusammenfassung aller Ergebnisse erhalten wir schließlich 


2rhRoe, RI+R _2r0 (R +h) 


ee l 
(d) In diesem Fall erweist sich das uneigentliche Integral als divergent: 
Lho drdy 
12 x? +y? 
at+y?=R? 


10. Wir nehmen an, daß über eine Kegelfläche Masse mit einer Dichte verteilt ist, die 
gleich dem Abstand des Punktes von der Spitze ist. Man bestimme (a) das Potential der 
Fläche in der Spitze, (b) die von der Fläche auf die Spitze ausgeübte Anziehungskraft. 


| 2rckh 
Lösung. (a) W=rRi=S; (b) F,=F,=0, F, sn 


11. Man bestimme die Kraft, mit der ein Punkt von einer homogenen (o =const) 
Kugelschicht angezogen wird. 

Lösung. Der Kugelmittelpunkt liege im Koordinatenursprung, der angezogene 
Punkt A (der Masse 1) befinde sich auf der positiven z-Achse im Abstand a vom Mit- 
telpunkt. Die Komponenten F’, und F, der Anziehungskraft in Richtung der x- bzw. 
y-Achse sind offenbar gleich 0. Weiter gilt 


z-a 
P,= f f 0 ds 
(8) 
(r ist der Abstand des Punktes A von einem beliebigen Punkt M der Kugel). Geht man 


zu Kugelkoordinaten 


x=Rsin 9 cosb, y=Rsin 9 sin®, z=RcosYp 
über, so wird 
dS=R?singdodd,  r=YR?+a?—-2Ra cosp 


und 


* (Rcosg-a) sin pdp (11) 
(R-+a?—-2Ra cos p)?!? 


Durch die Substitution R?2+a?—-2Ra cos g =t? transformieren wir diesen Ausdruck in 


R+ta | ’ 
nf (-1) nn (22 - E Fr iR-al). 
t a? 


Ik-al 


Wir unterscheiden nun zwei Fälle. u 
(1) Es sei a=R; in diesem Fall ist |R-a]=R-a, in den runden Klammern steht 0, 


und esist F,=0. Also erfährt ein Punkt, der sich im Innern einer homogenen Kugelschicht 


befindet, von dieser keine Anziehung. 
(2) Wenn jedoch a>R ist, so ist |R-al= —-(R -a), also 
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Daher erfährt ein Punkt, der sich außerhalb einer homogenen Kugelschicht befindet, von 
dieser dieselbe Anziehung, die er erfahren würde, wenn man die Gesamtmassem =4rn Rp = So 
der Schicht im Kugelmittelpunkt konzentrieren würde. 

Auf den Falla=R gehen wir gesondert ein. In diesem Fall liegt der Punkt A auf der 


Fläche, und das Integral (11) wird wneigentlich. Nach naheliegenden Vereinfachungen 
erhält es die Gestalt 


7 
Beet PTR ud 
Y2 ; Y1-coso 


Bei Annäherung von a an RK von unten oder oben besitzt F', Grenzwerte, und zwar 0 
bzw. —4ro. Also erleidet die Anziehungskraft beim Durchgang des angezogenen Punk- 
tes durch die Kugelfläche einen Sprung, und die Größe der Anziehung für Punkte auf 
der Kugelfläche ist das arithmetische Mittel der erwähnten Grenzwerte. 

12. Man bestimme das Potential einer homogenen Kugelschicht in einem beliebig ge- 
wählten Punkt. 


Lösung. Mit den obigen Bezeichnungen gilt 


Te 
W(a) -/(fe =enRtg [ eure. _ 
g r ; YR?+a2—-2Ra cos o 


RR =" HR 
197 


= e(R+a-|R-al). 


Ist «<= R, so wird 
W(a) =4rRo, 


also %st das Potential einer homogenen Kugelschicht in ihrem Innern konstant, entspre- 
chend Beispiel 11, Fall (1). 

Im Gegensatz dazu wird füra>R 
4 k2o 


b] 


W(e) = 


107 


d. h., das Potential, das von einer homogenen Kugelschicht im äußeren Raum erzeugt wird, 


ändert sich nicht, wenn man die ganze Masse im Kugelmitielpunkt konzentriert, entspre- 
chend Beispiel 11, Fall (2). 


Für a=R hat das uneigentliche Integral, welches das Potential ausdrückt, den Wert 
W(k)=4rRo. 


Wie wir sehen, ist das Potential beim Durchgang des Punktes durch die Kugelfläche 
stetig. 


$4.  Oberflächenintegrale zweiter Art 


634. Definition des Oberflächenintegrals zweiter Art. Dieser neue Integralbegrifi 
wird nach dem Vorbild des Kurvenintegrals zweiter Art konstruiert. 

Dort gingen wir von einer orientierten Kurve aus, zerlegten sie in Elemente und 
projizierten jedes der entsprechend orientierten Elemente auf eine Koordinaten- 
achse. Die Projektion war ebenfalls orientiert, und wir nahmen ihre Länge positiv 


oder negativ, jenachdem, ob ihre Richtung mit der Achsenrichtung übereinstimmte 
oder nicht. 
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In analoger Weise betrachten wir jetzt eine zweiseitige glatte oder stückweise 
glatte Fläche (S) und legen uns auf eine ihrer beiden Seiten fest; das ist, wie wir 
sahen (Nr. 620), gleichwertig mit der Wahl einer bestimmten Orientierung der Fläche. 

Wir nehmen zunächst an, die Fläche sei durch eine explizite Gleichung z=z(z, %) 
gegeben, wobei der Punkt (x, y) ein Gebiet (D) der x, y-Ebene durchläuft, das von 
einer stückweise glatten Kurve begrenzt wird. Dann kann man zwischen der oberen 
und der unteren Seite der Fläche wählen. Im ersten Fall wird einer geschlossenen 
Kurve auf der Fläche der Umlaufsinn enigegen dem Uhrzeigersinn vorgeschrieben, 
wenn man von oben blickt, im zweiten Fall der entgegengesetzte Umlaufsinn. 

Zerlegt man die Fläche in Elemente und projiziert jedes solche entsprechend 
orientierte Element auf die x, y-Ebene, so bestimmt der Umlaufsinn des Randes 
der Figur, die projiziert wird, auch einen Umlaufsinn des Randes der Projektion. 
Diese Richtung stimmt mit der Drehung entgegen dem Uhrzeigersinn überein, d.h. 
entspricht der Orientierung der x, y-Ebene selbst, wenn die obere Seite der Fläche 
gewählt worden war; in diesem Fall nehmen wir den Inhalt der Projektion positiv. 
Im Fall der unteren Seite ist die Drehung umgekehrt, und wir nehmen den Inhalt 
der Projektion negativ (vgl. Nr. 610). 

Es sei nun in den Punkten einer gegebenen Fläche (8) eine Funktion /(M) = 
=f(z, y,z) definiert. Wir zerlegen die Fläche durch ein Netz stückweise glatter 
Kurven in Elemente ($,), ($,), -.., (8,) und wählen in jedem Element ($,) jeweils 
einen Punkt M,(z,y,2;). Dann bestimmen wir den Funktionswert /(M,)= 
=f(z,, Y, 2;) und multiplizieren ihn mit dem Inhalt D; der Projektion des Elements 
($,) auf die x,y-Ebene, der nach der oben angegebenen Regel mit einem Vorzei- 
chen versehen ist. Wir bilden schließlich die Summe 


0=3 KM) Di=2 fx 40 2) Di (1) 
i=1 i=1 


(die ihrer Gestalt nach eine Integralsumme ist). 

Existiert der endliche Grenzwert dieser Integralsumme für den Fall, daB die 
Durchmesser aller Teile (87) gegen 0 streben, so nennt man ihn Oberflächenintegral 
(zweiter Art) von f{M)=f(x, y,z) über die ausgewählte Seite der Fläche ($) und 
schreibt 

I=ff f{M) dady=/Sf f(x, y, 2) dedy (2) 
(S) (5) 
(hier erinnert dx dy an den Inhalt der Projektion eines Flächenelements auf die 
x, y-Ebene). 

Übrigens enthält dieses Symbol keinen Hinweis darauf, welche Seite der Fläche 
betrachtet wird; dieser Hinweis muß also jedesmal besonders erfolgen. Aus der 
Definition folgt unmittelbar, daß das Integral sein Vorzeichen wechselt, wenn man 
die betrachtete Seite der Fläche durch die entgegengesetzte ersetzt. 

Hat die Fläche ($) nicht die angegebene spezielle Form, so definiert man das 
Oberflächenintegral entsprechend, man hat lediglich für die Inhalte D, der Projek- 
tionen nicht immer ein und dasselbe Vorzeichen zu nehmen, sondern es sind auch 
solche mit verschiedenen Vorzeichen möglich, wenn die einen Flächenelemente 
sozusagen oben und die anderen unten liegen (Abb. 95). 


1) 
SL 
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Abb. 95 


Liegt ein Element auf einem senkrecht zur x, y-Ebene gelegenen zylindrischen 
Teil der Fläche (dessen Erzeugende also zur z-Achse parallel sind), so ist seine Pro- 
jektion ein Teil der Leitkurve der Zylinderfläche; wir werden voraussetzen, daß 
diese Kurve den Inhalt 0 hat, in diesem Fall braucht man also von einem Vor- 
zeichen nicht zu reden. 

Es kann jedoch noch der Fall eintreten, daß ein Element zum Teil oben, zum 
Teil unten liegt oder daß ein Element nicht umkehrbar eindeutig auf die x, y-Ebene 
projiziert wird. 

Da in Wirklichkeit solche „irregulären“ Elemente eine unerhebliche Rolle 
spielen, lassen wir in der Integralsumme diejenigen Summanden aus, die diesen 
Elementen entsprechen. Später werden wir uns davon überzeugen, daß diese Ver- 
einbarung weder die Berechnung noch die Verwendung von Oberflächenintegralen 
erschwert. 

Projizieren wir die Flächenelemente auf die y, z- oder die z, x-Ebene statt auf 
die x, y-Ebene, so erhalten wir zwei weitere Oberflächenintegrale zweiter Art: 


(5) (8) 


In den Anwendungen treten häufig Summen von Integralen aller dieser Formen 
auf: 


SS(P dydz2+Q dedx + R dıdy), 
(5) 


wobei P,Q und R in den Punkten der Fläche (8) definierte Funktionen von (x, %, 2) 
sind. Wir betonen nochmals, daß in allen Fällen die Fläche ($) als zweiseitig vor- 


ausgesetzt wird und daß das Integral über eine bestimmte Seite der Fläche er- 
streckt wird. | 


635. Einfachste Spezialfälle. 


1°. Wir wenden uns erneut dem Integral (2) für den Fall zu, daß die Fläche ($) 
durch eine explizite Gleichung z=z(x, y) ((x, y) aus (D)) gegeben ist,- wobei die 


Funktion 2 nebst ihren partiellen Ableitungen p = . und q= = stetig ist. 


Nimmt man das Integral (2) über die obere Seite der Fläche, so sind in der In- 
tegralsumme (1) alle D, positiv. Setzen wir in diese Summe für z; seinen: Wert 
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z(x,, y;) ein, so erhält diese die Form 
N 
o-2 fz; Yı 2% Y;)) D; 
= 


dies ist, wie man leicht erkennt, eine Integralsumme für das gewöhnliche Flächen- 
integral 
f Hz, 9, 2(z, y)) dedy. 
) 


Durch Grenzübergang ergibt sich 
SS Hz, y, 2) drdy= ff f(x, y, (2, y)) dedy, (8) 
(5) (D) 


wobei die Existenz eines dieser Integrale die Existenz des anderen nach sich zieht. 
Insbesondere existieren beide Integrale sicher dann, wenn die Funktion f stetig ist. 
Erstrecken wir das Integral über die untere Seite der Fläche ($), so gilt offenbar 


SS Hz, y, 2) dedy= — Sf fx, y, 2(z, y)) dedy. (3*) 
(5) (D) 


Bemerkung. Man könnte in allen Fällen Formel (3) erhalten, wenn man nur 
das Flächenintegral rechts über das zugehörige orientierte Gebiet (D) erstrecken 
würde (vgl. Nr. 610). 


Wir zeigen nun (für den betrachteten Fall), daß sich ein Oberflächenintegral 
zweiter Art auf ein Oberflächenintegral erster Art zurückführen läßt. Wir betrach- 
ten wieder die Summe (1), und zwar unter der Voraussetzung, daß die obere Seite 
der Fläche gewählt worden ist, so daß alle D,>0 sind. Nach Formel (5a) aus Nr. 626 


gilt 
drdy 
Ss [ f cos» ’ 
(D;) 


wobei » der spitze Winkel zwischen der Flächennormalen und der z2-Achse ist. 
Durch Anwendung des Mittelwertsatzes erhalten wir 


D:; 
EN FEUEN Mn ES Ex 
;,= RT oder D;=8,cosvf; 


hierbei bezeichnet »* den Winkel der Flächennormalen in einem gewissen (keines- 
wegs willkürlich gewählten) Punkt des Elements ($,) mit der z-Achse. Setzen wir in 
o diesen Wert von D, ein, so erhalten wir 


n 
0= I I&, Yu 2) 008 7} 8;. 
i=1 
Diese Summe vergleicht man natürlich mit der Summe 
n 
= 2, 2, y, 2) 0089, 8;; 
i=1 


wobei »; dem schon willkürlich gewählten Punkt (x, y, 2,) entspricht; die letzte 
Summe ist offenbar eine Integralsumme für das Oberflächenintegral erster Art 


SS fx, y,2) cosvdS. 
(5) 
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Zerlegt man die Fläche ($) in hinreichend kleine Elemente, so wird wegen der 
Stetigkeit der Funktion 
1 
TErIErZ 
die Schwankung dieses Kosinus auf jedem einzelnen Element kleiner als eine vor- 
gegebene Zahl e>0. Wir setzen die Funktion f als beschränkt voraus, |/|=M, und 
schätzen die Differenz der beiden Summen o und ö ab: 


cos y= 


n 
lo-ol=? |f(x,, Y, 2;)| |cos »#— cos »;| $;<M Se; 
ie 


also gilt «—-5—0. Es ist klar, daß für beide Summen die Grenzwerte gleichzeitig 
existieren und übereinstimmen. So kommen wir zu der Beziehung 


SS IK, y, 2) dxdy= Sf FR, y, 2) cosvdS, (4) 
(5) (S) 


wobei aus der Existenz eines dieser Integrale die Existenz des anderen folgt. Wir 
sehen wieder, daß die beiden Integrale insbesondere dann existieren, wenn die 
Funktion f stetig ist. 

Ersetzen wir die obere Seite der Fläche durch die untere, so ändern wir damit 
das Vorzeichen der linken Seite von (4). Verstehen wir gleichzeitig unter » den 
Winkel der nach unten gerichteten Normalen mit der z-Achse, so ändert auch der 
Kosinus und mit ihm das Integral rechts sein Vorzeichen, so daß die Beziehung 
erhalten bleibt. 


2°, Ist (S) ein Teil einer Zylinderfläche mit Erzeugenden, die parallel zur z-Achse 
sind und deren Leitkurve in der x, y-Ebene den Inhalt O hat, so haben alle ihre 
Elemente Projektionen vom Inhalt 0, und dann ist 


H I, Y, 2) dıdy=0 z (5) 


Offenbar gilt auch hier Formel (4): Wegen cos v=0 ist auch die rechte Seite dieser 
Formel gleich 0. 


636. Der allgemeine Fall. Wir kehren zum allgemeinen Fall einer einfachen nicht- 
geschlossenen glatten Fläche zurück. In der Integralsumme 
= 7% Mr Y» 2) D; 

fehlen, wie wir vereinbart haben, diejenigen Summanden, die „irregulären“ Elemen- 
ten entsprechen, d. h. Elementen, die entweder auf der Fläche zum Teil oben, zum 
Teil unten liegen oder keine umkehrbar eindeutige Projektion auf die x, y-Ebene 
zulassen. Darauf soll der Strich am Summenzeichen hinweisen. 

Versteht man allgemein unter » den Winkel zwischen der z-Achse und der Flä- 
chennormalen, die der ausgewählten Seite der Fläche entspricht, so gilt einschließ- 


lich des Vorzeichens stets folgende Gleichung (»* hat dieselbe Bedeutung wie 
oben): D,=S, cos v*. Also ist . 


' ’ 
o= 92 f(z; Yn 2,) cos vr Ö; . 
Diese Summe vergleichen wir mit der Summe 


ö = > f&; Y 2,) cos V; S; 
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(v; ne dem gewählten Punkt). Wie oben überzeugen wir uns leicht davon, 
are () 
ist. Wenn man zur Summe ö’ noch die Summe 

"= May 2;) 008 9,8; 
hinzufügt, die den weggelassenen „irregulären“ Elementen entspricht, so ergibt 
sich eine vollständige Integralsumme 5 für das Oberflächenintegral erster Art 

Sf fx, y,2) cosvdS. 


(5) | 
Man kann beweisen (wir ziehen es vor, das in Nr. 637 zu tun), daß 


Er (7) 


gilt, wenn die Durchmesser aller Elemente (S,) gegen 0 streben. Dann erhalten wir 
in Verbindung mit (6) wieder die Beziehung (4), vorausgesetzt, daß eines der beiden 
in (4) auftretenden Integrale existiert (die Existenz des anderen folgt hieraus be- 
reits). . 

Geht man von einer Parameterdarstellung der Fläche ($) aus, so kann man das 
rechte Integral in (4), also nach dem Bewiesenen auch das linke Integral, auf ein 
gewöhnliches Flächenintegral über einen Parameterbereich (A) zurückführen, und 
zwar gilt 


J/ fx, , 2) dedy= n JS f{z(u, v), y(u, v), z(u, v)) Odudv, (8) 
(5) ) 
weil 

cosv= + 2 j dS= YA?+ B2+02 dudv 


YAr+B3+02 
ist. Das zweifache Vorzeichen entspricht den beiden Seiten der Fläche ($); ent- 
spricht insbesondere die Orientierung der u, v-Ebene der Orientierung der Fläche 
($), die mit der ausgewählten Seite verbunden ist, so hat man das positive Vor- 
zeichen zu nehmen (Nr. 621). Auch hier zieht die Existenz eines dieser Integrale 
die Existenz des anderen nach sich. 

Analoge Betrachtungen können auch für die anderen Oberflächenintegrale zwei- 
ter Art durchgeführt werden, die zu den Projektionen auf die anderen Koordinaten- 
ebenen gehören. Faßt man alle diese Ergebnisse zusammen, so ergibt sich 


Sf (Pdydz+Qdzdx + Rdxdy)=ff (P cos A+Qcosu+FRcosv)dS. (9) 
(S) (5) 


Diese allgemeine Formel führt ein Oberflächenintegral zweiter Art auf ein Ober- 
flächenintegral erster Art zurück. Hierbei bezeichnen P,Q, R beschränkte inte- 
grierbare Funktionen, die in den Punkten der Fläche (5) definiert sind, und cos }, 
cos u, cos» sind die Richtungskosinus der Normalen, deren Richtung der ausge- 
wählten Seite der Fläche entspricht. 

Wir führen schließlich die allgemeine Formel an, die ein Oberflächenintegral zwei- 
ter Art auf ein gewöhnliches Flächenintegral zurückführt: 
Sf (Pdydz + Qdzdx + Rdıdy)= + N (PA+QB+ RC) dudv. (10) 


(S) 
17* 
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Die Funktionen P,Q, R auf der rechten Seite hat man so zu verstehen, daß für 
x, y,z deren Ausdrücke in u, v eingesetzt sind. In bezug auf das Vorzeichen kann 
man frühere Bemerkungen wiederholen. 

Alle erhaltenen Ergebnisse lassen sich unmittelbar auf den allgemeineren Fall 
ausdehnen, daß die (geschlossene oder nichtgeschlossene) Fläche aus endlich vielen 
einfachen nichtgeschlossenen glatten aneinandergrenzenden Flächen besteht. 


637. Eine Einzelheit des Beweises. Wir wenden uns dem Beweis der Beziehung (7) zu: 
Wir behaupten, daß zu jedem vorgegebenen e>0 ein solches n >0 existiert, daß in den 
„irregulären‘ Elementen überall die Ungleichung 


Icos v| <e (11) 


erfüllt ist, wenn nur die Durchmesser aller Elemente kleiner als n sind. 

Wir nehmen das Gegenteil an; dann existiert ein solches &,>0 und eine solche Folge 
„irregulärer“ Elemente (s;) mit gegen O strebenden Durchmessern, daß in irgendeinem 
Punkt eines jeden (s}) 


lcosv| =&9 (12) 


wird. Bezeichnet man mit (6,) das (s;) entsprechende Element des Gebiets (A), so stre- 
ben auch die Durchmesser der Elemente (ö,.) gegen 0. Nach dem Lemma von BOLZANO- 
WEIERSTRASS (Nr. 172) kann man aus der Folge {(ö,;)} eine Teilfoige auswählen, deren 
Elemente sich auf einen Punkt (u,, v%,) des Gebiets (A) zusammenziehen; wir können das 
also ohne Beschränkung der Allgemeinheit bezüglich der Folge {(ö,)} selbst annehmen. 

Für den Winkel v»=»,, der den Parameterwerten vu =u, ® =vy entspricht, muß not- 
wendigerweise | 


cos vg =0 (13) 


sein. Andernfalls wäre nämlich für diese Parameterwerte 


und dann könnte man in einer Umgebung des Punktes (u,, v,) die Parameter u und v als 
eindeutige Funktionen von x und y betrachten, in der Gleichung 2 =z(u, v) die Para- 
meter durch x und y ausdrücken und damit die Fläche durch eine explizite Gleichung 
z=f(x, y) darstellen.!) Außerdem hätte cos» in dieser Umgebung, wenn man sie hin- 
reichend klein wählt, ein bestimmtes Vorzeichen. Da die (ö,) für hinreichend große k 
unvermeidlich in diese Umgebung fallen würden, könnten ihnen keine „irregulären“ 
Elemente (s;) entsprechen. 

Somit ist Gleichung (13) bewiesen. Sind die (ö.) dem Punkt (u,, v9) hinreichend be- 
nachbart, so hätten wir in diesem Fall für diese Gebiete durchweg [cos v| <e,, im Wider- 
spruch zur Annahme (12). Der erhaltene Widerspruch beweist unsere Behauptung 
bezüglich der Ungleichung (11). | 

Es seien nun die Durchmesser der Elemente, in welche die Fläche (S) zerlegt ist, 
sämtlich kleiner als n. Dann gilt für die „irregulären“ Elemente (wenn es solche über- 
haupt gibt) die Ungleichung (11), und die entsprechende Summe ö” wird dem absoluten 
Betrag nach kleiner als MSe, wenn man mit M die obere Grenze von |f| bezeichnet. 
Hieraus folgt gerade (7). | 


638. Das Volumen eines Körpers als Oberflächenintegral. Das Volumen eines Kör- 


pers läßt sich durch ein Integral über die Oberfläche dieses Körpers ausdrücken, 
ähnlich wie sich der Inhalt einer ebenen Figur durch ein Integral über ihren Rand 


1) Gehört der Punkt (uy, vo) zum Rand des Gebiets (A), so bleibt die Aussage für den 
Durchschnitt der erwähnten Umgebung dieses Punktes mit dem Gebiet (4A) richtig; 
vgl. den Anhang zu Band I (Nr. 262). 


638. Das Volumen eines Körpers als Oberflächenintegral 261 


ausdrücken läßt (Nr. 551). Wir betrachten einen Körper (V), der von den stück weise 
glatten Flächen 


($,): 2=2o(t, Y); (83): z=Z(g, Y) (20<Z) 


und einer zylindrischen Fläche (85), deren Erzeugende parallel zur z-Achse sind, 
begrenzt wird (Abb. 96). Die Leitkurve der Zylinderfläche sei eine stück weise 
glatte geschlossene Kurve (X) in der x, y-Ebene, die einen ebenen Bereich (D) 
begrenzt. Speziell kann auf der Kurve (K) gerade die Gleichung 2,(x2, y)=Z(x, y) er- 
füllt sein; dann artet die Fläche (S;) in eine Linie aus. 

Das Volumen P des Körpers ist offenbar gleich der Differenz der Integrale: 


V=/ff Zi, y) dedy— ff 20%, y) dady. 
(D) (D) 


Führt man Oberflächenintegrale ein, so kann man diese Gleichung folgendermaßen 
schreiben (vgl. (3) und (3*)): 
V=ff zdedy+ ff zdıdy, 
($3) (Sı) 
wobei sich die Integrale über die obere Seite der Fläche (85) und die untere Seite der 
Fläche (S,) erstrecken. Wir fügen zur rechten Seite das Integral 


ff zdxdy 
(53) 


über die äußere Seite der zylindrischen Fläche ($3) hinzu. Dieses Integral ist auf 
Grund von (5) gleich 0, der Wert von V ändert sich dabei also nicht. Somit gilt 
schließlich 
V=/fzdıdy, (14) 
(5) 
wobei das Integral über die äußere Seite der Fläche (8) = ($,) + (82) + (83) erstreckt 
wird, die den Körper begrenzt. 

Wir haben die Formel (14) nur. für zylindrische Körper bewiesen, die in bestimm- 
ter Weise orientiert sind. Offenbar gilt sie aber für die weit größere Klasse derjeni- 
gen Körper, die mit Hilfe von Zylinderflächen, deren Erzeugende parallel zur 
z-Achse sind, in Teile der untersuchten Form zerlegt werden können. Führen wir 


zi g& 


‘ 


Abb. 97 
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nämlich diese Zerlegung durch, so können wir auf jeden Teil die Formel (14) an- 
wenden und dann die Ergebnisse addieren. Da die Integrale über die Hilfszylinder- 
flächen gleich 0 sind, kommen wir wieder zur Formel (14). 

Wir beweisen jetzt, daß (14) für die große Klasse der am häufigsten auftretenden 
Körper gilt, nämlich für Körper, die von beliebigen stückweise glatten Flächen be- 
grenzt werden. 

Es sei (V) ein solcher Körper. Zuerst nehmen wir mit Hilfe endlich vieler recht- 
'winkliger Parallelepipede!) alle „Kanten“ seiner Oberfläche ($) heraus, und zwar 
so, daß nicht nur ihr Gesamtvolumen beliebig klein ist, sondern daß auch der Inhalt 
des von ihnen eingeschlossenen Teils der Fläche (8) beliebig klein ist. Damit wird 
auch das über diesen Teil erstreckte Integral ff zdxdy beliebig klein. 

Wir wählen nun einen beliebigen Punkt M,(uo, %) der Oberfläche, der nicht 
auf einer Kante liegt. Da er nicht singulär ist, ist in ihm wenigstens eine der Deter- 
minanten A, B, C von 0 verschieden. Wenn C +0 ist, so läßt sich bekanntlich in 
einer Umgebung des Punktes M, das entsprechende Stück der Fläche (S) durch eine 
explizite Gleichung z= f(x, y) ausdrücken. Für A+0 oder B+0 kommen wir zu ex- 
pliziten Gleichungen der Gestalt x=g(y, z) bzw. y=h(z, x). Also kann der Punkt M, 
mit einem Parallelepiped umgeben werden, das aus dem Körper (V) ein „Prisma“ 
herausschneidet, das von fünf Ebenen und einem Stück der Fläche von einer dieser 
drei Formen begrenzt wird (Abb. 97). 

Wir wenden den Borelschen Überdeckungssatz (Nr. 175) auf unsere Fläche?) an 
und wählen endlich viele Parallelepipede aus dem ganzen unendlichen System aus. 
Infolgedessen zerfällt der Teil (V,) des Körpers (V), der nach dem Herausnehmen 
der Parallelepipede, die die Kanten enthalten, übrigbleibt, in endlich viele „Pris- 
men“ und Parallelepipede. Wenn es gelingt, die Gültigkeit der Formel (14) für alle 
diese „Elementarkörper“ zu beweisen, so kann man sich durch Addition leicht von 
ihrer Richtigkeit für deren Vereinigung (V,) überzeugen. Mit Hilfe eines Grenz- 
übergangs (bei dem die Umgebungen der „Kanten“ zusammengezogen werden) be- 
weist man Formel (14) dann. auch für den Ausgangskörper (V). 

Nun ist aber (14) für prismenförmige Körper der ersten Form (d.h.z=f(x, %)) 
und erst recht für Parallelepipede oben schon bewiesen worden. Wir befassen uns 
nun zum Beispiel mit einem „Prisma“ (VW) der zweiten Form, das von Ebenen 
= 2%, Y=-Yo Y=Yı 2=2%, 2=2, und einer Fläche (s), x=g(y, 2), begrenzt wird. 

Wir ahmen den Prozeß nach, den wir in Nr. 551 benutzt haben, um die Bedin- 
gungen für die Anwendbarkeit der Formel für den Flächeninhalt einer ebenen Figur 
abzuschwächen. Diesmal werden wir nicht einer Kurve einen Polygonzug einbe- 
schreiben, sondern der Fläche (s) eine Polyederfläche (0). Das Rechteck (d)= 
= [Yo Y13 20, 21] ist die Projektion des Körpers auf die y, z-Ebene. Wie wir wissen 
(Nr. 627), kann man mit Hilfe einer Triangulation von (d) die Polyederfläche (oc) 
so konstruieren, daß die Normalen auf den Seiten der Fläche (c) bezüglich ihrer 

‚Richtung den Flächennormalen in den Punkten der entsprechenden Flächenstücke 
beliebig nahe kommen. Ersetzen wir die Fläche (s) durch die Polyederfläche (eo), 


1) Hier und später meinen wir Parallelepipede, deren Seiten den Koordinatenebenen 
parallel sind. 


2) Die, wie man leicht sieht, eine abgeschlossene Menge ist. 


. 
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so gilt für den abgeänderten Körper (V) die Formel 

V=/ffzdıdy, (15) 

(5) 
wobei mit ($) die ganze Oberfläche des Polyeders (7) bezeichnet wird. Man kann 
nämlich dieses Polyeder leicht in Teile des Typs zerlegen, für den unsere Formel 
schon bewiesen worden ist. Um (14) zu erhalten, hat man nun in (15) zur Grenze 
überzugehen (unter beliebiger Verkleinerung der Kanten der Polyederfläche 
und unter Annäherung der Normalen auf den Seiten der Polyederfläche und der 
Flächennormalen). 
Zum Beweis der Annäherung der rechten Seiten der genannten Formeln stellen 

wir ihre Differenz in folgender Form dar: 

Sf zdxdy — Sfzdady+«. 

(5) (0) 
Hierbei bezeichnet « die Integrale über diejenigen Teile der Seitenflächen der 
Körper (7) und (V), um die sich diese Flächen unterscheiden. Offenbar gilt «—0. 
Indem man zu Integralen erster Art übergeht, kann man die Differenz der Integrale 
zunächst in der Form 

[fzcosvds— ffzcos# do 

(5) (0) 
und dann, indem man wieder zu m. zweiter Art zurückkehrt, in der Form 


[S-ane-[fe} o 


En; al sind cos z cos v, cos 4, cos# die Richtungskosinus der äußeren 
Normalen zu beiden Flächen. Wir bemerken, daß 
1 

Vi +gj+93 
auf (s) eine stetige Funktion ist, die nicht 0 wird, und folglich eine positive untere 
Schranke besitzt; bei hinreichender Annäherung der Normalen der Flächen (s) 
und, (c) gilt das gleiche auch bezüglich cos 4 für die Fläche (0). 

Schließlich können wir durch Einführung der Gleichung x=ö(y, z) der Polyeder- 
fläche (o) den Ausdruck (*) als gewöhnliches Flächenintegral über das Rechteck (d) 
schreiben: 


{| cos » | cos 4 ha dz 
1 J “ cos er 2) ” cos z=j(W,2) Be 


Bertcksichtigt man, daß sich nicht nur die entsprechenden Punkte der Flächen (s) 
und (c) nähern, sondern auch ihre Normalen, so ist sofort klar, daß dieses Integral 
bei dem erwähnten Grenzprozeß gegen 0 strebt. Damit ist der Beweis abgeschlossen. 
Zugleich mit (14) wird das Volumen des Körpers auch durch die Formeln 
V=ffxdydz bzw. V=/ff ydede (14*) 
(S) (5) 

ausgedrückt, die sich einfach durch zyklische Vertauschung der Achsen ergeben. 
Durch Addition aller drei Ausdrücke kann man eine symmetrische Formel er- 


cosA= 


264 XVII. Flächeninhalt. Oberflächenintegrale 


halten: 


=, f f («dydz + ydzdx +zdxdy) .. (16) 
(8) 
In allen Fällen wird das Integral über die äußere Seite der Oberfläche ($) des 
Körpers erstreckt. 
Wir führen wieder die Richtungskosinus cos A, cos u, cos » der äußeren Normalen 
ein und schreiben den letzten Ausdruck als Flächenintegral erster Art: 


= /[f (x cosA+ycosa+zcos»)dS. (17) 
(8) 


639. Der Stokessche Integralsatz. Es sei ($) wieder eine einfache glatte zweiseitige 
Fläche mit einer stückweise glatten Randkurve (Z). Die Punkte der Fläche seien 
mit Hilfe der Formeln = x{v, v), y=y(u, v), u=z(u, v) eineindeutigden Punkten eines 
ebenen Gebiets (A) in der u, v-Ebene zugeordnet, das von einer ebenfalls stück weise 
glatten Kurve (A) begrenzt wird. Unter unseren Voraussetzungen ist immer 4°+ 
+B21202>0. 

Nach Wahl einer bestimmten Seite und der ihr entsprechenden Orientierung der 
Fläche (Nr. 620) legen wir fest, daß dem positiven Umlaufsinn des Randes (A) der 
positive Umlaufsinn des Randes (Z) entsprechen soll. Dann charakterisieren, wie 
wir in Nr. 619 und 621 bewiesen haben, die Formeln 


4A B C 
COS A= —— nn, LOSUFFT I en CO mn (18) 
+Y.A2+B2+02 | +Y42+B2+0? - +Y42+B2+02 


gerade die ausgewählte Seite der Fläche ($). 

Nach diesen Bemerkungen wenden wir uns der Herleitung einer Formel zu, 
die ein Oberflächenintegral mit einem Kurvenintegral verknüpft und eine Verall- 
gemeinerung des uns schon bekannten Gaußschen Satzes aus Nr. 600 ist. 

Es sei in einem räumlichen Gebiet, das die Fläche (S$) im Innern enthält, eine 
Funktion P= P(x, y, z) gegeben, die in diesem Gebiet nebst ihren partiellen Ablei- 
tungen stetig ist. Dann gilt 


Pdz= [| (3; dedz—- ; dedy), (19) 
(Z) (3) 


wobei der Umlaufsinn der Kurve (ZL) derjenigen Seite der Fläche (,$) entspricht, 
über die das Integral rechts erstreckt wird. 

Zunächst transformieren wir das Kurvenintegral über die Kurve (Z) in ein In- 
tegral über die Kurve (A): 


f Pdr= IEdH dur de) (20) 
(L) (A) 
Diese Gleichung läßt sich leicht verifizieren, indem man eine Parameterdarstellung 
der Kurve (A) und damit auch der Kurve (Z) einführt: Beide Integrale führen auf 
ein und dasselbe gewöhnliche Integral über den Parameter. 
Nun wenden wir auf das rechte Integral in (20) den Gaußschen Satz an: 


Sr@ aa) [Er E)-2 (rau 
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Weil der letzte Integrand, ausführlich geschrieben, gleich 
oP dx 9P dy 9P 9\ 9% 0x 
= ut dy dur de 5.) dur” Zodu 
oP dx OP oy IP 9\ dx 0x 
-5 ty te ;) du" Zube 
_9r [= — 2, op ee 9% 0% \ 
02 dy \du dv dv du 


du dv dv du 
ist, kommen wir zu dem een 


SIE »- Jane 


Nach RN e dieses = leicht in das Oberflächenintegral 


j f (2 ande 5 dedy) 


umzuformen, das über die gewählte Seite der Fläche erstreckt wird, denn gerade 
diese Seite charakterisieren die Formeln (18). Damit ist der Beweis der Gleichung 
(19) abgeschlossen.) 

Wir haben diese Formel für eine glatie Fläche bewiesen; sie kann jedoch leicht 
auch auf den Fall einer stückweise glatten (sich nicht durchdringenden) Fläche er- 
weitert werden: Man braucht sie nur für jedes glatte Stück einzeln hinzuschreiben 
und die erhaltenen Gleichungen zu addieren. 

Durch zyklische Vertauschung der ‚Buchstaben x,y,z erhalten wir noch zwei 
analoge Gleichungen: 


J Ale / f (2 dady— 2 Aydz), 
S Rdz= [ [ (5 dydz— dzdz), 


wobei Q ne R neue Funktionen von z, y, z sind, die den gleichen Bedingungen wie 
P genügen. 

Addieren wir alle drei Gleichungen (19) und (19*), so erhalten wir das gesuchte 
Ergebnis in der symmetrischen Form: 


f(Pdx-+@Qdy+ Rdz) 
(L) 


_ [ S@-22) azav+ (22-32) ayacı (2-52) 424 et. (21) 


Diese Gleichung nennt man den Stokesschen Iniegralsatz. Wir betonen nochmals, 


i (19*) 


1) Es muß erwähnt werden, daß wir bei der Herleitung die Existenz und Stetigkeit der 


oP or 0% 
Ableitungen —— I und —— Dudv’ Ivdu 


auftreten. In Wirklichkeit gilt die Formel auch ohne diese Voraussetzungen. 


benutzt haben, die im endgültigen Ergebnis nicht 
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daß die Seite der Fläche und der Umlaufsinn des Randes nach der in Nr. 620 aufge- 
stellten Regel einander gegenseitig bestimmen. 

Wählt man als Fläche (8) ein ebenes Gebiet (D) in der x, y-Ebene, so daßz=0 ist, 
dann ergibt sich die Formel 


[ (P4z+08y)= [ [ (2-5) dedy, 
(2) (8) 


in der der Leser den Gaußschen Satz wiedererkennt; dieser ist also ein Spezialfall 
des Stokesschen Satzes.!) 

Wir bemerken schließlich noch, daß das Oberflächenintegral zweiter Art im 
Stokesschen Satz durch ein Oberflächenintegral erster Art ersetzt werden kann. 
Dann nimmt der Satz folgende Gestalt an: 


S(Pdx+0Qdy+ Rdz) 
(L) 


= ( [ÄLRS-2®) cona+-(9®_9) os 4(9E 98) con) 
SE 0Y BERN oy 0% a BR: er 


Dabei bezeichnen cos A, cos u, cos » die Richtungskosinus der Normalen, die gerade 
der ausgewählten Seite der Fläche entspricht. 


640. Beispiele. 
1. Man berechne das Integral 


I=ff (0 +y?) dady 
(5) 


über die untere Seite des Kreises x2?+9y?= R?. 


Hinweis. Da die Fläche, über die das Integral erstreckt wird, mit ihrer Projektion 
(D) auf die x, y-Ebene übereinstimmt, gilt unter Berücksichtigung der Seite 


I=-fSf(z?+y?) dedy. 
(D) 


Lösung. I= -— BR. 


2. Man berechne das Integral 
J= ff z’y’zdady 
(5) 
über die obere Seite der unteren Hälfte der Kugel 2? +9? +2?= R?. 


Hinweis. Die Projektion der Halbkugel auf die x, y-Ebene ist die Kreisscheibe (D), 
die von dem Kreis z?+y?=R? begrenzt wird. Die Gleichung der unteren Halbkugel 


ist z= -YR2-x2 2. Daher ist J = — SS xy? YR?2-22-y2 drdy . 
: (D) 


27 
Lö r = — — T, 
ösung. J 105 R 


1) Um das Einprägen des Stokesschen Satzes zu erleichtern, weisen wir darauf hin, 
daß der erste Summand im Integral rechts derselbe wie im Gaußschen Satz ist und 
daß sich die übrigen daraus durch zyklische Vertauschung der Buchstaben P,Q, R 
ergeben. 
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3. Man berechne das Integral 2 
K =/ff (z’dydz + y?dzdx + z?drdy) 
(S) 


über die äußere Seite der Kugelfläche (x -a)?+(y—b)2+(2—-c)?=R?. 
Lösung. Wir befassen uns zunächst mit der Berechnung des Integrals 
K;,=/[f z’dedy . 
($) 


Da z-c= +YR?-(<-a)?-(y-b)? die explizite Gleichung der Kugelfläche ist (wobei 
das Pluszeichen der oberen, das Minuszeichen der unteren Halbkugel entspricht), ist 


es zweckmäßig, den Integranden z?in der Gestalt 


22=(z—-c)?+c?+2c(z-c) 


darzustellen. Die Summe der ersten beiden Glieder, integriert über die obere Seite der 
oberen Halbkugel und die uniere Seite der unteren Halbkugel, liefert dem Betrag nach 
gleiche Ergebnisse mit verschiedenen Vorzeichen, die sich gegenseitig aufheben. Das 
letzte Glied jedoch, das beim Übergang von der oberen zur unteren Halbkugel selbst 
das Vorzeichen wechselt, ergibt bei Integration über die Hälften der Kugelfläche gleiche 


Resultate, so daß 
BEER EEILNERECEEN EDER 8 
K,=4c YR2-(z-a)2-(y-b)2 dady =z rch? 
(z-a)? +(y—-b)?=R? 
wird. Analog erhält man die beiden anderen Integrale 


K,=/Sf x?dydz, K,=/Sf y?dzd« . 
($) (5) 


Das Ergebnis lautet 
8 
K =7 rR3(a+b+c). 


4. Man berechne die Integrale 
(a) I, =ffdedy, (b) Iz=fSfzdedy, (ec) Is=Jf z’drdy 
(5) (5) (5) 


über die äußere Seite des Ellipsoids 


4 
Lösung. (a) /ı =; (b) I,=7 rabe; (c) I3=0. 


5. Man berechne die Integrale 
(a) L)=ff a’dydz, (b) Lu =ff yzdzdr 
(8) (5) 


über die äußere Seite der oberen Hälfte des gleichen Ellipsoids. 


y? 22 y? „2 3/2 
Lösung. (a) = 2a 1-37 L, =40? [f 1-05 dydz , 


2 


BE 
wobei (D,) der im ersten Quadranten liegende Teil der Ellipse tan! ist. Durch 


Übergang zu verallgemeinerten Polarkoordinaten finden wir leicht 


2 
I = ra°bc . 
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Man kann dieses Ergebnis ebenso leicht erhalten, indem man von der Parameter- 
darstellung 


x =asin®»cos®, y=bsingpsin®, z=CCOSYp (0=r=5; 0=0=2r) (22) 
der Fläche ausgeht. Da A =bec sin? @ cos ist, gilt nach (10) 
r/2 IT 9 
L; =a?be ij sin’ o dp f cos#0 d9 . radbc . 
0 0 


(Der äußeren Seite der Fläche entspricht in der erwähnten Formel das positive Vor- 
zeichen.) 

(b) Wir benutzen auch hier die Parameterdarstellung und bemerken, daß die Be- 
ziehung B =ac sin? 9 sin gilt. Daher ist 


r/?2 ITe 


: Ti 
L,=abc? | sin?@ cos de f sin?06 dd = 7 abc?. 
0 0 


6. Man berechne das Integral 
dydz dzdxz dıxd 
ar 
(8) 


über .die äußere Seite des obigen Ellipsoids. 


Hinweis. Das Integral ist uneigentlich, denn der Integrand wird (in den Schnitt- 
linien der Ellipsoidfläche mit den Koordinatenebenen) unendlich. Mit Hilfe der Para- 
meterdarstellung kommen wir zu einem eigentlichen Flächenintegral. 


Lösung. 4r | 


cab 


7. Wenn wir den Ausdruck (16) für das Volumen V eines Körpers nach Formel (10) 
in ein gewöhnliches Flächenintegral transformieren, so erhalten wir 


1 
V= +7 ff (Ax+By-+Cz) dudv. (23) 
(4) 


Setzen wir für A, B, © die entsprechenden Determinanten ein, so können wir dieses 
Ergebnis leicht auf die Form 


vll 


(4) 


x 
TIy 
Typ 


Y 
Yu Zu 
Yo 


bringen. | | 
Dabei steht das positive Vorzeichen, wenn 4, B,C die Vorzeichen der Richtungs- 
kosinus der äußeren Normalen haben, andernfalls das negative. 


8. Man berechne nach dieser Formel das Volumen V des Ellipsoids 


22 y? 22 Far 
23 rt +73 =1; 


Man gehe von der Parameterdarstellung (22) ((=sp=r;0=9=?r) aus. 
Hinweis. Die Determinante ist gleich abe sing. \ 


4 
Lösung. ’=z rabe. 
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9. Ist die Oberfläche eines Körpers durch eine Gleichung r =r(p, 6) gegeben, so kann 
man wie in Nr. 629, Beispiel 14, zu einer Parameterdarstellung der Fläche übergehen, 
bei der 9 und $ die Rolle der Parameter spielen. 

Ausgehend von dieser Darstellung leite man aus (23) den eleganten Ausdruck 


1 
=, Sf r’ sin 9 dod9 (24) 
(4) 
für das Volumen her, wobei (A) das Gebiet ist, das die Parameter 9, 0 durchlaufen. 
10. Man berechne das Volumen des Körpers, der von der Fläche 
begrenzt wird. 
Lösung. Wir gehen von der Gleichung r =a sin g Ysin 20 der Fläche in Polarko- 
‘ordinaten aus, benutzen (24) und erhalten 
— se/2 se/2 
8 y2 7 = 
V ne a3 [ sin? o dp J sin®/? 0 cos?/20.d0. 
ö 0 


‚Berechnen wir das erste Integral nach Formel (8) aus Nr. 312 und das zweite nach der 
Formel in Nr. 534, Beispiel 4(a), so finden wir schließlich 


Y2r 1 
Fer (z)- 

11. Man verifiziere den Stokesschen Satz (21) für die Funktionen P=r?y3,Q =1,R=z, 
wenn der Rand (L) der Kreis 2?+y?=a?, z=0 und die Fläche (S) die Halbkugelfläche 
22+y2+z2?=a? (z>0) ist. Dabei wählen wir die obere Seite der Fläche und orientieren 
den Rand (von oben gesehen) entgegen dem Uhrzeigersinn. 

Das Integral - 


S(x2y? de +dy +2dz) 
(Z) 


reduziert sich offenbar auf das erste Glied allein: 
Ir 
" rypBdr = — a6 f sin:® c0s20 dO = — =as. 
(L) 
"Weiter gilt 


SI SE TEN 2 RE IR — 
Tu de 
‚Die Berechnung des Integrals 
Te 
3 (f x’y’dedy= —3 (f xy:daedy = = a6 
(5) x3 +y2=a2 
führt zu dem gleichen Ergebnis. 
12. Man verifiziere den Stokesschen Satz für die Funktion P=y,Q=z, R=zr, wenn 
:(L) der Kreis 
x =a cos?t, y=aYV2sintcost, z=asin?t (0=st=r) 


‘ist und (S) die von (L) begrenzte Kreisscheibe. (Dieser Kreis ergibt sich als Schnitt der 


. ® a 
‚Ebene z-+z=a und der Kugel x#?+y?+2?=a?; sein Radius ist gleich =) 
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Das Kurvenintegral ist 


T 
[wa +2dy +2xdz) =a? | (-V2 sin2t+2 cos?tsin t) di= -7 Y2 ra2, 
(2) 0 
während das Oberflächenintegral 


— [ff (dedy +dydz +dzdr) 
(5) 


gleich der negativen Summe der Inhalte der Projektionen der erwähnten Kreisscheibe 
auf die Koordinatenebenen ist, d.h. —2 Ar cos 45° = - Y2r a2. 
13. Man setze 
P=y!+22, Q=z22+422, R=a?+y? 


und wähle als (‚S) die Fläche, die der Zylinder &?2+9y?=2rx aus der Kugelfläche x?-+9y? + 


+22=2or (op >r, z>0), herausschneidet. Für diesen Fall verifiziere man den Stokesschen 
Satz. 


Benutzen wir die Parameterdarstellung 
c=r(l1-+cost), y=rsint, z=V2r (e-r) Yi +cost (O=t=2r) 


der Kurve), so finden wir für das Kurvenintegral einen ziemlich komplizierten Aus- 
druck in Fom eines gewöhnlichen Integrals: 


Ir 
f {Ir sin?t+2r(e—-r) (l+cost)] (—r sin i) 
+[2r (o—r) (l+cost) +r2(1-+cost)2]r cost 
+[r2 (1+cos t)2+r?sin?t] en (re? (—-sın ) di 
| 2 Y1+cost j 


Der erste und der dritte Summand in der geschweiften Klammer haben aber die Gestalt 
J(cos t) deos t, und ihre Integrale sind auf Grund der Periodizität des Kosinus gleich 0. 
Führen wir die übrigbleibende Rechnung aus, so erhalten wir 2ror?. 

Das Oberflächenintegral 


” ! [ Ky-z) dydz +(z—x) dede +(x —y) dedy] 
) 


über die obere Seite der angegebenen Fläche transformieren wir zunächst in ein Inte- 
gral erster Art: 


2 SS I(y-2) cosA+(2—-x) cosu+(x-Y) cosv]dS. 
(5) 
Wegen 


e Y z 
co A=——., cosu=-, cos = — 
% 4 % 
vereinfacht sich das gesuchte Integral nach Einsetzen dieser Ausdrücke, und man erhält 
af f (2-3) dS. Auf Grund der Symmetrie der Fläche bezüglich der x, z-Ebene ist das In- 
) 


tegral & SydsS gleich 0. Das übrigbleibende Integral transformieren wir wieder in ein 
) 


Integral zweiter Art: 


z 
2 = = = 
f f 2dS =2 [ [ Er dxdy =2e f 1 daedy=2ror?. 
(8) (8) (5) 


1) Setzt man 2 —-r=r cost,y=rsint, so wird die geometrische Bedeutung des Para- 
meters t klar; setzen wir diese Ausdrücke in die Kugelgleichung ein, so finden wir 
auch z als Funktion von £. 
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14. Man verifiziere den Stokesschen Satz 
S 1e? — x?) de +(22—-y2) dy+(y?—z2) de] = . L / (zdedy +ydydz +zdzdz) , 
wenn (S) die Schraubenfläche 
C=Ucosv, y=usinv, z=w (asu=sb; 0=sv=2r) 
ist, die von zwei Schraubenlinien und zwei Geradenstücken begrenzt wird, die zu- 
sammen denRand (Z) bilden. 


Lösung. Erstreckt man das Oberflächenintegral über die obere Seite der angegebe- 
nen Fläche und nimmt man das Kurvenintegral in der dementsprechenden Richtung, 
so werden beide Integrale gleich rc (b?-a2).: 


641. Anwendung des Stokesschen Satzes auf die Untersuchung von Kurvenintegra- 
len im Raum. In einem offenen Gebiet (7) seien Funktionen P,Q, R gegeben, 
die nebst ihren Ableitungen 


PO OP 0 8, OR .R 
öy ’ 02’ 02 ’ 0x’ dx’ ldy 
stetig sind. 
Mit Hilfe des Stokesschen Satzes kann man leicht Bedingungen aufstellen, die 
notwendig und hinreichend dafür sind, daß das Integral 


d (Pdxz-++Qdy-+ Rdz) (25) 


über eine beliebige einfache (d. h. sich nicht überschneidende) geschlossene stückweise 
glaite Kurve (L), die in (T)) liegt, verschwindet. 

Damit es möglich ist, den Stokesschen Satz zu benutzen, muß man zunächst 
dem dreidimensionalen Gebiet (7), auf das sich unsere Betrachtungen beziehen, 
von vornherein eine natürliche Einschränkung auferlegen. Man muß nämlich for- 
dern, daß in jede einfache geschlossene stückwerse glatte Kurve (L) im Gebiet (T) 
eine stückweise glatte (sich nicht durchdringende) Fläche ($) „eingespannt“ werden 
kann,die (L) als Rand besitzt und ebenfalls ganz in (T)) enthalten ist. Diese Eigenschaft 
ist ein Analogon der Eigenschaft eines ebenen Gebiets, einfach zusammenhängend 
zu sein; liegt sie vor, so nennt man das räumliche Gebiet (7) ebenfalls („flächen- 
artig“) einfach zusammenhängend.t) Wir erwähnen als Beispiel, daß ein Körper, der 
von zwei konzentrischen Kugelflächen begrenzt ist, in diesem Sinne einfach zu- 
sammenhängend ist, der Torus dagegen nicht. 

Es sei nun das Gebiet (7) (flächenartig) einfach zusammenhängend. Wir spannen, 
wie angegeben, in die Kurve (Z) eine Fläche ($) ein und ersetzen nach dem Stokes- 
schen Satz das De (25) durch das Oberflächenintegral 


(= =) dy+ (2 =) (- >=) |- 
IA =) (5 3,) Ande+ 5 dzdz 
Dafür, deß dieses Integral gleich 0 wird, sind offenbar die Bedingungen 
09 _aP OR 90 oP OR 
20_aP OR_8Q  @P_OR (B) 
02 0 0%y 0 92 08x 


1) Im Unterschied’ zu einer anderen Art des einfachen Zusammenhangs räumlicher 
Gebiete, von dem später die Rede sein wird (Nr. 652). 
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hinreichend. Diese Bedingungen sind zugleich auch notwendig. Davon überzeugt 
man sich leicht (wie in Nr. 601), indem man ebene Figuren ($) betrachtet, die in 
Ebenen liegen, die der Reihe nach der einen oder anderen Koordinatenebene par- 
allel sind. 

Der Leser sieht, daß wir hier den Stokesschen Satz ganz genauso benutzt haben 
wie in Nr. 601 für den entsprechenden Zweck den Gaußschen Satz. 

Man kann leicht beweisen, daß dieselben Bedingungen (B) notwendig und hin- 
reichend dafür sind, daß das Integral 

f(Pdx+Qdy-+ .Rdz) (26) 
(AB) 
nicht von der Kurve (AB) abhängt, die zwei beliebige Punkte A und B des Gebiets 
(T) verbindet, natürlich vorausgesetzt, daß dieses Gebiet flächenartig einfach zu- 
sammenhängend ist. 

Die Bedingungen sind notwendig. Setzt man voraus, daß das Integral (26) vom 
Weg unabhängig ist, so folgt hieraus (wie in Nr. 561), daß das Integral (25) über 
eine einfache geschlossene Kurve (Z) verschwindet; folglich sind auch die Be- 
dingungen (DB) erfüllt. 

Die Bedingungen sind hinreichend. Aus (B) folgt, daß das Integral (25) über eine 
einfache geschlossene Kurve (Z) verschwindet. Hieraus ergibt sich (wie in Nr. 561) 
leicht 

= ’ (27) 
(AIB) (AB) 
wenn nur die Kurven (AI) und (AllB) außer A und B keine gemeinsamen Punkte 
haben. Ist. das jedoch nicht der Fall, d. h., schneiden sich die gewählten Kurven, 
so ist hier die Frage weit einfacher als im ebenen Fall: In einem zusammenhängen- 
den räumlichen Gebiet (7) kann man stets eine solche dritte Kurve (AIIID) wäh- 
len, die keine der beiden vorhergehenden schneidet. Dann ist 


mu — 
— 


(Aid) (AB) (AI) (ALIB) 
Daraus folgt (27). 
Mit dieser Untersuchung kann man auch die Frage verbinden, ob der Differential- 
ausdruck 
Pdr+Qdy+ Rdz (28) 


das totale Differential einer eindeutigen Funktion der drei Veränderlichen ist. Die 
Notwendigkeit der Bedingungen (B) dafür, daß das der Fall ist, verifiziert man di- 
rekt; vgl. Nr. 564. Wenn bewiesen ist, daß die Bedingungen (B) für den Fall kin- 
reichend. sind, daß (T') ein rechtwinkliges Parallelepiped ist, so kann. der Beweis 
leicht auch für den allgemeinen Fall eines (flächenartig) einfach zusammenhängen- 
den Gebiets geführt werden. Eine Stammfunktion kann sofort in Form des Kur- 
venintegrals 


%,Y,2 
F(x, y,2)= ir (Pdx +Qdy-+ Rdz) 
(2osYo,2n) 
angegeben werden, das vom Weg unabhängig ist, wenn die Bedingungen (B) er- 
füllt sind. Also sind für ein Gebiet (7) des angegebenen Typs die Bedingungen (B) 
notwendig und hinreichend dafür, daß der Ausdruck (28) ein totales Differential ist. 


XVII. Raumintegrale 
und mehrdimensionale Integrale 


$1. Das Raumintegral und seine Berechnung 


642. Das Problem der Bestimmung der Masse eines Körpers. Es sei irgendein masse- 
erfüllter Körper (V)) gegeben, und in allen seinen Punkten M(z, y, z) sei die Massen- 
dichte o=e(M)=o(z, y,z) bekannt. Es soll die Gesamtmasse m des Körpers be- 
stimmt werden. 

Zur Lösung dieses Problems zerlegen wir den Körper (V) in eine Reihe von 
Teilen (V,), (V >), ..., (V„) und wählen in jedem Teil jeweilseinen Punkt M ((£,, n, £,). 
Wir nehmen näherungsweise an, innerbalb eines Teils (V,) sei die Dichte kon- 
stant, und zwar gerade gleich der Dichte o(£,, n,, $,) in dem ausgewählten Punkt. 
Dann wird die Masse m; dieses Teils näherungsweise durch 


m; 0; N &,) v; 


ausgedrückt, während die Masse des ganzen Körpers 


n 
, 2 o(&; Ni J,) V; 


Rn 


wird. 
Wenn die Durchmesser aller Teile gegen 0 streben und der Grenzwert existiert, 
so wird bei dem Grenzübergang diese annähernde Gleichheit exakt, d. h., es ist 


” 
m=lim 2, 0(&, 1,8) V; (1) 
ie 


und das Problem ist gelöst. 

Wir sehen, daß die Lösung des Problems auch hier auf die Betrachtung des 
Grenzwerts einer eigenartigen Summe führt, die vom gleichen Typus wie die ver- 
schiedenen Integralsummen ist, die schon wiederholt auftraten. 

Solche Grenzwerte muß man in der Mechanik und der Physik oft betrachten ; 
man nennt sie Raumintegrale oder dreidimensionale Integrale. In der für drei- 
dimensionale Integrale üblichen Bezeichnungsweise schreibt man das obige Er- 
gebnis in der Gestalt 


m=//f e(,y,2)dV. (2) 
(9) 


Das vorliegende Kapitel befaßt sich im wesentlichen mit der Theorie der drei- 
dimensionalen Integrale sowie wichtigen Anwendungen dieser Integrale. Da sich 
18 Fichtenholz II 
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eine Reihe von Sätzen, die für Flächenintegrale aufgestellt wurden, einschließlich 
ihrer Beweise auf Raumintegrale übertragen läßt, werden wir uns meist mit der 
Formulierung dieser Sätze begnügen und es dem Leser überlassen, die früheren 
Beweise zu übertragen. 


643. Das Raumintegral. Bedingungen für seine Existenz. Bei der Aufstellung der 
allgemeinen Definition des neuen Integralbegriffs, des Raumintegrals, spielt der 
Begriff des Volumens eines Körpers eine grundlegende Rolle, ähnlich wie der 
Begriff des Inhalts einer ebenen Figur der Definition des Flächenintegrals zu- 
grunde lag. 

Mit dem Begriff des Volumens sind wir schon vom ersten Band her vertraut, 
und wir sind ihm bereits mehrmals begegnet. Eine Existenzbedingung für das Vo- 
Jumen eines gegebenen Körpers bestand darin, daß seine Oberfläche das Volumen 0 
hat (Nr. 341). Nur solche Flächen werden wir betrachten, so daß dadurch die 
Existenz der Volumina in allen erforderlichen Fällen gesichert ist. Wie wir wissen, 
gehören insbesondere die stückweise glatten Flächen zu der angegebenen Klasse 
von Flächen. 

Es sei nun in einem räumlichen Gebiet (V) eine Funktion f(x, %, 2) gegeben. Wir 
zerlegen dieses Gebiet mit Hilfe eines Netzes von Flächen in endlich viele Teile 
(7), (>); »--, (/„). Ihre Volumina seien V,, V5, ..., Y„. Im Element (V,) wählen 
wir willkürlich einen Punkt (£,, n,, £,), multiplizieren den Funktionswert f(£,, n,, £,) 
in diesem Punkt mit dem Volumen V und bilden die Integralsumme 


/ R% 
o-2 ME, no) V;- 


Falls ein endlicher Grenzwert I dieser Summe für den Fall existiert, daß der 
größte der Durchmesser aller Gebiete (V,) gegen 0 strebt, nennt man ihn drei- 
dimensionales Integral (oder Raumintegral) der Funktion f(x, y,2) über den. Be- 
reich (V) und bezeichnet ihn mit 


T=S[J ® y, 2) AV = Sf MR, y, 2) dxdydz . 
(V) (V) 


Ein endlicher Grenzwert dieser Form kann nur für eine beschränkte Funktion 
existieren; für eine solche Funktion führt man neben der Integralsumme o noch 
die Darbouxschen Summen 


n R 
s= mV; S=2M;V; 
ii i=1 


ein, wobei 
m;=imf{f} und M,=sup {f} 
(7, (9) 
ist. 
Auf dem üblichen Wege beweist man, daß für die Existenz des Integrals die 
Bedingung 
n 
lim (S-s)=0 oder lim ?) »,V,=0 


vi 
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notwendig und hinreichend ist, wobei &;= M,— m, die Schwankung der Funktion / 
im Bereich (V,) ist. (Wir bemerken, daß im Fall der Existenz des Integrals die bei- 
den Summen s und 8 gegen dieses Integral konvergieren.) 

Hieraus folgt unmittelbar, daß jede stetige Funktion f integrierbar ist. 

Man kann diese Bedingung folgendermaßen abschwächen: Jede beschränkte 
Funktion, deren sämlliche Unstetigkeüten auf endlich vielen Flächen vom Volumen 
0 liegen, ist integrierbar. 

Der Beweis dieser Behauptung (vgl. Nr. 590) beruht auf folgendem 

Lemma. Wird ein Bereich (V), der eine Fläche ($) vom Volumen O enthält, in 
Teilbereiche zerlegt, so strebt die Summe der Volumina aller derjenigen Teilgebiete, 
die mit ($) Punkte gemein haben, zugleich mit dem Durchmesser aller Teilbereiche 
gegen V. 


644. Eigenschaften integrierbarer Funktionen und dreidimensionaler Integrale. Es 
genügt, diese Eigenschaften aufzuzählen (sie werden wie die Aussagen in Nr. 592 
bewiesen). 


1°. Die Existenz und der Wert eines Raumintegrals hängen nicht von den Werten 
ab, die die Funktion auf einer endlichen Zahl von Flächen vom Volumen O annimmt. 
2°. Ist (V)=(V’)+(V”), so gilt 


Sss taV=sSffiaV+SffiaV, 
0%, w () 


wobei aus der Existenz des Integrals links die Existenz der Integrale rechts folgt, und 
umgekehrt. 


3°. Ist k=const, so gilt 
SSS kfaV=kffjidV, 
(7) (P) 


wobei aus der Existenz des Integrals rechts die Existenz des Integrals links folgt. 


4°, Sind die Funktionen f und g im Gebiet (V)) integrierbar, so st auch die Funktion 
f+g integrierbar, und es gilt 


Sisto) daVr=SfftaVzS/SeaV. 
( (P) (V) 


5°, Genügen die im Gebiet (V) integrierbaren Funktionen f und g der Ungleichung 
=g, so gilt 
SS traV=/SjfgdV. 
(V) (V) 
6°. Im Fall der Integrabilität der Funktion f ist auch die Funktion |f| integrierbar, 
und es gilt 


IS TAVIS SI INAV- 
(V) (V) 


7°. Genügt die im Bereich (V) integrierbare Funktion f der Ungleichung m=/=M, 
so gilt 
mV=//[ffdaV=MV. 


(r) 
18* 
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Mit anderen Worten, es gilt der M ittelwertsatz 
SSftadV/=uV (mzu=M). 
(#) 
Im Fall der Stetigkeit der Funktion f kann man diese Formel in der Gestalt 


I jdV=f&, 9,2) (3) 


schreiben, wobei (Z, 7,2) ein gewisser Punkt des Gebiets (V) ist. 

Ferner läßt sich auch Nr. 593 leicht auf den dreidimensionalen Fall erweitern: 
Genauso wie dort wird der Begriff einer Funktion und insbesondere einer additiven 
Funktion eines (dreidimensionalen) Gebiets aufgestellt. Ein wichtiges Beispiel 
einer solchen Funktion (vgl. 2°) ist das Integral über ein veränderliches Gebiet (v) 


®(w))= SS FAv. (4) 
0) 


Wie früher führt man den Begriff der Ableitung einer Funktion D((v)) nach dem 
Gebiet in einem gegebenen Punkt M ein; darunter versteht man den Grenzwert 
(v)>M ® 


wenn (v) den Punkt M enthält und sich auf diesen zusammenzieht. 


8°. Ist der Integrand stetig, so ist die Ableitung des Integrals (4) nach dem Gebiet im 
Punkt M(x, y, 2) gerade gleich dem Wert des Integranden in diesem Punkt, d. h. gleich 
KM)=f(&, 9 2)- 

Also ist unter unseren Voraussetzungen das Integral (4) für die Funktion f 
in gewissem Sinne eine „Stammfunktion“, und zwar die einzige additive Stamm- 
funktion. Das beweist man wie im ebenen Fall. 


645. Die Berechnung eines Raumintegrals über ein Parallelepiped. Wir beginnen 
die Darlegung des Problems, ein Raumintegral zu berechnen, mit dem Fall; daß der 
Körper, in dem die Funktion f(x, y, z) definiert ist, das rechtwinklige Parallelepiped 
(T)=[a,b;c,d;e, f] ist (Abb. 98). Die Projektion von (7) auf die y, z-Ebene ist das 
Rechteck (R)=[c, d; e, f]. 


Satz. Existiert für die Funktion f(x, y, 2) das Raumintegral 


IN fx, y,2)dT (9) 
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und für jedes feste x aus [a, bj das Flächenintegral 


I(«) pr Ka, 2)dR, (6) 

so existiert auch das üterierte Integral 
b 

fdz ff iz, y,2)dR, (7) 

a (R) 
und es gilt 

d 
SIS K&, y, 2) AT=fde ff x, y, 2) dR. (8) 
(T) a «(BR 


Der Beweis ist dem in Nr. 594 geführten analog. Wir unterteilen die Strecken 
[a, bl, [c, d] und [e, /] mit Hilfe der Punkte 


GFaAa<—rt<.. <Ii;<.<Ty, =b s 


NENNE ; 


zy Fe<2<.. <ZL<e.< =] 
und zerlegen damit das Parallelepiped (7) in Teilparallelepipede 


(T,;,)= ER Tr 5 Yi, Yjzi> ‚2 2% +1] 
(?=0,1,.,n—-1;j=0,1,.,m—-1;k=0,1,..,!—-1) 


und zugleich das Rechteck (R) in Teilrechtecke (R,,)=[Y;, Y;445 24 224,1] (wobei j 
und X dieselben Werte wie oben durchlaufen). 
Setzen wir 
mM, 5:7 inf {f, M ,;x > sup {7} y 
(1; i,j,k k) (T;,j,%) 
so gilt auf Grund von Nr. 644, Eigenschaft 7°, die Beziehung 


M; 5% Ay,dzy EN !(z, Y, 2) dydz = M , ‚„Ay,dz; 
Jh 


für alle Werte x aus [z, z,,,]. Wir halten einen beliebigen Wert x=£,; aus diesem 
Intervall fest, summieren über die entsprechenden Ungleichungen für alle Werte j 
und & und erhalten 


22 M;;, ‚Ay;dz, = 16) = HN y, z) dydz= 22 M ,;„Ay,dey. 


et multiplizieren wir a Ungleichungen u Ax;, und summieren dies- 
mal über den Index :: 

222 m; ;,Ax;Ay;Az,= 2 I(£,) Axr,= 222 M ‚‚„Ax;Ay,Az, » 

Pe ] ı I 
Die äußeren Glieder sind Darbouxsche Summen für das Integral (5), und sie be- 
sitzen dieses als Grenzwert, wenn alle Differenzen Az,, Ay,, Az, gegen 0 streben. 
Folglich strebt auch die mittlere Integralsumme gegen den gleichen Grenzwert. 
Damit ist gleichzeitig sowohl die Existenz des Integrals (7) als auch die Gleichung 
(3) bewiesen. 
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Setzen wir noch die Existenz des einfachen Integrals 


f 
S K& y, 2) dz (9) 


für beliebige Werte x aus [a, b] und y aus [c, d] voraus, so können wir das Flächen- 
integral in (8) durch ein Doppelintegral ersetzen (Nr. 594) und erhalten schließlich 


b d f 
I ey, 2)dT=f def dyf fm, y,2)dz. (10) 
) a c e 


Also reduziert sich die Berechnung eines Raumintegrals auf die schrittweise Be- 
rechnung dreier einfacher Integrale. Die Rollen der Veränderlichen x, y, z in (10) 
können natürlich beliebig vertauscht werden. 

Der Leser möge sich davon überzeugen, daß aus der Existenz des dreidimensio- 
nalen Integrals (5) und des einfachen Integrals (9) die Beziehung 


t 
SS ta 9, 2)dAT=ff dedyf fx, y, 2) de (11) 
(T) (9) e 


folgt, wobei Q=[a, b; c, d] ist. Auch hier kann man die Rollen der Veränderlichen 
vertauschen. 

Insbesondere gelten für den Fall einer stetigen Funktion offensichtlich alle For- 
meln (8), (10), (11) und die ihnen entsprechenden, die man durch Vertauschung der 
Veränderlichen erhält. \ 


646. Die Berechnung eines Raumintegrals für ein beliebiges Gebiet. Wie in Nr. 596 
kann der allgemeine Fall eines Integrals über einen Körper (V) beliebiger Form 
leicht auf den soeben betrachteten Fall zurückgeführt werden. Man braucht näm- 
lich nur an Stelle der im Gebiet (V)) definierten Funktion f(x, y, 2) eine Funktion 
[*(z, y, 2) einzuführen, die in einem rechtwinkligen Parallelepiped (7), das (V) um- 
faBt, folgendermaßen definiert ist: 


in (P), 


M&; Y, 2) 
*&, y, 2)= A außerhalb von (V). 


Auf diesem Wege ergeben sich alle unten angeführten Formeln. 

Wir gehen auf die Fälle ein, die das größte Interesse besitzen. Der Körper (V) 
sei zwischen den Ebenen z=x, und x=X enthalten und schneide jede zu diesen 
parallele Ebene, die einem festen Wert x (=x=X) entspricht, in einer Figur, 
die einen Flächeninhalt besitzt; mit (P,) bezeichnen wir deren Projektion auf die 
y, 2-Ebene (Abb. 99). Dann gilt 


X 
SS y2)dV=f de Sf fr, y, 2) dydz (8*) 
() zo (P,) 

unter der Voraussetzung, daß das Raumintegral und das Flächenintegral existieren. 
Das ist ein Analogon zu Formel (8). 

Es sei weiter (V) ein zylindrischer Körper, der oben und unten von den Flächen 
z=20(%, y) bzw. z2=Z(x, y) begrenzt wird. Ihre Projektion auf die x, y-Ebene sei 
eine Figur (D), die von einer Kurve (X) mit dem Flächeninhalt 0 begrenzt wird. 
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Seitlich werde der Körper von einer Zylinderfläche begrenzt, deren Erzeugende 


parallel zur z-Achse sind und deren Leitkurve (K) ist (Abb. 96). Dann gilt analog 
zu Formel (11) 


Z(z,U 
SSS Hz, y, 2) AV = ff dedy [ I 9,2) dz, (11*) 
(r) (D) 


20(7,Y) 
wenn die Existenz des dreidimensionalen Integrals und des einfachen inneren In- 
tegrals rechts vorausgesetzt wird. 


WPD SUWED AD FREE CREEE GERD BEER (EEE 


Abb. 99 Abb. 100 


Ist das Gebiet (D) selbst ein krummliniges Trapez (Abb. 100), das von den beiden 
Kurven y=y,(z) und y=Y(x) (oü=x=X) und den Geraden z=2,, 2=X begrenzt 
wird, so läßt sich der Körper (V) bei den oben betrachteten Typen einordnen. Er- 
setzen wir in (8*) oder in (11*) das Flächenintegral durch ein Doppelintegral, so 
erhalten wir 


X Y(2) ZEV) n 
Stay, JdV/=fde Sf dy SS Kayd)d. (10*) 
(Y) 2 Ye(?) (2,9) 


Diese Formel ist eine Verallgemeinerung von (10). 

Genau wie in dem einfachsten Fall, der in Nr. 645 betrachtet wurde, sichert auch 
hier die Stetigkeit der Funktion f(x, y,2) die Anwendbarkeit der Formeln (8*), (11*), 
(10*) und aller Formeln, die sich aus diesen durch Permutation der Variablen 
x, y, z ergeben. 


647. Uneigentliche Raumintegrale. Wenn sich das Integrationsgebiet ins Unend- 
liche erstreckt oder wenn der Integrand in der Umgebung singulärer Punkte, Linien 
oder Flächen unbeschränkt ist, so ergibt sich das uneigentliche dreidimensionale 
Integral durch einen zusätzlichen Grenzübergang aus eigentlichen Integralen. Die 
Besonderheiten des mehrdimensionalen Falls im Vergleich zum eindimensionalen 
Fall wurden schon im Zusammenhang mit der Untersuchung uneigentlicher Flä- 
chenintegrale erwähnt. Dem ist jetzt nichts hinzuzufügen. 

Uneigentliche Raumintegrale konvergieren ebenfalls notwendigerweise absolut. 
Daher reduziert sich das ganze Problem der Existenz und der Berechnung solcher 
Integrale auf den Fall eines positiven (nichtnegativen) Integranden. 

Unter dieser einschränkenden Voraussetzung kann man, wie bei Flächenintegra- 


oz 
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len, einen Zusammenhang zwischen dem dreidimensionalen Integral und ver- 
schiedenen Typen mehrfacher (iterierter) Integrale nachweisen. Darauf werden wir 
nicht eingehen. 


648. Beispiele. 
1. Man berechne das Integral 


ı-[ff drdydz 
De» 1+2+9y+z)3 
= ( y+2) 


über das Tetraeder (V), das von den Ebenen 2=0, y=0,2=0 undz+y-+2z=1 begrenzt 
wird (Abb. 101). 


Abb. 101 


Lösung. Die Projektion des Körpers auf die x, y-Ebene ist das Dreieck, das von 
den Geraden 2=0, y=0 und z+y=1 gebildet wird. Es ist klar, daß x die Grenzen 0 
und 1 besitzt, während die Veränderliche y für konstantes x die Werte von 0 bis 1-x 
durchläuft. Wenn x und % festgehalten werden, so kann sich der Punkt senkrecht von der 
Ebene z=0 bis zur Ebene £+y+z=1 bewegen; also durchläuft z die Werte von 0 
bis 1-x —y. “ 

Nach Formel (10*) gilt 


4 1i-z 1-2-y q 
[ef | en 
in z 
0 0 0 4 


Wir berechnen die Integrale nacheinander, beginnend mit dem inneren: 
1-2-y 
f de 1 | 1 | | 
; (1+2+9+2)? 2|l(i+re+y)2 4]’ 
K7 


1- 
fl 1 1], “ 1 > 
2 (i+z4y)2 al 2a\erı 4 


und schließlich 


1 
1 1 3-x i 5 
| 5 J "ri 9 er ae 
2. Man berechne das Integral 


K=/fff zdxedydz 
02) 


über die obere Hälfte (V) des Ellipsoids 23 +33 + = 1. 
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\ 


® 8 ® 2 2 
Lösung. Die Projektion des Körpers auf die x, y-Ebene ist die Ellipse tal. 
a 


Daher sind die Grenzen für x dieZahlen —a und a, während % bei festem x von — . Ya?—z2 
ET ER z 
bis 10 Ya? — x? varliert. Der Körper wird unten von der x, y-Ebene und oben von der 


Oberfläche des Ellipsoids begrenzt, daher durchläuft z bei festgehaltenen x und y die 


Werte von 0 bis ce y: = 3° 


y) 2 2 
I= [ dz [ d [ 2dz= f d f | 5-5) 
s e : 2. “ : a? b2 dy 
= z Ya2— 23 0 =. PR a3— 23 
Le a 
2 yva-z 
& & 
i j x? y? u 
=, [ dr | 1 Zn dy (da der Integrand eine gerade Funktion ist) 
-6 
2be? f de? 
= - f (a? — x2)V2 dx — f (a?—x?)}/2dx (ausdemselben Grunde) 
-a 0 
mL bc? 
=7 abe?. 


Die Ausrechnung könnte man auch auf anderem Wege durchführen. Wir erhalten 
nämlich nach Formel (8*), wenn wir in dieser die Rollen der Veränderlichen x und z ver- 


tauschen, 


C c 
I=f dz ff zdedy=f zdz ff dedy, 
0 (R,) 0 (Rz) 


wobei (R,) die Projektion des Schnitts des Ellipsoids mit der Ebene Z =z auf die x, y- 

Ebene ist (die Projektion geht ohne Verzerrung vor sich). Nun ist aber das Flächenin- 

tegral ff dedy nichts anderes als der Inhalt R, dieser Projektion. Da der Rand der 
(Rz) 

Projektion in der x, y-Ebene die Gleichung 


2 2 
——— + rn =] 
z z 
(1-7) »lı-5) 
JRR ur Un | Par VE 
hat, d. h. eine Ellipse mit den Halbachsen a yı =. b ] 1 = ist, gilt, wie wir wissen, 
22 

R, = rab (i -5) . 

Folglich ist 
C 
22 rabec? 
]=rab [ : (1 -5) d= 
0 


Die Rechnung ließ sich wesentlich vereinfachen, aber nur deshalb, weil es gelungen 
ist, den uns bekannten Flächeninhalt einer Ellipse zu benutzen. 
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3. Man berechne das ur 


ve [SEES am 


22 2 2 
wobei (T) das ganze Ellipsoid 7; tg + ae ist. 

Lösung. Indem wir die zweite Methode anwenden, die bei der Lösung der voran- 
gegangenen Aufgabe angegeben wurde, erhalten wir 


Ds [ze [far JE E70 an [50 [fan 


(P,) 
Hieraus folgt 


da C 
rbe x? 7Ca Yy rab 22 
nz [el-s)er Selina E (1-5) 
-c 


4 
en zabc. 


4. Man berechne das Integral 
I=fff zdxdydz 
(4) 
über den Körper (4), der von der Kegelfläche 2?= = a? +9?) und der Ebene 2=h be- 
grenzt wird (Abb. 102). 
Lösung.(a) Die Projektion (@) des Kegels auf die x, y-Ebene ist der Kreisx?+y?= R?. 
Nach Formel (11*) ist 


e}) drdy [ 2d=— 2 S J [#5 =; ; (=? 2] dxdy 


= Mare 


oder, in Polarkoordinaten, 


2re R 
h2 nR?h? 
Img | “| (R2=r2) rd =". 
0 


2R? 


—— ı- 


m mn mus nme men hmmm mm mm unten 


7 


PX Abb. 102 Abb. 103 
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(b) Nach dem anderen Lösungsverfahren kann man schreiben: 


h 
I=f zdz Sf dedy. 
0 (D) 


Hierbei ist (D) die Projektion des Schnitts des Kegels mit der zur x, y-Ebene parallelen 
| R 
Fibene der Höhe z auf die x, y-Ebene. Diese Projektion ist ein Kreis vom Radius Sn, 


, 
und 
6% = 


BR | 
so daß das Flächenintegral, das dessen Inhalt darstellt, gleich ——- 2? ist. Hieraus folgt 


h2 
S R2 R?n2 
eR: Rh 
= 3 = 
I f 12 z23dz 2° 
0 


5. Man berechne das Integral 
K=/fff adadydz 
(V) 
über das Prisma (V), das von den Ebenen 2=0, y=0, z2=0, y=h und 2 +2=a begrenzt 
wird. 
Hinweis. Man benutze Formel (8*); (P,) ist das Rechteck mit den Seiten hunda —. 
= a’ 
Lösung. # =: 
6. Man berechne den Wert des Integrals 
J=fff dedydz 
(T) 
über den Durchschnitt (7) der beiden Kugeln (Abb. 103) 
x?2+y2+22=R? und ?+y?+2?2=2kz. 
R 
Lösung. Der Durchschnitt ihrer Oberflächen liegt in der Ebene2=. Die Schnitte 


des Körpers (T) mit Ebenen, die zur x, y-Ebene parallel sind, sind Kreise. Gehen wir 
auch hier zu einem mehrfachen Integral über, einem einfachen Integral über ein 
Flächenintegral, so finden wir 


R/2 R 50 
J=rz [ 22(2Rz —2?) d+r [ 2? (R? —-z?) d=7sn rR°. 
0 R/2 


7. Man berechne das Integral 
S=fff (e+y-+z)?: dedydz 
02) 


über den Durchschnitt (V) des Paraboloids &?-+y?=2az und der Kugel 2?+y?+2?=3a”. 
Lösung. Wir multiplizieren zunächst den Integranden aus und sehen durch Synıme- 
triebetrachtungen, daß die Integrale der Glieder 2xy, 2x2, 2yz verschwinden.!) Also ist 


S=fff (2?+y?+2?) dedydz . 
(9) 


Nach Formel (8*) ist (bei Vertauschung derRollen von x und 2) 


a | a/3 
S=f dz Sf («?+y?+z2) dedy+ f dz Sf (2?+y? +22) daıdy. 
| 4 


0 22+y?°=2az x? +y2=3a?—2? 


1) Das kann man (unter Zuhilfenahme iterierter Integrale) allein mit Eigenschaften 
von einfachen und von Flächenintegralen begründen. 
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Die Flächenintegrale kann man leicht durch Übergang zu Polarkoordinaten be- 
rechnen: 


Y2az Y3a2—23 
Ir f (r2 +22) rdr =2r (a?z? +a2?), Ir | (r? +22) rdr -5 r (9a3 —2}). 
0 
Hieraus folgt 
aV3 
S=2r f (a?z? +az?) dz 4m | (9a? - 2?) dd = —- 2 (18 y3 sl: 


8. Man berechne das Integral 
I=fff («?+y?-+2z?) dedydz 
(T) 


über den Durchschnitt (T) des Kegels y?+22=r? und der Kugel 2? -+y?+z2?=R?(<=0). 


R> 2 
Lösung.I = (2 -Y2 )- 


2 2 2 
9. Gegeben sei der Kegel (2) -(2) +2) ; er schneidet die Ebene 2 =c in einer 
2 2 
Ellipse, deren Projektion auf die x, y-Ebene die Gleichung (=) + (4) =1 hat. Wir be- 


trachten den Körper (V), der im ersten Oktanten liegt und von der erwähnten Kegel- 
fläche, der Ebene z=c und den Koordinatenebenen z=0 und y=0 begrenzt wird 
(Abb. 104). 


Abb. 104 


Es soll das über diesen Körper erstreckte Integral 


4J4= [| 12 2 dadydz 


(V) 
berechnet werden. 
(a) Integrieren wir zuerst über 2, dann über y und zuletzt über x, so finden wir als 
Integrationsgrenzen 


22 2 \2 | y\2 
für x: Ounda, füry: Oundb|}/i wer für z: c (=) +(2) undc. 
3 z 


Dann ist b y ‚_? 


a=[ dx f ydy f =, 
z 


648. Beispiele 
und schrittweise erhalten wir 


f. at, Ve :-Y&+@]. 
UORO 


285 


2 Ve J : -/eJ+@)'] EL 


4 Pen en 5/2 
—y2) __— h2 RaEe BER 
„sr (@2-22) 5b? Vo |: (2) |. 
A=L a2 yo 
36 ö 


(b) Die Rechnungen vereinfachen sich etwas, wenn man in der umgekehrten Reihen- 

folge integriert. Der Körper wird auf die y, z-Ebene als Dreieck projiziert, das von den 
b 

Geraden y=0, z=c und y 


— z begrenzt wird. Daher sind die Integrationsgrenzen 
b 2 2 Y 2 
für y: Ound—z, für x: Ounda|/\-) —-\-) 
c c b 
und das gesuchte Integral schreibt sich folgendermaßen 


e. 22 aY)-&) 
fe 


In diesem Fall ist 


1-65) 


b 
c 
a? 2\2 Y 2 a? (2) (2) 41 a?b? P 
we le]-e9). SEIT 
0 
1 a?b? “ 
ee an 


1 Mi 
Flapr; zU/2dz =35 a2b2 Ye . 
N) 


fürz: Oundc, 


xdz . 


10. Man berechne die Integrale 
(a) Z,=fSff z"dxdydz, (b) I,=fff z”"dedydz 
| (9) (v) 
über denselben Körper (V) wie in der vorigen Aufgabe (m sei eine natürliche Zahl). 
Hinweis. Man wähle die gleiche Integrationsreihenfolge wie in Aufgabe 9(b). Im 
zweiten Fall führt das Integral 
b 


m+i 


(o-1". 


rel2 
auf das bekannte Integral J cos”+2 9 d0 (Nr. 312, Beispiel 1) 


b = 
Lösung. (a) I, = a 


m+3 
amtide Be Te 


Im+s m+3aı 2 (für gerades m), 
(b) = am+ipe (mt! 1)!! 


+3 mHaır (für ungerades m). 
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11. Man berechne das Integral 


__wyededyd2 | 
H= >ß>y>0). 


TY2=0 
2242 422=R2 
Lösung. Es gilt 
R YR2—z2 YR?—-22—y2 
H f 4 [ 4 f zd2 
J ; ; Valz2 + B2y2 +y222 
Ra 


„de=— .; UAR yaR? + (02 y2) ©2+(B2—y2) y? —Varr2+ß2y2], 
VÖ 
YR2- 23 


e J Le Udy Sg a PR? +02 2) 22 


e a3 
= 3,3 (B2 3) (y2R? +(a2 —y2) 2272 + 305 x3, 
und schließlich ergibt sich nach elementaren (jedoch langwierigen) Umformungen 
BO Pytyarap 
15 (B+y) (y to) (a+P) ' 


12. Man zeige, daß die üblichen Formeln zur Berechnung (a) des Volumens eines zy- 
lindrischen Körpers, der von der Fläche z=z(x, y) begrenzt wird, 


V=fjf zdedy, 
(P) 


und (b) des Volumens des Körpers mit Hilfe seiner Querschnitte, 
b 
V=f Aa) de, 
177 
Folgerungen der grundlegenden Formel 
V=fffdV =fff dedydz 
( () 


H= 


sind. 
Hinweis. Man wende auf das letzte Integral die Formeln (11*) und (8*) an.!) 


649. Anwendungen in der Mechanik. Naturgemäß lassen sich alle geometrischen und 
mechanischen Größen, die mit einer Massenverteilung über irgendeinen Körper (V) 
im Raum zusammenhängen, im Prinzip durch Raumintegrale über den Körper (V) aus- 
drücken. Auch hier benutzt man am einfachsten das Prinzip der „Summation unendlich 
kleiner Elemente“ (vgl. Nr. 348 bis 356 und 598). 

Wir bezeichnen mit e die Massendichte in einem beliebigen Punkt des Körpers (V); 
sie’ist eine Funktion der Koordinaten des Punktes, und wir werden diese Funktion 
immer als stetig voraussetzen. Durch Summation der Massenelemente dm =edV = 
=odxdydz erhalten wir die Größe der Gesamtmasse 


id odV HH odxdydz (12) 
(vgl. Nr. 642). 


!) Weitere Beispiele für die Berechnung von Raumintegralen kann man Nr. 676 ent- 


nehmen, indem man in den dort betrachteten n-dimensionalen Integralen n=3 
setzt. 
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Ausgehend von den Elementen der statischen Momente, 
dM,.=xdm=xeodV, dM,..=ydm=yedV, dAM,,=z2dm=zedV , 
finden wir die statischen Momente selbst: 


My: =f[f xzedV, M,z=fff yedV, M,, =s/f zodV (13) 
(V) (P) (P) 
und aus diesen die Koordinaten des Schwerpunkts: 

Fin xzodV IH yodV Fi zodV 

ee re PR: vn 

Im Fall eines homogenen Körpers (oe =const) erhalten wir einfacher n 
SIS zaV SSS yaV SJJ zaV 
@ (@ v) 
N, nd, =, 


die Koordinaten des „geometrischen Schwerpunkts“. 
Ohne weiteres verständlich sind auch die folgenden Formeln für die Trägheitsmo- 
mente bezüglich der Koordinatenachsen: 


I2=S/[f (y’+z2)edV, I,=fff(@+22)odV, I,=fff(a?+y?)edV (15) 
) (9) (v) 


oder bezüglich der Koordinatenebenen: 
I yz =fff x2edV, J,2=SfS yeaV, Izy =/[fz’odV. (16) 
(9) (9) (9) 


Schließlich möge die über den Körper (V) verteilte Masse auf den Punkt A(&, n,£) 
(der Masse 1) eine Anziehungskraft nach dem Newtonschen Gesetz ausüben. Die Anzie- 
hungskraft, die von dem Massenelement dm =odV ausgeht, hat in Richtung der 
Koordinatenachsen die Komponenten!) 


—$ 


Tr 


dF, = - 


—_ zZ 
odV, dP, =" gdV, dF,=——.odY, 


r3 
wobei 

r=/@-D2+y-mM2+@-0)2 
der Abstand des Elements (oder des Punktes, in dem wir uns seine Masse konzentriert 
vorstellen) vom Punkt A ist. Durch Summation erhalten wir für die Komponenten der 
Gesamtanziehungskraft in Richtung der Koordinatenachsen: 


u—$ y-n 2-5 
r=-/[f 73 odV, [ff 73 odV, r,-[[[Zear. (17) 
(9) (V). 2) 


Analog bestimmt man auch das Potential des Körpers in einem Punkt: 


w-[f Er (18) 
(V) 


Liegt der Punkt A außerhalb des Körpers, so sind alle diese Integrale eigentlich. In 
diesem Fall können wir das Integral W nach einer beliebigen der Veränderlichen £, n,{£ 
unter dem Integralzeichen differenzieren, und zwar auf Grund von Überlegungen, die 
denen ähnlich sind, die wir bezüglich einfacher Integrale angestellt haben (Nr. 507). In- 
folgedessen erhalten wir 5 


ow WW 


Fu x» 9 F,; Fa 


F,. (19) 


1) Vgl. die Fußnote 2 auf S. 247. 
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Falls der Punkt A selbst zum Körper (V) gehört, ist in diesem Punkt r=0, und die 
Integranden von (17) und (18) sind in seiner Umgebung unbeschränkt. In Nr. 663 wird 
gezeigt, daß diese Integrale als uneigentliche Integrale dennoch existieren und daß sie 
den grundlegenden Beziehungen (19) genügen. 


650. Beispiele. 
1. In Nr. 598 hatten wir für die statischen Momente eines zylindrischen Stabes (für 
o=1) die Formeln 


1 
M y.= f f zed.ıdy, M;r = f f zydxdy, M.y=5 f $ 22drdy 
(P) (P) 


a (P) 


erhalten. Man leite diese aus den allgemeinen Formeln (13) von Nr. 649 her. 
Es gilt beispielsweise 


2(r,y) 
M,,=SffzdV =ffdxdy f zda; 
(V) (P) 0 
nun Ist aber 
2(7,Y) 
z(2,y) 
zdz = ı 22 - 
2 10 
0 


was gerade zu dem gewünschten Ergebnis führt. 
In Nr. 598 waren an Stelle der Berechnung des letzten Integrals Überlegungen aus der 
Mechanik (bezüglich des statischen Moments einer dünnen Säule) herangezogen worden. 


2. Analog hatten wir in Nr. 356, Aufgabe 1, unter der Voraussetzung, daß der Inhalt 
des Querschnitts eines Körpers (V)) parallel zu irgendeiner Ebene als Funktion P(x) des 
Abstands x vom Schnitt zu dieser Ebene gegeben ist, für das statische Moment die 
Formel ' 


® b 
M=fxP(x) de 
a 


hergeleitet. Auch diese kann man als Folgerung aus der allgemeinen Formel erhalten. 
Es gilt nämlich nach (8*) 


b 
M=fffxdV =f ade ff dydz, 
(V) a (P,) 


und das innere Integral ist gerade der vorgegebene Inhalt des Querschnitts. 


Bemerkung. Diese Beispiele lenken unsere Aufmerksamkeit auf die Tatsache, daß 
sich gewisse mechanische Größen, die sich auf eine räumliche Verteilung von Massen be- 
ziehen, durch Flächeniniegrale und sogar durch einfache Integrale ausdrücken lassen 
(allerdings unter sehr vereinfachenden Voraussetzungen). Diese scheinbare Erniedrigung 
der Vielfachheit des Integrals rührt, wie der Leser sieht, daher, daß bei der Darstellung 
des Raumintegrals als Flächenintegral eines einfachen Integrals oder als einfaches 
Integral von einem Flächenintegral das innere Integral in einfachen Fällen schon durch 


geometrische oder mechanische Überlegungen bekannt ist und keiner Berechnung 
bedarf. 


3. Man benutze die Beispiele 2, 4, 10 in Nr. 648 zur Bestimmung der Lage des Schwer- 
punkts der dort betrachteten Körper. 


4. Man bestimme die Koordinaten des Schwerpunktes des Körpers, der von der Para- 
boloidfläche x? +y?=2az und der Kugelfläche 2? +y2+22?=3a2 begrenzt wird. 

Lösung. Das statische Moment bezüglich der x, y-Ebene berechnet man am ein- 
fachsten nach der in Beispiel 2 angegebenen Formel, in der.man lediglich x durch z er- 
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setzt. Der Inhalt A(z) des Querschnitts ist gleich x - 2az für O=2=a und x (3a? —2?) für 
asz=aY3. Also ist 
a a3 


M,y=2ra ( 22d2+r f z (3a? —z?) de=2 aß. 
Ü @ 

Weil des Volumen Körpers schon bekannt ist v-3 Er 4 Y3 -5); vgl. Nr. 343, 
Beispiel | ‚ist {= 53 > (6 Y3 +5) a. Aus Symmetriegründen n Ee=n=0. 


5. Man bestimme die Masse und die Lage des Schwerpunkts der Kugel 
x2+y?+2?=20z, 


wenn die Dichte in den Kugelpunkten dem Abstand dieser Punkte vom Koordinaten- 
ursprung umgekehrt proportional ist: 


ko 
Vaatyıtzr 
Lösung. Nach Formel (12) aus Nr. 649 gilt für die Masse (uneigentliches Integral!) 
dedydz | 
m=k nee 
2? +y?2+2?2=2az Vz? +y?+2? 


Transformiert man das Raumintegral analog zu (8*), so kann man es als einfaches 
Integral von einem Flächenintegral darstellen, 


 dedy 
nr [a 
Vz? +y2+4 +y2 +22 


0 (R,) 


wobei (R,) ein Kreis vom Radius Y2az —z? ist. Das innere Integral läßt sich ohne Mühe 
ausrechnen, wenn man zu Polarkoordinaten übergeht; es ist gleich 


drdd — 
1] f —— =2r (Y2az -z). 
0 


Hieraus folgt 


4 
m =7 nka2. j- 


Analog berechnet man auch das statische Moment 


16 
zdrdydz 3 1.8. 


M =k ee ee 


2? +y?+22=2az 


Also ist / -7 a. Die übrigen beiden Schwerpunktskoordinaten sind offensichtlich 
gleich 0. 


6. Die gleiche Aufgabe, nur mit der neuen Massendichte 
k 

22 + y2 + 22 . 

führt zu den Ergebnissen 


a 
m=2rka, M;y=rka?, =z ; 


oe = 


In den weiteren Aufgaben setzen wir die Massendichte als konstant voraus. 
19 Fichtenholz III 
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7. Man berechne die auf: den Mittelpunkt der Grundfläche eines Zylinders durch die 
gesamte Masse des Zylinders (Abb. 105) ausgeübte Anziehungskraft. 
Benutzt man die Bezeichnungen aus Abb. 105, so gilt (vgl. Nr. 649, Formel (17)) 


ozdV | - ll Su 
= [| 3 = ff dxdy f (x? +y? +22)3%2 
428 23+y?2=R? 0 
1 1 TERWE) 
== OS drdy =2ro (R+h—-YR?2-+h2);, 
sen | Yx2+y2 Yx2+y2+h2 


die übrigen beiden Komponenten der Anziehungskraft sind 0, so daß die Anziehung 
senkrecht nach oben gerichtet ist. 


Abb. 105 Abb. 106 Abb. 107 
8. Man berechne die Anziehungskraft, die ein Kegel auf seine Spitze ausübt (Abb. 106). 
2rch 
Lösung. F=F,- - "(i-n). 


9..Man bestimme die Anziehungskraft, die von einer Kugel auf einen beliebigen 
Punkt A (der Masse 1) ausgeübt wird (Abb. 107). 


Lösung. Wir bezeichnen den Radius der Kugel mit R und den Abstand OA mit a. 
Die Koordinatenachsen legen wir so, daß die positive Richtung der z-Achse durch den 
Punkt A geht. Dann ist 


_ 0 (z-a) 
“ Ss J Hy? + ar Sreyde 
R 


=0 [ (2-a) dz 
—R @d+y3=R?—22 


Das innere Integral läßt sich leicht durch Übergang zu Polarkoordinaten berechnen; e8 
ist gleich 


dxdy 
[2?+y?+(2—a)2]92 


1 1 
2r I ——— - ——————— . 
(2=a er 
Daher ist 


R 
m.=2 f [1:2 za 4 
= T nee aD 
j J 2-al YR2-2az-+a2 i 
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Nun ist aber 
R R 


za —_ _ f _ -2R für asR, 
„ z-al == J sgn (2a) de=(_2, für a=R. 
— —R 


Mit Hilfe der Substitution t=YR2—-2az +a? kann man auch das zweite Integral leicht 
berechnen: 5 


R 2 = eü 
IR 372 —-2R für a=R, 
4 
-R YR2- 2az +0? 173% für asR. 
Abschließend erhalten wir 
4 1 
-— zRd3e-— für azR, 
3 a? 
= 
7 Tag für a=R. 


Zugleich ist offenbar F,=F,=0. Daher ist die Anziehungskraft in allen Fällen zum, 
Mittelpunkt der Kugel hit. 


Dabei erfährt ein Punkt, der sich außerhalb der Kugel befindet (a=R) von dieser die 


: 4 
gleiche Anziehung, die er erfahren würde, wenn die Gesamtmasse der Kugel, m =7 rh:e , 


in deren Mittelpunkt konzentriert wäre. Da andererseits in einem inneren Punkt der 
Kugel (a<_R) die Anziehungskraft nicht vom Radius R abhängt (und den gleichen Wert 
wie im Fall R=a hat), wird klar, daß die äußere Schicht der Kugel keine Wirkung auf 
einen inneren Punkt ausübt. 


10. Man bestimme das Potential eines "Zylinders i im Mittelpunkt seiner Grundfläche. 


Hinweis. Hier ist es einfacher, mit der Integration über x und y zu beginnen, wobei 
man zur Berechnung des Flächenintegrals Polarkoordinaten heranzieht: 


h h 
W= J odz f I: Fin U =2n0 f (YR2 +22 —2) dz 
b SR Ver ry?rz? +y2+22 2 Jo 
h+YR2+h2 
R 
11. Man bestimme das Potential eines Kegels (8) in seiner Spitze und (b) im Mittel- 
‘ punkt seiner Grundfläche. 
Hinweis. Man verfahre wie in der.vorigen Aufgabe. 
rh2h2 R(l+Kk) 
gg ehTam!ı 
12. Man bestimme das Potential einer Kugel in einem beliebigen Punkt A. 
Lösung. Mit den Bezeichnungen von Aufgabe’ 9 gilt 
R 
W=o f dz 
-R 23 +y?= R?—2? 


=orR?-In +orh (YR?+h2-h). 


l 


h 
Lösung. (a) W=nrh(l-h)o; (b) W =- o(R-h). 


| drdy 
Yx2+y2+(z-a)2 


Wir trennen die Fälle a=R und erhalten weiter 


R 
=2n0 f (YR?—-2az +a?—-|z-al) dz. 
—R 


2 
R Eu ’ 3ER’. - 1 2Ra (a=R), 
[NR 2e tel dz=;, [R+a)?—-|R-al?] = 2 
-R 3 2+2R2 (a=R) 


19* 
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und " 
R 
_ _j2Ra (a=R), 
Er u, deep (a=R). 
Also ist 
4 
— nR’e - & (a=R), 
3 en 
W= 0 
(2,22 -- za) o (a=sR). 


Wir sehen zunächst, daß das Potential in einem Punkt außerhalb der Kugel dasselbe 
ist, als wenn die Gesamtmasse der Kugel in deren Mittelpunkt konzentriert wäre. 


Das zweite Ergebnis dagegen läßt folgenden Schluß zu: Betrachtet man eine Hohl- 
kugel mit dem inneren Radius A, und dem äußeren Radius Z,, so ist ihr Potential W in 
einem Punkt des Hohlraumes (a< &,) gleich der Differenz 


2_2_2 2 _2 202 2 n 
W,-W;,= 2, -z ra - Zr Ta o=2r (R3—-Ei)e 


und hängt nicht von a ab. Das Potential einer Hohlkugel ist innerhalb des Hohlraumes 
konstant. 

13. In den Bezeichnungen von Abb. 108 bestirmme man die Trägheitsmomente I, 
und I, des Torus (vgl. Nr. 649, Formel (15)). 


Hinweis. Es gilt 


& a 

I,=2g f dz SS («’+y?) dedy, Iz=20 f dz Sl (y? +2?) dedy, 
0 Merıy=sı 0 Rer+y=R 

wobei Rı,=d — Ya?—-z2 und Ry3=d+Ya?-z? ist. Die Flächenintegrale berechnet man 

durch Übergang zu Polarkoordinaten. 


12. 2 
Lösung. /,=— a?d (4d?+3a}) o, I, -=— a2d (4d2 +50?) o. 


14. Ein Körper (V) rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit ® um die z-Achse. Dann 


hat ein Massenelement dm =odV, dessen Abstand von der Drehachse r=Yzx? +y2 ist, 
die Bahngeschwindigkeit v =ro; folglich gilt für die kinetische Energie 


1 1 
d7’=z dm -v?= 2 wr2odV . 


Hieraus erhält man leicht einen Ausdruck für die kinetische Energie T des gesamten 
rotierenden Körpers: 


1 1 
T’=, w2 SSJ =. 27 OL SSI (2?2+y2) odV. 
() (V) 


Abb. 108 Abb. 109 
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Das letzte Integral ist, wie wir sehen, der Ausdruck für das Trägheitsmoment I, des 
Körpers bezüglich der Drehachse (Nr. 649, Formel (15)). Daher ergibt sich schließlich 


1 
T =. I,o2. 


15. Wir stellen uns nun die Aufgabe, das Trägheitsmoment eines bestimmten Körpers 
bezüglich einer willkürlich gewählten Achse % (Abb. 109) zu berechnen. Die Achse u 
soll mit den Koordinatenachsen die Winkel «, $ und y bilden. . 

Für den Abstand MD=ö eines beliebigen Punktes M(x, y,z) des Körpers von der 
Achse gilt ö=r?—d?, wobei, wie man aus der analytischen Geometrie weiß, 


r=2?+y?+z2? und d=xcosa+ycos ß+2cosy 
ist.1) Da cos? &« +cos? ß+cos?y =1 ist, erhalten wir hieraus 
62 =x? (cos? ß +cos? y) +? (cos? y +cos? «) +2? (cos? x +cos? ß) 
— 2yz cos P cos y — 22x cos y cosa—2xycosacosß. 
Daraus folgt 
I; we ö°odV =I, cos? a«+I,cos? ß+I,cos?y 


—2Ky,,cos ß cosy—2K,, cos y cos« —2K,yc0sa cos f; 
hierbei ist 


Ky2=Sff yzedV, RK; =Sff zxedV, Kzy=/SSf zyesV . 
(V) (9) 12) 


Diese Integrale nennt man Trägheitsprodukte oder Zentrifugalmomente (vgl. Nr. 599, 
Beispiel 5). 

Wollen wir die Verteilung der Trägheitsmomente des Körpers bezüglich der ver- 
schiedenen Achsen durch den Koordinatenursprung anschaulich darstellen, so haben 


wir, wie im Fall ebener Figuren, auf jeder Achse u die Strecke ON =1/ YI, abzutragen. 
Es seien 


X=ON cos m Be a ı 
YI, YI, - VI, 


die Koordinaten des Endpunktes N dieser Strecke. Dann erhält man leicht aus dem für 
],„ gefundenen Ausdruck die Gleichung des geometrischen Orts der Punkte N: 


1,X2+1,Y2+1,22-2K„YZ-2Kz2X -2RzyXY =1. 


Da ON nicht unendlich wird, ist diese Fläche zweiter Ordnung notwendigerweise ein 
Ellipsoid, das sogenannte Trägheitsellipsoid. Bei der Untersuchung der Bewegung eines 
starren Körpers spielen die Achsen des Trägheitsellipsoids eine wichtige Rolle. Sie 
heißen die Hauptträgheitsachsen. Ist O der Schwerpunkt des Körpers, so nennt man die 
entsprechenden Trägheitsachsen die zentralen Hauptträgheitsachsen. 

Ob die eine oder andere Koordinatenachse eine Hauptträgheitsachse ist, hängt von den 
Zentrifugalmomenten ab. So ist z. B. die x-Achse genau dann Hauptträgheitsachse, 
wenn die Bedingungen K,,=0, K,,=0 erfüllt sind. Dies ist insbesondere dann der 
Fall, wenn die Massenverteilung symmetrisch zur %, z-Ebene ist. 

16. Wir betrachten zum Abschluß die Frage nach der Zentrifugalkraft, die bei der 
Rotation eines starren Körpers um eine Achse entsteht. 

Wenn der Körper (V) mit der Winkelgeschwindigkeit ® um die z-Achse rotiert, so 
wirkt auf das Körperelement dm =edV eine Zentrifugalkraft der Größe 


dF =o!rdm=wlodV , 


1) Die letzte Beziehung bringt zum Ausdruck, daß der Punkt M auf der Ebene liegt, 
die im Abstand d vom Koordinatenursprung durch die Achse senkrecht hindurchgeht. 


294 XVIII. Raumintegrale und mehrdimensionale Integrale 


wobei r der Abstand des Elements von der Drehachse ist. Ihre Komponenten in Rich- 
tung der Koordinatenachsen sind 

dF,=w:xodV, dF,=w2yodV, dF,=0, 
so daß die Komponenten der resultierenden Zentrifugalkraft F durch die Integrale 

F,=w?fffzodV =w2M yz F, =w?:M „., F,=0 

(7) | 

ausgedrückt werden, wobei M,, und M,, die statischen Momente des Körpers sind. Be- 
zeichnet man die Schwerpunktskoordinaten des Körpers mit £, n, ö, so kann man diese 
Formeln folgendermaßen schreiben: 

F,=w?Em, F,=wnm, F,=0.,; 


Hieraus ersieht man, daß die erwähnte resultierende Zentrifugalkraft F genau dieselbe ist, 
als wenn die Gesamtmasse des Körpers in seinem Schwerpunkt konzentriert wäre. 
Das oben aufgetretene Differential der Zentrifugalkraft besitzt folgende Momente 

bezüglich der Koordinatenachsen: 

dM,=zdF,=w:yzodV, dM,=2dF,=w%xeodV, dM;=0. 
Folglich sind die resultierenden Momente bezüglich dieser Achsen 

M,=w? SIf yzodV =w2K,,, M,=w®R;;, M,=0 R 

() 


Dafür, daß sich die Zentrifugalkräfte gegenseitig aufheben und keine Wirkung auf 
eine Welle (und damit auf die Lager, in denen diese befestigt ist) ausüben, sind folgende 
Bedingungen notwendig und hinreichend: 

M„=0, M;,:=0, Ky: =(, Kır=0. 
‚Die ersten beiden besagen, daß der Schwerpunkt des Körpers auf der z-Achse liegen 
inuß; es sei dies gerade der Koordinatenursprung O. Die letzten beiden zeigen, daß die 
z-Achse eine. der Hauptträgheitsachsen sein muß. Daher übt die Zentrifugalkraft wur 
dann keinen Druck auf die Lager aus, wenn die Drehachse mit einer der Hauptträgheits- 
achsen des rotierenden Körpers bezüglich seines Schwerpunkts zusammenfällt. 


82. .Der Integralsatz von Gauß-Ostrogradski 


651. Der Satz von Ostrogradski. In der Theorie der Flächenintegrale haben wir 
den Gaußschen Satz kennengelernt, der ein Flächenintegral über ein ebenes Ge- 
biet mit einem Kurvenintegral über den Rand dieses Gebiets verknüpft. Das Analo- 
gon ’in der Theorie der Raumintegrale ist der Satz von OSTROGRADSKI, der ein 
Raumintegral über ein räumliches Gebiet mit einem Oberflächenintegral über die 
Oberfläche dieses Gebiets verknüpft. 

‘Wir betrachten einen Körper (V) (Abb. 96, S. 261), der von stückweise glatten 
Flächen | 

SB): 2=2l,Yy, (So): 2=Z,y) (=) 


und einer Zylinderfläche (3) begrenzt wird, deren Erzeugende parallel zur z-Achse 
sind. Die Leitkurve sei eine hokweise glatte geschlossene Kurve (K) in der 
x, y-Ebene. Sie begrenzt die Projektion (D) des Körpers auf diese Ebene. 

Wir nehmen an, daß im Gebiet (V) irgendeine Funktion R(x, y, z) definiert ist, 


die.nebst ihrer Ableitung = im ganzen Gebiet (V) einschließlich seines Bandes 
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stetig ist. Dann gilt \ 


SI 5 ie [] Rdıdy, (1) 


wobei (S) die Oberfläche des Körpers ist und das Integral rechts über deren äußere 
Seite erstreckt wird. 
Es gilt nämlich nach Formel (11*) aus Nr. 646 


JS 5 grtvae- [farar ä  dz 


202,9). 


-y Ra, y,Z(x, y)) dady— ff Rz, y, 20(x, y)) dxdy. 
(D) (D) 


Benutzen wir Oberflächenintegrale, so gilt auf Grund der. Formeln (3) und (3*) 
aus Nr. 635 


a tere [f Rx, y, 2) dzdy+ [f R(z, y, 2) dedy, 


(Sı) 


"wobei das erste Integral rechts über die pbere Seite der Fläche ($8,) und das zweite 
über die untere Seite der Fläche (S}) erstreckt wird. Die Gleichung bleibt richtig, 
wenn wir zur rechten Seite das Integral 


Sf Ra, y, 2) dzdy 
(53) 


über die äußere Seite von (S3) hinzufügen, weil dieses Integral gleich 0 ist (Nr. 635, 
Formel (5)). Fassen wir alle drei Oberflächenintegrale zu einem einzigen zusam- 
men, so kommen wir zu Formel (1), die einen Spezialfall des Satzes von OSTRO- 
GRADSKI darstellt. 

Der Leser hat wahrscheinlich schon bemerkt, daß diese Überlegungen denen ähn- 
lich sind, mit deren Hilfe in Nr. 638 die Formel (14) für das Volumen eines Körpers 
(V) hergeleitet wurde: Diese Formel ergibt sich aus Formel.(1) für R(x, y, 2)=z. 

Wie dort ist leicht einzusehen, daß die Formel (1) für die größere Klasse derjeni- 
gen Körper gilt, die sich in Teile des untersuchten Typs zerlegen lassen. Man kann 
ebenfalls beweisen, daß die Formel (1) ganz allgemein für Körper gültig ist, deren 
Oberfläche stückweise glatt ist. 

Der Beweis wird im Prinzip genauso geführt wie in Nr. 638 bei der Erweiterung 
des Gültigkeitsbereichs der Volumenformel. Wir fügen dem nur eine Bemerkung 


hinzu. Ist der Körper (V) selbst ein „Prisma“, das rechts etwa von der Fläche 


x=g(y, z) begrenzt wird, so läßt sich der in Nr. 638 dargelegte Gedanke nur dann 
oR 
auf den vorliegenden Fall übertragen, wenn die Funktionen R und = auch in 


einem gewissen Gebiet rechts von der genannten Fläche definiert und stetig sind 
(denn die einbeschriebene Polyederfläche kann auch etwas über die Grenzen des 
betrachteten Körpers hinausragen).!) 


1) In Wirklichkeit ist diese Voraussetzung für die Gültigkeit des Satzes unwesentlich. 


“ 
x 
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Analog zu (1) gelten die Formeln 


J J f  drdyde= j J Päydz, (2) 
[SS 5 dedydz= [f 94edz, ) 
(V) (5) 


wenn die Funktionen P und Q im Gebiet (V) nebst ihren Ableitungen — und 
4 se 

dy stetig sind. 

 Addieren wir die Formeln (1), (2) und (3), so kommen wir gerade zum Satz von 
ÖSTROGRADSKI: 


J, 1 f (+5 a +2) dd le J [ (Päydz+Qd2dz + Rdzdy). (4) 


Er Pue ein allgemeines IRRE AU zweiter Art über die äußere Seite 
einer geschlossenen Fläche durch ein Raumintegral über den Körper aus, der von 
dieser Fläche begrenzt wird. 

Wenn wir Oberflächenintegrale erster Art heranziehen, so kommen wir zu einer 
anderen, sehr gebräuchlichen und leicht zu merkenden Form des Satzes von OSTRO- 
GRADSKT: 


IS 3) drdvde= [| (PcosA+Qcosu+Rcosv)dS. (5) 


Hierbei a }), a und » die Winkel der ER Flächennormalen mit den Koordi- 
natenachsen. 


Bemerkung. Die Sätze von GAUSS, STOKES und OSTROGRADSKI haben einen ge- 
meinsamen Grundgedanken: Sie drücken ein Integral über ein geometrisches Ge- 
bilde durch ein Integral über den Rand des Gebildes aus. Dabei bezieht sich der 
Gaußsche Satz auf den Fall eines zweidimensionalen Raums, der Stokessche Satz 
ebenfalls auf den Fall eines zweidimensionalen, aber gekrümmten Raums, während 
sich der Satz von OSTROGRADSKI auf den Fall eines dreidimensionalen Raums be- 
zieht. 

Den Hauptsatz der Integralrechnung 


b 
S Fe) de=(b)— fa) 
& 
kann man als Analogon dieser Sätze für den eindimensionalen Raum ansehen. 


652. Anwendung des Satzes von Ostrogradski zur Untersuchung von Oberflächen- 
integralen. In irgendeinem offenen Gebiet (T) des dreidimensionalen Raums seien 
stetige Funktionen P, Q, R gegeben. Wir wählen eine beliebige geschlossene Fläche 
($), die in diesem Gebiet liegt und irgendeinen Körper begrenzt, und betrachten 
das Oberflächenintegral 


SS (Pdydz+Qdzdr + Rdrdy)=ff(PcosA+Qcosu+Rcosv)dS. (6) 
(5) (S) 
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Welchen Bedingungen müssen die Funktionen P,Q, R genügen, damit das I ntegral 
(6) in jedem Fall gleich O wird? 

Dieses Problem ist dem Problem analog, wann ein Kurvenintegral über eine 
geschlossene Kurve verschwindet (Nr. 601 und 641), das sich leicht mit Hilfe 
des Gaußschen oder das Stokesschen Satzes lösen ließ. Hier verwenden wir nun den 
Satz von OSTROGRADSKI und setzen natürlich voraus, daß die Ableitungen der 
Funktionen P,@, R, die in diesem Satz auftreten, existieren und stetig sind. 

Damit man das Recht hat, das Integral (6) nach dem Satz von OSTROGRADSKI 
zu transformieren, muß man jedoch auch im vorliegenden Fall dem zugrunde lie- 
genden Gebiet (7) eine gewisse Einschränkung auferlegen. Man muß nämlich 
fordern, daß mit jeder zu dem Gebiet (T) gehörigen einfachen geschlossenen Fläche (S) 
auch derjenige Körper (V) ganz zu (T)) gehört, den die Fläche ($) von außen begrenzt. 
Ein Gebiet, das diese Eigenschaft hat, nennt man (räumlich) einfach zusammen- 
hängend (vgl. Nr. 641). Das Wesen dieser Art des einfachen Zusammenhangs be- 
steht im Fehlen von „Löchern“, selbst von punktförmigen ; bezüglich eines Körpers, 
der sich nicht ins Unendliche erstreckt, könnte man einfach fordern, daß sein Rand 
eine einzige geschlossene Fläche ist (vgl. Nr. 659). Daher wird hier im Gegensatz zu 
den Aussagen über den „flächenartigen“ einfachen Zusammenhang in Nr. 641 der 
Torus einfach zusammenhängend, die Hohlkugel dagegen nicht. 

Der Satz von GAUSS-ÖSTROGRADSKI führt sofort auf die gesuchte Bedingung 

rat (B) 

Daß sie hinreicht, ist offenbar, daß sie notwendig ist, läßt sich leicht durch Dif- 
ferentiation des Raumintegrals nach dem Gebiet beweisen (Nr. 644, 8°). 

Analog zum Fall der Kurvenintegrale ist die Frage nach dem Verschwinden des 
Integrals über eine geschlossene Fläche gleichwertig mit der Frage nach der Unab- 
hängigkeit des Integrals über eine nichtgeschlossene Fläche, die in eine gegebene 
Kurve „eingespannt“ wird, von der Form der Fläche. Wir werden darauf nicht 
weiter eingehen. | 

Wir bemerken zum Abschluß, daß das Integral (6) von 0 verschieden sein kann, 
falls die Forderung der Stetigkeit der Funktionen P,@, R und ihrer Ableitungen 
in einem oder in mehreren Punkten von (7) verletzt ist, auch wenn die Gleichung 
(B) erfüllt ist. Allerdings kann man in diesem Fall leicht beweisen, daß das Integral 
(6) für alle geschlossenen Flächen (8), die eine bestimmte Singularität umfassen, 


den gleichen Wert hat (vgl. Nr. 562). 
Dies alles wird in Nr. 653 am Beispiel des Gaußschen Integrals erläutert. 


653. Das Gaußsche Integral. So nennt man das Integral 


° fr cos(r,n) q 


r2 S, 


G= 
(5) 
wobei r die Länge des Radiusvektors ist, der einen festen Punkt A(£,n,d) mit dem 


variablen Punkt M(z, y, z) der Fläche verbindet: 
r=/@-82+y-m?+@-9° 
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Mit (r, n) wird der Winkel zwischen diesem Radiusvektor und der Flächennormale im 
Punkt M bezeichnet. Dabei wird die Fläche (S) als zweiseitig vorausgesetzt, und die 
Normale entspricht einer bestimmten Seite der Fläche. 
Sind cos A, cos u, cos v die Richtungskosinus der Normalen, so gilt 
cos (r, n) =cos (x, r) cos A+cos (y, r) cosu+cos (z, r) cos v 
— _ z—[L 
© 0084 cos u +— 


Also läßt sich das Gaußsche Integral folgendermaßen schreiben: 


= [ [ ("5° eos 14 


cCOoOSVY. 


ZZ — 
cos 1 +7 00 ‚) ds 


(5) 
"(2=5 y-n 2-[ 
-[f{ 3 dydz + mr dzdr + 3 drdy). 
en. (5) 
Hier ist 
5 y—n Zu 
P= a Q= CHE R=—;- : 
so daß 


9P ı 3@-92 29Q_1 3W-mM? AR 1 3@-0° 


0m Te m ° y r? 3’ 02 gr? r5 


wird. Man kann leicht nachprüfen, daß die Bedingung (B) im ganzen Raum erfüllt ist, 
ausgenommen den Punkt A(£&, n, £), in dem die Funktionen P,Q, R unstetig sind. Da- 
her ist das Gaußsche Integral über eine geschlossene Fläche gleich 0, wenn die Fläche 
den Punkt A nicht umfaßt. Dagegen hat das Integral für alle Flächen, die diesen Punkt 
im Inneren enthalten, ein und denselben Wert. Dieser ist leicht zu finden, wenn man 
beispielsweise als Fläche (S) die Kugelfläche vom Radius R um den Punkt A wählt. 
Hier hat der Radiusvektor der Kugelpunkte konstante Länge, und seine Richtung 


stimmt mit der Richtung der äußeren Kugelnormalen überein, so daß cos (r, n) =1 ist. 
Wir erhalten 


(5) 


das ist der Wert des Gaußschen Integrals für alle Flächen, die den Punkt 4 einschließen. 

Alle diese Ergebnisse lassen sich auch leicht unmittelbar beweisen, wenn man von der 
geometrischen Bedeutung des Gaußschen Integrals als Maß für den Raumwinkel!) aus- 
geht, unter dem die Fläche (S) vom Punkt A aus sichtbar ist. 

Um das zu beweisen, nehmen wir zunächst an, die Fläche (S) schneide jeden vom 
Punkt A ausgehenden Strahl nicht mehr als einmal. Die Normale n sei nach der Seite 
gerichtet, die dem Punkt A entgegengesetzt ist. Wir nehmen ein Element (dS) der 
Fläche (S), wählen darauf einen Punkt M und legen durch diesen Punkt eine Kugel- 
fläche, deren Mittelpunkt der Punkt A ist. Projiziert man das Element (d,S) von A aus 
auf die erwähnte Kugelfläche, so wird der Inhalt der Projektion gleich 2) cos (r, r) ds, 
so daß der Inhalt der Figur, die durch die von A ausgehenden Sehstrahlen auf der 


1) EinTeil des Raumes, der von einer Kegelfläche begrenzt wird, heißt ein Raumwinkel; 
die Kegelspitze ist der Scheitelpunkt des Winkels. Legt man um die Spitze eine 
Kugelfläche vom Radius 1, so schneidet die erwähnte Kegelfläche aus ihr eine Figur 
heraus, deren Inhalt ein Maß für den Raumwinkel ist. 

2) Dabeinehmen wir näherungsweise sowohl das Element (dS) als auch seine Projek- 
tion alseben an und benutzen die Formel für die orthogonale Projektion (und nicht die 


Zentralprojektion). Für hinreichend kleine Elemente (dS) wird aber auch der hier 
zugelassene relative Fehler beliebig klein. 
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Einheitskugel ausgeschnitten wird, gleich 


cos ni n) ds 
r 

wird. Das ist gerade der Raumwinkel, unter dem das Element (dS) sichtbar ist. Ein Maß 

für den Sehwinkel der ganzen Fläche (S) ist die Summe aller Winkelelemente, d.h. das 

Integral @. 

Wenn die Fläche (5) die von A ausgehenden Strahlen in mehr als einem Punkt schnei- 
det, aber in Teile zerlegt werden kann, von denen jeder diese Strahlen in höchstens einem 
Punkt schneidet, so braucht man nur die Gaußschen Integrale zu addieren, die sich auf 
diese Teile beziehen. 

Wie üblich wird eine bestimmte Seite der Fläche gewählt, und die Normalenrich- 
tung n entspricht dieser Wahl. Dann ist diese Normale für gewisse Teile der Fläche nach 
der “A entgegengesetzten Seite gerichtet, und der Sehwinkel wird positiv; für die an- 
deren Teile jedoch, für die die Normale A zugewandt ist, wird dieser Winkel negativ. 
Das Gaußsche Integral ist die algebraische Summe dieser Sehwinkel. 

Aus der geometrischen Deutung des Gaußschen Integrals folgt unmittelbar, daß 
G =4r ist, wenn die Fläche ($) geschlossen ist und der Punkt A im Inneren des von ihr 
eingeschlossenen Gebiets liegt. Liegt dagegen der Punkt außerhalb dieses Gebiets, so 
heben sich die Sehwinkel verschiedenen Vorzeichens gegenseitig auf, und es ist @=0. 

Liegt der Punkt A auf der Fläche (,$) selbst, so wird das Gaußsche Integral uneigent- 
lich. Wie man leicht sieht, ist @=2r, wenn die Fläche ($) im Punkt A eine bestimmte 
Tangentialebene hat. 


654. Beispiele. 
1. Man transformiere folgende Oberflächenintegrale nach dem Satz von OSTRO- 


GRADSKIT: 
(a) I (= Äi j (z?2dydz + y?dzdx +2’dıdy) , 


(b) I3 1 Yx2+9y2+ +22 (cosA-+cosu-+cosv) dS, 
(c) I, = = (zdydz +ydzdxz +zdrdy). 


Man nn dabei an, daß die Fläche (5) den Körper (V) begrenzt. 
Lösung. (a) J, =2 HI (c+y+z)dV, 


(b) I,= J| J f = + +2 dV, de) Is=3V (vgl. Nr. 638, Formel (16)). 
Yx2 +7 +y? 2,22 
2. Man on mit Hilfe des Satzes von OSTROGRADSKI die Formeln 


(a) I Audıdydz = IIE- —dsS, 
® £ | f rtsinte=- IS era at ee 


du gV 
(c) If (vAu -udv) zuiyie= [| (oe 2) ds. 
(V) (5) 


Dabei sei 


_97 Pal ne of _H of of 
und unter n verstehe man die äußere Flächennormale. 
Hinweis. Die Lösung dieser und der folgenden Aufgaben ist der Lösung der Auf- 


gaben 5, 4, 5, 6 und 7 aus Nr. 602 völlig analog. 
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3. Eine Funktion u, die im Gebiet (V) nebst ihren Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetig ist und dort der Gleiehung Ju =0 genügt, heißt in diesem Gebiet har- 
monisch. Man beweise, daß eine harmonische Funktion dadurch charakterisiert wird, 
daß die Bedingung 


u 
Sn as- 


(S) 
für jede im Gebiet (V) enthaltene geschlossene Fläche (5) erfüllt ist. 

4. Man beweise folgende Behauptung: 

Ist die Funktion u in einem abgeschlossenen Gebiet (V) harmonisch, so werden thre 
Werte im Innern des Gebiets eindeutig durch ihre Werte auf der Oberfläche (S) dieses Gebiets 
bestimmt. 

5. Es sei u eine harmonische Funktion im Gebiet (V), (zo, %0 20) irgendein innerer 


Punkt dieses Gebiets und (Sr) die in (V) gelegene Kugelfläche vom Radius R um den 
Punkt (zo, %0 20). Dann gilt 


1 
ulxg, Yo» 4) ArR2 ff u(z, Y, z) dS. 
(Sp) 
Man beweise diese Formel. 


1 
Hinweis. Vgl. den Beweis von Nr. 602, Beispiel 6; nur muß man hier v=-— als har- 
monische Hilfsfunktion nehmen, wobei a 


r=VY(& -20)2+(y-y0)?+(2-20)? 
ıst.. 
6. Man beweise, daß eine Funktion u(z, y, 2), die in einem abgeschlossenen Gebiet (V) 
stetig und im Innern dieses Gebiets harmonisch ist, ihr Maximum (Minimum) nicht im 
Inneren des Gebiets annehmen kann (wenn sie nicht konstant ist). 


Benutzt man dies, so kann man das Ergebnis von Beispiel 4 ähnlich verschärfen, wie 
das in Nr. 602, Beispiel 7, geschehen ist. 


7. Man beweise, daß sich eine starre geschlossene Fläche, die einem allseitigen gleich- 
mäßigen Druck ausgesetzt ist, im Gleichgewicht befindet. 
Zu diesem Zweck beweisen wir, daß der Gesamtvektor und das Gesamtmoment (be- 


züglich eines beliebigen Punktes) des ganzen Systems der auf die Fläche ausgeübten 
Kräfte gleich 0 sind. 


Wir wählen ein Flächenelement (d,S) aus. Bezeichnen wir mit p=const den Druck, 
d.h. die Kraft, die auf eine Flächeneinheit wirkt, so hat das Kraftelement, das senk- 
recht auf das Element (d,S) wirkt, in Richtung der Koordinatenachsen die Komponenten 


-p cosAdSs, —-pcosuds, —-pcosvdS (7) 


(das Minuszeichen ist deshalb gesetzt worden, weil der Druck nach innen gerichtet ist, 
während 4, u und » die Winkel der äußeren Normalen mit den Koordinatenachsen sind). 

Die Komponenten R,, R,, R, des Gesamtvektors erhält man durch Summation aus 
den Komponenten (7) der Kraftelemente: 


R;,=-pffceosAdsS, R,=-pJSfcosuds, R,=-p/ffeosvdS$. 
(5) (5) (5) 


Alle diese Integrale sind aber gleich 0; das sieht man aus dem Satz von OSTRO- 
GRADSKI, wenn man in ihm 
P=1, Q=R=0; Q=1, P=R=0; R=1, P=Q=0 
setzt. Also ist der Gesamtvektor des Drucks gleich 0. 


Zur Bestimmung des Gesamtmoments des Systems der Kraftelemente, etwa bezüg- 
lich des Koordinatenursprungs, summieren wir die Komponenten der Momente dieser 
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Kraftelemente in Richtung der Koordinatenachsen: 


pP (zcosu —ycos») dS, P (2 c0o8vy—zcosA)dS, p(ycosA—xcosu) dS.1) 
Also sind die Komponenten des Gesamtmoments des Drucks bezüglich des Koordinaten- 
UrSPrUNgS 
-=Pp RG c08 u —ycos»)dS, L,=p SS (ze cosv—-zcosA)dS, 
($) (5) 


L,=p Sf(ycosA-xcosu)dS. 
(S) 


Wählen wir im Satz von OSTROGRADSKI P=0,Q=pz, R= —py, so erhalten wir L,=0. 
Ebenso kann man leicht zeigen, daß auch L,=L,=0 ist. Das Gesamtmoment des Drucks 
(bezüglich des Koordinatenursprungs) ?st gleich 0. Damit ist der Beweis abgeschlossen. 


8. Als letztes Anwendungsbeispiel für den Satz von OSTROGRADSKI führen wir eins 
der Grundgesetze der Hydrostatik an, nämlich das Archimedische Gesetz. 

Taucht man ein Flächenstück in eine Flüssigkeit ein, so ist der Druck der Flüssigkeit 
auf dieses Stück bekanntlich senkrecht zu diesem gerichtet und gleich dem Gewicht der 
Flüssigkeitssäule, deren Grundfläche dieses Flächenstück und deren Höhe die Ein- 
tauchtiefe dieses Flächenstücks ist. Wir nehmen nun an, daß ein starrer Körper in die 
Flüssigkeit eingetaucht ist; auf jedes Element (dS) seiner Oberfläche ($) drückt die 
Flüssigkeit nach dem angegebenen Gesetz. Es sollen die Resultierende aller Druckele- 
mente und ihr Angriffspunkt bestimmt werden. 

Zur Lösung der Aufgabe wählen wir das Koordinatensystem so, daß die x, y-Ebene 
mit der Flüssigkeitsoberfläche zusammenfällt und die z-Achse senkrecht nach unten ge- 
richtet ist. 

Die Dichte der Flüssigkeit sei gleich o und die Eintauchtiefe des Elements (d,S) 
gleich z; dann ist der auf dieses Element ausgeübte Druck ozdS, und seine Komponen- 
ten bezüglich der Koordinatenachsen sind 

—02cosAds, —02cosudo, -0zcosvdS. 
Daher gilt für die Komponenten der Resultierenden bezüglich der Achsen 
R,=-offzcosAdsS, R,=-o/fSfzcosuds, R,=-ofSfzcosvdS. 
(5) (5) (5) 
Mit Hilfe des Satzes von OSTROGRADSKI erhält man, wie im vorigen Beispiel, leicht 
R,=R,=0, R=-efffdaV=-eV. 


L4 
Also ist die Resultierende des Diske senkrecht nach oben gerichtet und gleich dem Ge- 
wicht der von dem Körper verdrängten Flüssigkeitsmenge. 

Wir betrachten nun die Momente der Kraftelemente bezüglich des Schwerpunkts 
C(E,n, &) des Körpers (hier und im weiteren meinen wir den Schwerpunkt des geometri- 
schen Körpers bei homogener Massendichte; er braucht nicht mit dem Schwerpunkt des 
physikalischen Körpers übereinzustimmen). Diese Momente haben folgende Kompo- 
nenten bezüglich der Koordinatenachsen: 

oz [(2—£) cosu -(y—n) cosv] ds, oz [(x -£) cosv -—(z2-{) cosA] dS, 
oz [(y—n) cos A—(z —-£) cosu]dS. 
Für die Komponenten des Gesamtmoments (bezüglich des Punktes C) erhalten wir 


Le=e [I E[e-8) cosu-(y-m) eos r]d8, 
) 
L,=e Sf z[(x -£) cosv—(z—{) cos A] ds, 
(5) s 
L,=o Sf z[(y—-n) cosA-(z-£) cosu]dS. 
(5) 


1) Wir erinnern daran, daß eine Kraft mit den achsenparallelen Komponenten X,Y,Z, 
die im Punkt (z, y, z) angreift, im Punkt (£, n, £) ein Moment mit den Komponenten 


L,=y-nN)Z-@-9V, I=@-)X-(@-92, L=@-HY-YW-mM)X 


hervorruft. 
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Durch Anwendung des Satzes von OSTROGRADSKI auf das erste Integral finden wir 


IP - Br %2(y-m] ıy _ «/[fe- ee 2 [nr -S[Ier]-o 


denn das Integral fff ydV ist das statische NER bezüglich der x, z-Ebene und gleich 
v) 
nV. Analog beweist man, daß L,=0 ist, und schließlich ergibt sich unmittelbar auch 


Also ist das Gesamtmoment des Drucks bezüglich des Schwerpunkts des Körpers gleich 0. 
Fassen wir diese Aussage mit dem oben bewiesenen Satz über die Resultierende zu- 
sammen, so kommen wir zu folgendem Schluß: Auf einen Körper, der ın eine Flüssig- 
keit eingetaucht ist, übt diese Flüssigkeit eine Kraft aus, die gleich dem Gewicht der von 
dem Körper verdrängten Flüssigkeitsmenge ist; diese Kraft greift im Schwerpunkt des 
(geometrischen) Körpers an und ist senkrecht nach oben gerichtet. 


S3.  Variablentransformation in Raumintegralen 


655. Abbildung von Räumen und krummlinige Koordinaten. .Die in Nr. 603 im 
Zusammenhang mit der Abbildung ebener Gebiete entwickelten Gedanken lassen 
sich in natürlicher Weise auch auf den Fall räumlicher Gebiete übertragen. 

Gegeben seien ein Raum, der auf ein kartesisches Koordinatensystem x, y, 2 
bezogen ist, und ein anderer Raum mit einem Koordinatensystem £,n,. Wir 
betrachten zwei abgeschlossene Bereiche (D) und (A) in diesen Räumen, die von den 
Flächen ($) bzw. (2) begrenzt werden, die wir stets als stückweise glatt voraus- 
setzen wollen. Wir nehmen an, daß zwischen (D) und (A) eine eineindeutige stetige 
Beziehung besteht, die durch die Formeln 


z=r(&,nd),  y=yand), 2=z(&,n,l) (1) 
realisiert wird. Hierbei entsprechen notwendigerweise den Punkten der Fläche (2) 
gerade die Punkte der Fläche (S), und umgekehrt. 

“ Die Funktionen (1) sollen im Gebiet (4) stetige partielle Ableitungen besitzen; 
dann ist auch die Funktionaldeterminante 

Die, %, 2) 

D57n9) en 
eine stetige Funktion in (A). Wir werden auch hier (vgl. Nr. 603) annehmen, daß 
diese Determinante stets von O verschieden ist, also das Vorzeichen nicht wechselt. 

Wenn wir im Gebiet (A) eine stückweise glatte Fläche 


E=Eu,o), menu),  L=Luo) (3) 
wählen (die Parameter sollen ein gewisses Gebiet (Z) der u, v-Ebene durchlaufen), 


so bilden die Formeln (1) diese auf eine ebenfalls stückweise glatte Fläche im Gebiet 
(D) ab. Diese Fläche hat die Gleichung 


z=x(£(u, v), n(u, v), &(u, v))=x(u, v), y=y(u, dv), z=z(u,v). (4) 
Wir beschränken uns auf den Fall einer glatten Fläche (3): Auf ihr existieren keine 
singulären Punkte, so daß die Funktionaldeterminanten 


Din, &) D(?, &) D(£, n) (0) 
D(w, v)’ D(w, v) ’ D(u, v) 
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nicht gleichzeitig verschwinden. Ob auch auf der Fläche (4) keine singulären Punkte 
existieren, muß erst geprüft werden. 


Nach Formel (6) auf Nr. 204 gelten die folgenden bezüglich der Größen (5) 
linearen Gleichungen: | 


D(y,2) _DW,2) Din)  Diy, 2) |DI&,$) Diy, 2) DI(&, n) 

D(u,v) Din) D(u,v) DIL, 5) D(u,v) D(£,n) D(u, v)’ 

D(z,x)_Diz,=) Din,!) Diz,«) Di, 9 Die,x) DIE, n) 

D(u,v) Dim ©) D(u,v) D(L,&) D(u,v) D(E,n) D(u, v) ’ 

Diz,y) _De&,y) Did) Die, y) Did) Dia, y) D(5, n) 

D(u,v)  D(n,) Diu, v) "Di, &) D(u, v) "D(&, n) D(u, v) ' 
Die Determinante aus den Koeffizienten dieser Größen, d.h. aus den Adjunkten 
der Elemente der Determinante (2), ist nach einem bekannten Satz der Algebra 
gleich dem Quadrat von (2) und daher gleichzeitig mit (2) von O verschieden. Wären 
die linken Seiten der angegebenen Gleichungen in irgendeinem Punkt (u, v) gleich- 
zeitig 0, so wären auch alle drei Determinanten (5) gleich 0, und das widerspräche 
unserer Annahme. | | 

Die Zahlen £, n, £, die die Lage eines Punktes im x, y, z-Raum eindeutig charakte- 
risieren, nennt man krummlinige Koordinaten dieses Punktes. Die Punkte des 
x, y, z-Raums, in denen eine dieser Koordinaten einen festen Wert hat, bilden eine 
Koordinatenfläche. Insgesamt existieren drei Systeme von Koordinatenflächen ; 
durch jeden Punkt des Gebiets (D) geht je eine Fläche eines jeden Systems. 

Das alles gilt übrigens nur unter der Voraussetzung, daß die Beziehungen zwi- 
schen (D) und (4) streng eineindeutig sind. In der Praxis ist diese Eineindeutigkeit 
oft verletzt. 

656. Beispiele. 


1. Zylinderkoordinaten setzen sich zusammen aus Polarkoordinaten in der x, y-Ebene 
und der gewöhnlichen kartesischen z-Achse (Abb. 110). Die Formeln, die sie mit den 
kartesischen Koordinaten verbinden, lauten 


x=0c0s9, y=osind, z=2. 
Diese Formeln bilden das Gebiet 
0=zso<+o, 0=09<27, -o<2z<+o 


auf den ganzen x, y, 2-Raum ab. Wir bemerken jedoch, dab die Gerade e =(0, z=z auf 
den einzigen Punkt (0, 0,z) abgebildet wird; dadurch wird die Eineindeutigkeit der 
Beziehung dort verletzt. 
Die Koordinatenflächen sind im vorliegenden Fall: 
(a) e =const — Zylinderflächen mit Erzeugenden, die parallel zur z-Achse sind; die 
Leitkurven sind Kreise in der x, y-Ebene um den Koordinatenursprung; 
(b) 6 =const — Halbebenen durch die z-Achse; 
(6) z=const — Ebenen, die parallel zur x, y-Ebene sind. Die Funktionaldeterminante 
der Abbildung ist 
cos6 sind O0 
J=| -osin® ocos® 0 
0 0 1 


Schließt man den Fall oe =0 aus, so ist die Funktionaldeterminante durchweg positiv. 


co6 sind | _ 


-sin® cos0 | ° 


a 


2. Kugelkoordinaten, auch räumliche Polarkoordinaten genannt, sind mit den karte- 
sischen Koordinaten durch die Formeln 
z=rsing cos 6, y=rsin sin 6, z=rCcosp 
((zr<+%,0=29=n, 0=0=2r) 
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verknüpft. Die geometrische Bedeutung der Größen r, 9 und Ö ersieht man aus der 


Abb. 111; r ist der Radiusvektor OM, der den Koordinatenursprung (Pol) mit dem ge- 
gebenen Punkt M verbindet; 9 ist der Winkel, den dieser Radiusvektor mit der 2-Achse 
(Polarachse) bildet; 6 ist der Winkel, den die x-Achse mit der Projektion OP =r sin p des 
Radiusvektors auf die (zur Polarachse senkrechte) x, y-Ebene bildet. 


Abb. 110 Abb. 111 


In diesem Fall ist wieder die Eineindeutigkeit der Beziehung verletzt: Die Ebene 
r=0 des r, 9, 6-Raums wird auf den Koordinatenursprung £=y=z=0 abgebildet, 
und die Gerade g=0 (=r), r=r wird auf den einzigen Punkt z=y=0, z=r abgebildet. 

Die Koordinatenflächen bilden drei Systeme: 

(a) r =const — konzentrische Kugeln um den Koordinatenursprung; 

(b) $=const — Kreiskegel, deren Achse die z-Achse ist; 

(c) 8 =const — Halbebenen durch die z-Achse. 

Die Funktionaldeterminante dieser Transformation ist 


sin9c0os6 singpsin COS 
J=| rcospcos® rcospsin® -rsinp|=r?sing. 
-rsinpgsin® rsing@cos® 0 


Die Funktionaldeterminante ist positiv mit Ausnahme der oben erwähnten Fälle r=0 
oder 9=0 (=r). In diesen Fällen wird die Funktionaldeterminante gleich 0. 


3. Die Abbildung des Raumes auf sich selbst nach den Formeln 


S n C 
Te 90593 1,1, 9,1599 TEE T! 
++ prima Rimrıe 
(£?+n?+{2>0) ist eindeutig umkehrbar: 
x Yy z 
= NZ’ NT rg?’ CS Lg 
z?+y?+2 x? +y?-+2 x? +y? +2 
Man nennt sie wie im ebenen Fall (Nr. 604, Beispiel 2) Inversion (Transformation 
durch reziproke Radien). Sie besitzt eine anschauliche geometrische Deutung; wir 
überlassen es dem Leser, diese zu geben und die dieser Abbildung entsprechenden drei 
Systeme von Koordinatenflächen zu finden. 


4. Elliptische Koordinaten. Wir betrachten das folgende System von konfokalen und 
koaxialen Flächen zweiter Ordnung: 

22 2 22 R 

Dre DE: e 


Es besteht aus Ellipsoiden (für A>k), einschaligen Hyperboloiden (für k>A>h) und 


schließlich aus zweischaligen Hyperboloiden (für 0<A<h). 


Durch jeden Raumpunkt (x, y, z), der nicht auf den Koordinatenebenen liegt, geht je 
eine Fläche von jedem Typ. Die linke Seite der aus (*) folgenden Gleichung 


A2 (A? —h2) (A2 —K2) —(A2—R2) (A2—k2) 22 — 22 (12-2) y2 42 (A202) 22=0 


! 
ist nämlich negativ für A=0, positiv für A=h, wieder negativ für A=k und schließlich 
positiv für große A. Hieraus folgt, daß die Gleichung drei positive Wurzeln hat: die erste 
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A>k (das entspricht einem Ellipsoid), die zweite 4 <k, aber > (sie liefert ein einschali- 
ges Hyperboloid), die dritte v<h (zweischaliges Hyperboloid). 
Benutzen wir die Eigenschaften 
22 +u2+92=r22+y?+2?2+h?+k2, 
424? +02 +9222=(h?+k2) 22 + k2y2+h%224+h2k?, 
A2u2v? =h?k3x? 
der Wurzeln der obigen Gleichung, die wir als kubische Gleichung für A? auffassen kön- 
nen, so finden wir 


ji 2 _n2 (u? —h2\ (h2 _n2 
ae NRZRN rie) R—r) 
hk hYk2—h2 , 
2 _LNIE2 EN {2 —_y2 
zu za Ra) (kr) (Erd) 
kYk2—nh? 


Beschränken wir uns auf den ersten Oktanten der Koordinaten, so dürfen wir in diesen 
Formeln nur das positive Vorzeichen beibehalten. Die Zahlen A, u und v kann man als 
krummlinige Koordinaten der Punkte dieses Oktanten ansehen. Man nennt sie ellip- 
tische Koordinaten. Die drei Systeme von Koordinatenflächen sind gerade die Systeme 
der Ellipsoide, der einschaligen Hyperboloide und der zweischaligen Hyperboloide, von 
denen oben die Rede war. j 

Die Funktionaldeterminante hat die Gestalt 


I- (42 — u2) (42 —v2) (u? v2) BE 
Var 12) (A2—%%) („2 =12) (B?— 2) (AP?) (2-72) 
657. Ein Ausdruck für das Volumen in krummlinigen Koordinaten. Wir kehren zu 
den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Nr. 655 zurück und stellen uns die 
Aufgabe, das Volumen des (beschränkten) Körpers (D) im x, y, z-Raum durch ein 
Raumintegral über den entsprechenden Körper (4) im, n, -Raum auszudrücken.) 
Das gesuchte Volumen drücken wir zunächst durch ein Oberflächenintegral 
zweiter Art über die äußere Seite der Oberfläche ($) aus (vgl. Nr. 638, Formel (14)): 
D=/[fzdıdy. 
(5) 
Wir werden versuchen, hiervon zu einem gewöhnlichen Flächenintegral überzu- 
gehen. 

Wir gehen von der Parameterdarstellung (3) der Fläche (3) aus (uw, v durchlaufen 
das Gebiet (E) der u, v-Ebene). Dann liefern die Gleichungen (4) offenbar die Fläche 
(S). Setzen wir 
_ Di, y) 
 D(u, v) ’ 
so gilt nach Formel (8) aus Nr. 636 


D=/ff2Cdudv. 
(E) 


© 


1) Wie in Nr. 605 setzen wir hier zusätzlich die Existenz und Stetigkeit gewisser par- 
tieller Ableitungen voraus, etwa von 


Bon Uns no Yen Inc | PR 
das erleichtert den Beweis, ist aber für die Gültigkeit desEndergebnisses unwesentlich. 


20 Fichtenholz III 
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Dabei ist das Integral mit dem positiven Vorzeichen zu nehmen, wenn die Orien- 
tierung der Fläche ($), die zur äußeren Seite von (S) gehört, der Orientierung der 
u, v-Ebene entspricht, was man stets voraussetzen kann (Nr. 620, 621). 

Da x,y durch £&, n,£ mittelbar von uw, v abhängen, gilt nach einer bekannten 
Eigenschaft von Funktionaldeterminanten (Nr. 204, Formel (6)) 


_D(e, y) D(&,n) Die, y) Din, d) Die, y) DH) 
 D(&, n) D(u, v) " Din, &) D(u, ©)" DIE, E) Diu, v) 
Setzen wir diesen Ausdruck für C in das oben erhaltene Integral ein, so finden wir 


D(z, y) D(&, n) gu y) Din, &) Die,y) D(G, 5) 
I= -/ J: I n) D(u, v) I Dm, &) D(u, v) " Di£, €) Diw, | ER: (6) 


Wir RAR dieses Integral mit dem folgenden Oberflächenintegral zweiter 
Art über die äußere Seite der Fläche (2): 
Day | Die, y) D(z, y) 
: DE, nn edn+z.,, [2 dnd? + +99 azat| j (7) 

Wenn wir diene ausgehend von den Parametergleichungen (3), nach einer Formel, 
die zu Formel (10) aus Nr. 636 analog ist, in ein gewöhnliches Flächenintegral trans- 
formieren, so kommen wir gerade zum Integral (6). Einzig und allein im Vorzeichen 
können sich die beiden Integrale unterscheiden: Entspricht die Orientierung der 
u, v-Ebene derjenigen Orientierung der Fläche (F), die zu deren äußerer Seite ge- 
hört, so sind die Integrale gleich, andernfalls unterscheiden sie sich durch das Vor- 
zeichen. 

Schließlich kann man nach dem Satz von OSTROGRADSEKI vom Integral (7) 
zu einem Raumintegral über das Gebiet (A) übergehen: 


Ealkz Die, y) De,y)] 2 [,D@, >|) 
D= = 12; ng o 
2). J alwolt nes zlene,| an 
Der aa 1aBt sich in folgender Gestalt schreiben: 


92 Dix,y) 92 Dia,y) | dz D(x, y) 9 Die,y) 9 Dia,y) 9 Dia,y) 
dE Din, &) " 8n Di, 9 "88 Die,n) " " |dE Din, O) "m DE,H TOED(E, m|' 
Die Summe außerhalb der Klammer ist gleich der Funktionaldeterminante 
02 0% 0% 
dE on Fa 
Die, y,2) _|0y dy dy 


D(e,n,0 |dE Mm 38)’ 
02 0 


EEE m &% 
davon überzeugt man sich leicht durch Entwicklung dieser Determinante nach 
den Elementen der letzten Zeile. Dagegen ist die Summe in der eckigen Klammer 
gleich 0; das zeigt man durch direktes Ausrechnen.!) 


i) Offenbar ist 
0 Die, y) _ 9% DU 0% 92y _ 9% 04 0% 0924 
dE D(n,) md dL "Om HLdE ALaE Im IE ImdE 
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Also kommen wir zu der Formel 


Zn] en v2) dtdnde. 


Beachten wir, daß nach Voraussetzung die Funktionaldeterminante ihr Vorzeichen 
beibehält und dieses also auch dem Integral erteilt, so wird klar (weil wir hier D>0 
annehmen), daß das Vorzeichen vor dem Integral mit dem Vorzeichen der Funk- 
tionaldeterminante übereinstimmen muß. Das gibt uns das Recht, das erhaltene 
Ergebnis in der endgültigen Form 


D(z, %, z) 
22 J; J S Br ER; ie (9) 
oder | 
DJ JE, n, &)] dedndd (8*) 
(4) 


zu schreiben, wenn man die Funktionaldeterminante der Kürze halber mit J(£, n, £) 
bezeichnet. 
Den Ausdruck 


5 Y, 2) 
Dis, n,) 
unter dem Integral nennt man gewöhnlich Volumenelement in krummlinigen Ko- 
ordinaten. 


dödnd&=|J(E, n, &)]| deEdndd 
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1°. Auf den Flächen (2) und ($) hatten wir bestimmte Seiten ausgezeichnet, 
und zwar die äußeren bezüglich der von ihnen begrenzten Körper. Dadurch wurden 
für die genannten Flächen auch bestimmte Orientierungen festgelegt (Nr. 620). 
Wenn ein Punkt auf der Fläche (£) eine einfache geschlossene Kurve durchläuft, 
die die Fläche zerlegt, und wenn wir uns auf ein beliebiges der beiden von ihr be- 
grenzten Gebiete festlegen, so beschreibt der ihm nach den Formeln (1) entspre- 
chende Punkt auf der Fläche (S) eine ebensolche Kurve, wobei man diesmal keine 
Auswahl des Gebiets durchzuführen hat; denn diese Wahl ergibt sich schon von 
selbst aus der gleichen Zuordnungsvorschrift (1). Ist der Umlaufsinn der ersten Kurve 
vom Standpunkt der Orientierung der Fläche (2) etwa positiv, so kann der Umlauf- 
sinn der zweiten Kurve, bezogen auf die Orientierung der Fläche ($), sowohl posi- 
tiv als auch negativ sein. Im ersten Fall werden wir sagen, daß die Orientierungen 
beider Flächen einander bezüglich der Transformationsformeln entsprechen, und 
im zweiten Fall, daß sie einander nicht entsprechen. 


9 Dia,y)_ 9% y dr 0 die dy dm 0% 
9n DIE, E) dLCan dE "9 9E0n _9Edn 9% 9& 960m ’ 
0 D(z,y) 0x dy 0% y 9% 9, 0x 9Yy 


a — ı—— 


0% DiE,n) 080L Om ' ÖE Omdt mot dE Im dEOL 
Durch Addition dieser Gleichungen wird die rechte Seite identisch gleich 0. 


20* 
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Da wir von vornherein angenommen haben, daß die Orientierung der Fläche (8) 
der Orientierung der u, v-Ebene entspricht, tritt der eine oder der andere Fall ein, 
je nachdem, ob die Orientierung der Fläche (F) der Orientierung der u, v-Ebene ent- 
spricht oder nicht. Damit war seinerseits die Wahl des einen oder des anderen Vor- 
zeichens vor dem Integral in der Formel für das Volumen verbunden. Zum Schluß 
hatten wir jedoch erkannt, daß das erwähnte Vorzeichen mit dem Vorzeichen der 
Funktionaldeterminante übereinstimmt. 

‘Durch Zusammenfassung dieser Aussagen kommen wir zu folgendem Schluß: 

"Je nachdem, ob die Funktionaldeterminante positiv oder negativ ist, entsprechen 
die Orientierungen der Flächen (2) und (S) bezüglich der Transformationsformeln (1) 
einander oder nicht. 


2°. Durch Anwendung des Mittelwertsatzes auf die Formel (8*) erhalten wir 


wobei (£,7,£) ein bestimmter Punkt des Gebiets (A) ist und A das Volumen dieses 
Gebiets. Hieraus kann man leicht herleiten, daß dann, wenn sich das Gebiet (4) 
auf den Punkt (£, n, £) zusammenzieht, 


J& 7, 91=lim 7 


wird (vgl. auch Nr. 644, 8°), so daß der absolute Betrag der Funktionaldetermi- 
nante der Ausdehnungskoeffizient (Verzerrungsfaktor) des £, n, {-Raums (in einem 
gegebenen Punkt) bei seiner Abbildung in den x, y, z-Raum ist. 


3°. Die Formel (8) [(8*)] wurde unter gewissen Voraussetzungen hergeleitet 
(umkehrbar eindeutige und stetige Zuordnung zwischen den Gebieten (D) und (A) 
usw.). Jedoch kann man ‚(wie in Nr. 606, 4°) zeigen, daß die Verletzung der Voraus- 
setzungen in einzelnen Punkten, Linien oder Flächen die Gültigkeit dieser Formel 
nicht berührt, wenn nur die Funktionaldeterminante beschränkt oder zumindest 
(eventuell im uneigentlichen Sinne) integrierbar bleibt. 


659. Geometrische Herleitung. Den Beweis der Formel (8) kann man auch auf rein 
geometrischen Überlegungen aufbauen (die auch hier ‚zum ersten Mal von M. W. 
ÜSTROGRADSKI formuliert wurden; vgl. Nr. 607). Dem „unendlich kleinen“ recht- 
winkligen Parallelepiped im £, n, 2-Raum mit den Seiten d&, dn, d£ entspricht im 
x, y,2-Raum das Körperelement zwischen den Koordinatenflächen ,„£“ und 
„&+d$”, „n“ und „n+dr“, „Z“ und „Z+d£“, das man angenähert als schiefwinkliges 


Parallelepiped ansehen kann. Sein Volumen ist gleich dem sechsfachen Volumen des 
Tetraeders mit den Eckpunkten 


P,(, Y; 2); P5 (z+% dE, Yin z de, 2455 5. de), 
P,(2+2 ei = din, y+ 5 z dE+ 5 dn,2+% dE+ dn), 


2l as an +? dt, : urn de In lan. Bar Han) 
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Es wird nach einer bekannten Formel der analytischen Geometrie (dem absoluten 
Betrag nach) durch die Determinante 


97 Ix dx 

dE dE dn dn de d? 

0Y 9 dY D(x, y, 2) 

ö In 8 en 
zZ zZ z 

FT: d& dn dn DE dd 


ausgedrückt. Durch Summation dieser einzelnen „Volumenelemente“ kommen wir 
zu Formel (8). 

Also besteht auch hier-das Wesen der Sache darin, daß der Körper zur Bestim- 
mung seines Volumens nicht mit Hilfe zueinander senkrechter Ebenen, sondern mit 


y 


Hilfe eines Netzes von Koordinatenflächen in Elemente zerlegt wird. . 
In einfachen Fällen kann man einen Ausdruck für das „Volumenelement“ in 
krummlinigen Koordinaten auf direktem Weg erhalten. 


Als Beispiel betrachten wir im Fall von Zylinderkoordinaten ein Gebiet (im x, %, z- 
Raum), das begrenzt wird von zwei Zylinderflächen vom Radius oe bzw. 0o-+do, zwei 
horizontalen Ebenen in den Höhen z bzw. z+dz und zwei Halbebenen durch die 
z-Achse, deren Neigungswinkel gegen die x, z-Ebene 9 bzw. 0-+d# sind (Abb. 112a). 
Fassen wir das Gebiet als rechtwinkliges Parallelepiped auf, so finden wir mühelos, daß 
seine Seiten de, ed@ und dz sind, so daß sein Volumen gleich ododödz wird. Also ist 
die Funktionaldeterminante, die das Verhältnis dieses Volumens zum Volumen ded6dz 
des entsprechenden Parallelepipeds im e, 6, z-Raum darstellt, gleich o. 


Abb. 112 


Analog betrachten wir im Fall von Kugelkoordinaten ein Gebiet (im x, y, z-Raum), das 
von Kugelflächen vom Radius r und r+dr, Kegelflächen p und p+dp und Halb- 
ebenen 0 und 0 +d$ begrenzt wird (Abb. 112b). Auch dieses Gebiet kann man als recht- 
winkliges Parallelepiped auffassen, und zwar mit den Seiten AD=dr, AB=rdp und 
schließlich AC. Der Bogen AC ist gleich seiner Projektion MN. MN hat den Radius 
OM =r sin. und entspricht dem Zentriwinkel.d0. Daher ist AU =r sin  d6. Auf Grund 
dessen ist das Volumen des betrachteten Gebiets gleich r?sin g drd6dy, und die 
Funktionaldeterminante ist r?sin g. 

Diese beiden Ergebnisse, die durch elementargeometrische Überlegungen gefunden 
worden sind, stimmen mit den Aussagen in Nr. 656, Beispiel 1 und 2, überein. 
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660. Beispiele. 

1. Man berechne das Volumen des Körpers, der von folgender Fläche begrenzt wird: 

(a) (2? +9? +22)2=a%z, (b) (22 +9? +22)3 =adryz, (c) (02 +9? +22)? =a?r-1, 

Lösung. (a) Der Körper liegt symmetrisch zur y, z- und zur z, x-Ebene, denn x und y 
treten in der Gleichung nur im Quadrat auf. Da die linke Seite der Gleichung immer 
positiv ist, ist notwendigerweise auch 2=0, d.h., der ganze Körper liegt oberhalb der 
x, y-Ebene. Diese Bemerkungen erlauben es, sich auf die Berechnung des Volumens des 
Viertels des Körpers zu beschränken, das im ersten Oktanten liegt. 

Der Ausdruck x?+y?+z? in der Gleichung legt es nahe, zu Kugelkoordinaten über- 
zugehen. Setzen wir in die Gleichung (a) der Fläche die Ausdrücke 


x2=rsin 9 cos 6, y=rsin og sin 6, z=rCcosp 


3 _ 
ein, so kommen wir zur Gleichung der Fläche in Kugelkoordinaten: r =a Ycos g. Da der 
Te 
o ’ 


erste Oktant durch die Ungleichungen 0=g= 0=0=- charakterisiert wird, er- 


halten wir unter Berücksichtigung des Wertes J =r? sin 9 der Funktionaldeterminante 
(Nr. 656, Beispiel 2) 


3 
qı/2 qel2 a/cos p re/2 


v-i[ ao | ap | 2 sinpdr=2 mat [ sin pcos pdp=z rad. 
0 Ü 0 0 


(b) Der Körper liegt im ersten, dritten, sechsten und achten Oktanten. Diese Ok- 
tanten werden durch die Ungleichungen 
=0, y=0, 220; z=0, y=0, 220; 
z=0, y=0, 2=0; z2=0, y=0, z=0 
charakterisiert. Der Körper besteht aus vier Teilen, die paarweise bezüglich einer der 
Koordinatenachsen symmetrisch sind (weder die linke noch die rechte Seite der Glei- 
chung ändert sich, wenn man gleichzeitig das Vorzeichen zweier beliebiger der Größen 
x, y, 2 ändert). 
Durch Übergang zu Kugelkoordinaten erhalten wir 


3 
re/2 ri? aYsin?9cospain 0 cos 6 


V=4 f dd f dp f r:sin pdr 
0 Ö 0 
re/2 re/2 


4 . : | : a? 
a? | sin®peoapdp- [ sin ßcos 040-7. 
0 


3 


(c) Die Formeln für den Übergang zu Kugelkoordinaten nimmt man hier am ein- 
fachsten in der Gestalt 


8: 


=TCOSY, y=rsin@cos6, z=ersingpsin®. 
Die Gleichung der Fläche hat dann die Form r =cos?%-1 9. Das Ergebnis lautet 
r 
’=3 (3n —1) 


2. Man bestimme das Volumen des Körpers, der von der folgenden Fläche begrenzt 
wird: 

(a) @?+yM?+zi=y. (b) (2+y9)3+26=32°. 

(a) Lösung. Obwohl der Typ der Aufgabe von dem der vorigen etwas verschieden 
ist, ist es auch hier günstig, Kugelkoordinaten anzuwenden. Die Gleichung der Fläche 
erhält die Gestalt 


r® (sin®@ +cos?g) =sin g sin 0. 
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In Anbetracht der Symmetrie erhalten wir 


IL —— 
y_ u gein 


nl ri sin<o +sin‘Y 
Paalaeı dp f r?sin@ dr 
0 
1/2 u 
_4 f sin? _ sin?odp r Y2 
3 J sind p-+cosip pP -+cos? 3 


rel? 1 


Er 5 
(b) Hinweis. V =2r7 f a PER... SR 
sin® 9 +cos6 @ : 3u?—-3u+1 
(wenn man u =cos? @ setzt). 


In? 


373 


3. Man bestimme das Volumen des aaıbein der Ya folgender Fläche begrenzt wird: 


(a) (+ y? +5) - 2y (b) (3 +44) 54 y2 


# gr% P 62 +77° 
(e) (+ ER; ) -(5 +) 


Lösung. (a) Kommt in der Gleichung der Fläche der Ausdruck 7 


Lösung. V= 


P, 
tat 
ist oft der Übergang zu verallgemeinerten Kugelkoordinaten?) nach Pier _n 


= vor, go 


x=arsin@cos6, y=br sin sin 6, 2=CcrCco8_ 
nützlich; für die Funktionaldeterminante gilt in diesem Fall J =aber? sin @. Es gilt (in 
Anbetracht der Symmetrie) 
re/2 r/2 ad sin? @ cos? 6 sin 0/h? 


V=4f dd f dp S aber? sinpdr 
ar er j rnl2 
an 1) cos® 0 sin? ao | sin!!p dp, 
so daß schließlich s j 
BEN it 
192 A? 


wird. 
r2 
(b) V= T abc. (c) V = -— abe . 


4. Man bestimme das u des Körpers, der von den Flächen a?+y?+z?=1, 
22 +y2 +22=16, 22=2?+y?,2=0, y=0 und y=x begrenzt wird. 
Hinweis. Diese Flächen legen für die Kugelkoordinaten folgende Grenzen fest: 


Tr 7 5r 
1zr=s4; wsr=S5: 0=0=- oder -=0=7 ; 
Der Körper besteht aus zwei getrennten Teilen (im ersten und dritten Oktanten). 
21 Y2r 
Lösung. / = R 


4 


1) Die den verallgemeinerten Polarkoordinaten in der Ebene entsprechen. 


\ 
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5. Man berechne das Volumen des Körpers, der von der Fläche 


2 \2/3 273 (z\%3 
0 
a b c 


begrenzt wird. 
Lösung. Wir führen durch die Formeln 
x =ar sin? op cos? ®, y=br sin? o sin? 6, z=cr cos? 
((zr=z1,0=29=r,0=0=2r) 
neue Koordinaten ein. In diesem Fall gilt für die Funktionaldeterminante 
J =9abcr? sin? @ cos? g sin? 0 cos? ®, 
so daß 1 Ir 
V =9abe / r?dr f sin? @ cos? dp } sin? 0 cos? 0 d9 = -. rabc 
wird. 
6. Man TEN: das POANEEEON des Körpers, der von den Flächen 


(ce +y-+2)?=ay, c=(, y=0, z=0 
begrenzt wird. 
Hinweis. Man setze 


x=rsin?@ cos? 6, y=r sin? 9 sin? ®, z=r cos? 


(r=0,0=9=", 0=9= 2). 


Für die Funktionaldeterminante gilt 


J=4r?sin?ocos@sin 0cosd6. 
Lösung. Y/=-_. 


7. Man bestimme das Volumen des schiefwinkligen Parallelepipeds, das von den 
sechs Ebenen 
yerbytez=th, 
a2 +boy+cz2= hr. 
ac +b3y-+cz2= Lhz 


begrenzt wird, wobei natürlich vorausgesetzt wird, daß die Determinante 


au 4 
A=iao bb © 
a3 53 c3 


von 0 verschieden ist. 
Lösung. Wir führen die neuen Veränderlichen 
& u +b,y +62, 
n=aw+by-+tcoy, 
L=a30 +b3y +C32 
(-h=!=sh, -hh=zn=sh, -h;={=h;) 


. D(z, y, 2) 
ein. Die Determinante D(& 7 ws findet man am einfachsten durch die Feststellung, 
daß sie gleich dem weiproken Wert der Determinante Mn ist. Wir erhalten 


vo far fon [antun 


-hı u 7) z la 
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8. Man bestimme das Volumen des Körpers, der begrenzt wird 
(a) von dem Zylinder 


(a2 + b1y +012)2 + (ag@ + bay +ca2)?=R? 
und den Ebenen 
At +by+cz2=0 und asc+b3y+cz=h; 
(b) von dem Ellipsoid 
(ax +b1y +c42)? + (agx +b3y +32)? + (a3 +b3y +c32)?= R? 
(unter der gleichen Voraussetzung wie oben, daß die Determinante A #0 ist). 


nREh n v_* rkR3 
a MIST 


9. Die Anwendung von Zylinderkoordinaten zur Berechnung des Volumens eines 
Körpers führt auf eine interessante Formel. 

Wir betrachten einen Körper (V)) mit einer stückweise glatten Oberfläche und setzen 
voraus, daß eine von der 2-Achse ausgehende Halbebene, die #=const entspricht, den 
Körper in irgendeiner ebenen Figur (Q,) schneidet, wenn 6 die Werte von « bis ß durch- 
läuft (Abb. 113). Dann ist 


ß 
V=/fff ededOdz=fd0 ffodedz, 
(P) a (06) 


1% 


Lösung. (a) V= 


wobei man die Figur (96) zweckmäßigerweise auf ein rechtwinkliges Koordinaten- 

system oe, z bezieht, das sich mit der erwähnten Halbebene um die z2-Achse dreht.!) 

Nun sieht man leicht, daß das Flächenintegral ff ododz das statische Moment der 
07)E 


Figur (96) in bezug auf die z-Achse ist, welches gleich dem Produkt des Inhalts &(P) die- 
ser Figur und dem Abstand oc(0) ihres Schwerpunkts C von der z-Achse ist: 


Sf ededz =Q(6) 0c(6) . 
(96) 
Setzen wir diesen Ausdruck in die Volumenformel ein, so erhalten wir schließlich 


ß 
V=f@(0) ec(6) dd. 


Diese Formel wurde von P. P. Kuskow angegeben. Sie ist besonders geeignet zur Be- 
stimmung des Volumens von Körpern, die sich bei einer Schraubenbewegung einer 
(konstanten oder veränderlichen) ebenen Figur ergeben, wie Gewinde, Federn usw. 

Ist der Körper (V) einfach ein Rotationskörper einer unveränderlichen Figur (Q), die 
die z-Achse nicht schneidet, um diese Achse, so ist Q =const, 06 =const, «=0, f=2r, 
und die Formel nimmt die Gestalt _ 


V=Q.2nec 


an. Das ist die bekannte Guldinsche Regel (Nr. 351), die besagt, daß das Volumen eines 
Rotationskörpers einer ebenen Figur, die die Rotationsachse nicht schneidet, gleich dem 
Produkt des Inhalts dieser Figur mit der Länge des Kreises ist, den der Schwerpunkt dieser 
Figur beschreibt. Also ist die Formel von KusKow eine natürliche Verallgemeinerung 
dieser klassischen Regel (man kann sie umgekehrt leicht aus dieser erhalten). 


10. Das Volumen des dreiachsigen Ellipsoids 
x2 y! z2 
atptrant (a>b>ec) 


1) Statt daß wir die mit ihr identische Figur auf die unbewegliche p, z-Ebene im o, 6, z- 
Raum beziehen. 
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. 4 
ıst mehrfach berechnet worden; es ist gleich 3 rabc. Wir wollen nun versuchen, zur 


Berechnung dieses Volumens elliptische Koordinaten A, u, v (Nr. 656, Beispiel 4) heran- 
zuziehen. Setzt man 


h?=a2 —b2, k2=a?—-.c2, 


so erhält man das gegebene Ellipsoid selbst für A=a. 


Abb. 113 


Abb. 114 


Dem ersten Oktanten des Ellipsoids entsprechen die Werte von A zwischen k und a, 
von # zwischen h und k und von v zwischen 0 und Ah. Daher ist 


I 1% a 
| 2_ u? 22:42 2.02 
By Mar=n2) (A2—%2) (u2 A?) (62-12) (h? —v2) (k? 9?) 


Nun ist aber, wie oben angegeben, dieses Volumen gleich 


—. S nabe == a Vlat IR) (ai 
3 z rabe=, a (a?—h?) (a?—k2). 
Das ist also der Wert des oben hingeschriebenen komplizierten Integrals; diesen Wert 
auf anderem Wege zu finden, würde bedeutende Schwierigkeiten bereiten. 
Zum.Abschluß geben wir zwei interessante Anwendungen der grundlegenden Formel 
(3), die den Zusammenhang zwischen den Begriffen des Inhalts einer gekrümmten Fläche 
und der Länge einer Kurve und dem im Grunde genommen einfacheren Begriff des 
Volumens eines Körpers erkennen lassen. 


11. Gegeben sei eine glatte Fläche (S): 
z=x(u, v), y=y(u,v), z=2[u,v), 


wobei diese Funktionen im Gebiet (A), das von den Parametern u, v durchlaufen wird, 
sogar stetige Ableitungen zweiter Ordnung haben sollen. 

Auf der Normale in jedem Punkt M der Fläche tragen wir symmetrisch nach beiden 
Deiten der Fläche eine Strecke der Länge 2r>0 ab. Diese Strecken erfüllen einen 
Körper (V,),1) in dem die vorgegebene Fläche enthalten ist (Abb. 114). 

Bezeichnen wir mit x, y, z die Koordinaten eines Flächenpunktes M und mit X, Y,Z 
die Koordinaten eines beliebigen Punktes P auf dem erwähnten Abschnitt der Normalen 
in M, so gilt offenbar 
X=r+ HERR. = Y 2 Z=z+ 

YAr+B2+OR YETBrBHO © TYRHB+OR 


1) Man kann beweisen, daß für hinreichend kleines r diese Strecken einander nicht schnei- 
den, so daß jeder Punkt des Körpers auf einer einzigen Normalen liegt. 
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wobei 4, B, Cdieübliche Bedeutung haben und po den Abstand MP bezeichnet (mit dem 
entsprechenden Vorzeichen, so daß —r=osr gilt). Die Parameter u, v,o sind also 
krummlinige Koordinaten für die Punkte des erwähnten Gebiets (7,). Nach Formel (8) 
gilt für das Volumen V, dieses Körpers 


a 


Nun ist aber 


dudvdo'. 


Zutaluv)e Yurtazlu,v)oe 2Zutaslu, v) E 
D(X, %,Z) mtPfluv)eg Yrhdluv)e zu +Psla, v)E 
YA?+B2+02 YA2+B2+02 YA?+B2+0%2 | 
=YA2+B2+0?+yı(u, v) E+Yyxu, v) 0%, 


wobei &;, 0a, &3, Pi, Pa» Pa, Yı, Ya stetige Funktionen von % und v bezeichnen. Offenbar 
erhält dieser Ausdruck für hinreichend kleines r (weil |e|=r ist) das Vorzeichen des 
ersten Summanden, d. h., er wird positiv. Daher ist 


r 
v,= f de Sf {WA2+B2+02 +10 +7202} dudv 
-r (4) 


—=2r [f YA?+ B? +0? dudv + Lr? (L =const) . 
(4) 


Hieraus folgt leicht 


V EI IGERSEESTEERER RER 
im [j YA? B2+0% dudv, 
r-0 2r 7 


und dieses Integral ist, wie wir sehen, der Inhalt $ der gekrümmten Fläche. Also kann 
man vom Volumen ausgehend diesen Inhalt erhalten. 


12. Gegeben sei eine glatte Kurve 
x=x{t), y=y(t), z=z2(f) (ust=T), 


wobei die Funktionen x, y, z stetige zweite Ableitungen haben sollen. In der Ebene, die 
in einem beliebigen Punkt M der Kurve senkrecht zu dieser steht, stellen wir uns eine 
Kreisscheibe vom Radius r>0 um M vor. Alle diese Kreisscheiben bilden einen Körper 
(V,),!) der die Kurve enthält. 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, daß auf dem betrach- 
teten Abschnitt der Kurve immer x’?+9y’?>0 ist. Dann können wir als rechtwinkliges 
Koordinatensystem in der erwähnten zur Kurve senkrechten Ebene die zwei zuein- 
ander senkrechten Normalen mit den folgenden Richtungskosinus wählen: 


14 ; 
y BER: SCHERE 
EEE EESERES N rn ER EFTEERETER ) 
Ye’2+y’2 Ya’2+y'2 
und EEE 
[4 
x'z’ y'z’ Vz’?+y'2 
le Du nen ne ee a eng —-—_— — * 
Im III 3 TER 2 ‚2 2} ‚2 2 2 
Varıyy2 Yar+y?tz’2 Va’2+y'2 Ya?+y’?+2 Ya’?+y?+2 


1) Auch hier kann man beweisen, daß (wieder für hinreichend kleines r) diese Kreis- 
scheiben paarweise durchschnittsfremd sind, so daß jeder Punkt des Körpers nur zu 


einer dieser Kreisschreiben gehört. 
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Bezeichnen wir die entsprechenden Koordinaten mit u und v, so können wir die Ko- 
ordinaten X, Y,Z eines beliebigen Punktes P des Körpers (v7, so ausdrücken: 


X=xr+ ı, + nn i 
Ye’2+y2 Yaı+y2 Ya’2+y'2+2'2 
Y= HEHE. SR EEE 2 n ——, 
Yz2+y2 Ya/?+y? Ya2+y?2+2'2 
u. Va’2+y2 


een er 
Ve’? +y2+2z'2 


Hier spielen t, v, v die Rolle von krummlinigen Koordinaten, so daß 


D(X, Y,Z) 
v, -/ ff sy | dtdudo 
wird. 
Wie man leicht sieht, gilt 
D(X, Y,Z) 
Dit, u, ®) 
x’ +x4(t) u+ file) © y’+alt) u+ Pat) r 2 +az(t) u+Pz(t) © 
y' a’ 0 
Ye’? +y’2 Yx’2+y’2 SEHE 
az’ y’z’ Yx’2+y'2 
VezHy2VYa2+y 2422 YVorzry2 Yarry2tz2 0  Va2+y’2+22 
, =Ya2+y'2+22+alt) u+ß()v, 


wobei a4, ..., ß stetige Funktionen von t sind. Dieser Ausdruck wird für hinreichend 
kleines r positiv (da |u|, |e]|=r gilt). Daraus folgt 


V,= f de S Wa2+y'2+2'2 +alt) u+ß(t) 0} dudo 
I, u2+v2=<r? : 
=zırr? f Yx’2+y'2+22di+ Sf (Ku+lv)dud, 
to u+v=r? 
wobei K und L Konstante sind. Das erste Integral ist, wie wir sehen, die Bogenlänge s, 
‚das zweite Integral dagegen wird gleich 0. Daher gilt 
V,=nr?s 8 BL 
r ’ ır2 = 
Die Bogenlänge ergibt sich also sofort aus dem Volumen, sogar ohne Grenzübergang. - 
661. Variablentransformation in Raumintegralen. Mit Hilfe des Ausdrucks für das 
Volumen in krummlinigen Koordinaten kann man leicht auch eine allgemeine For- 
mel für die Variablentransformation in Raumintegralen herleiten. 

Zwischen den Gebieten (D) und (A) im x, y, 2- bzw. £&, n, {-Raum bestehe eine Zu- 
ordnung, wie sie in Nr. 655 beschrieberi wurde. Unter der Annahme, daß alle Vor- 
aussetzungen erfüllt sind, unter denen Formel (8) hergleitet worden ist, zeigen wir 
nun, daß folgende Beziehung gilt: 


Hl fx, y, 2) dedydz 
= Sf xl, n, 9), y&, 1, 0,25) WE dl dedndE (10) 


(4) 
mit HE, n], en . 
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Sie ist der Formel für die Variablentransformation in Flächenintegralen völlig 
analog. Dabei setzen wir die Funktion f(x, y, z) als stetig voraus oder lassen höch- 
stens Unstetigkeiten längs endlich vielen stückweise glatten Flächen zu (in jedem 
Fall aber nehmen wir an, daß f beschränkt bleibt). Also unterliegt die Existenz der 
beiden Integrale in Gleichung (10) keinem Zweifel; man hat nur die Gleichheit nach- 
zuweisen. 

Zum Beweis verfahren wir genauso wie in Nr. 609. Wir zerlegen die Gebiete (D) 
und (A) durch’stückweise glatte Flächen in (einander entsprechende) Elemente 
(D,;) und (A,) @=1,2,...,n) und wenden auf jedes Paar von Gebieten (D,), (4,) 
die Formel (9) an. Wir erhalten 

D;=J(&, nu 4;, (11) 
wobei (£,,7,£,) ein gewisser Punkt des Gebiets 4, ist, der nicht mehr unserer Wahl 


unterliegt. Wir wählen den entsprechenden Punkt (2, 9,2;) des Gebiets (D,), 
d. h., wir setzen 


&;=x(, N &,), Y%;= y(E; N; C;) 2;=2(, Ni C,) ’ (12) 
und bilden die Integralsumme für das erste Integral in (10): 
o=2,N&,92)D;- 


Setzen wir hier an Stelle von &,%,2; die Ausdrücke (12) und an Stelle von D 
den Ausdruck (11) ein, so kommen wir zu der Summe 


o= 2 M(zi&; Ni c,); ylEz N C)» z(&,, N 9) JE; N 9] 4; ’ 


die offenbar eine Integralsumme für das zweite Integral in (10) ist. 

Streben die Durchmesser der Gebiete (4,) gegen 0, so streben infolge der Stetig- 
keit der Zuordnung auch die Durchmesser der Gebiete (D,) gegen 0. Die Summe c 
muß gleichzeitig gegen beide Integrale konvergieren. Daraus folgt die geforderte 
Gleichheit. 

Wie bei Flächenintegralen gilt (10) auch dann, wenn die oben beim Beweis von 
(8) formulierten Voraussetzungen in einzelnen Punkten oder längs endlich vielen 
stückweise glatten Kurven und Flächen verletzt sind, sobald die Funktionaldeter- 
‚minante beschränkt bleibt. 

Man kann die Bedingungen für Formel (10) noch weiter abschwächen, wenn man 
auch uneigentliche Integrale zuläßt. Wir überlassen es dem Leser, die Darlegungen 
aus Nr. 616 auf den vorliegenden Fall zu übertragen. Wir betonen nochmals, daß 
unter den dort angegebenen Bedingungen die Formel unter der Voraussetzung gilt, 
daß eines der beiden Integrale in (10) existiert; daraus folgt bereits die Existenz 
des anderen. 

Zum Abschluß bemerken wir, daß die Formeln (8) und (10) auch ohne die Abso- 
lutstriche bei der Funktionaldeterminante geschrieben werden könnten. Um das 
zu ermöglichen, müßte man den Begriff des orientierten Körpers einführen (im 
Zusammenhang mit der Orientierung seiner Oberfläche) und dann dem Volumen 
des Körpers bzw. einem Integral über den Körper je nach dessen Orientierung das 
eine oder das andere Vorzeichen vorschreiben. Die Einzelheiten überlassen wir dem 
Leser, wobei wir ihn auf Nr. 616 und die Bemerkung 1° in Nr. 658 verweisen. 
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662. Beispiele. 
1. Man berechne das Integral 


2 
ge / f f I? Aedydz 
(n 2 


über den Körper (V), der oben von der Fläche (x? +9? +2?2)2=a%ry und unten von der 
Ebene 2=0 begrenzt wird. 


Lösung. Wir gehen zu Kugelkoordinaten über. Die Gleichung der Fläche erhält die 
Gestalt r?=a? sin? 9 sin 0 cos 0, während sich das Integral infolge der Symmetrie des 
Körpers bezüglich der z-Achse folgendermaßen transformiert: 


r/2 1/2 asino Ysin 0 cos d 
I=2f dö/f dp f r> sin 9 cos 9 sin 0 cos O dr 
0 0 0 
} r/2 el? 
-5] sin? 0 cos? 0 d® | sin’pcosp dp= 


& 
144 ° 


2. Man berechne das Integral 


- [ f [ zyzdedydz r 
Va2z? + B2y2 +y222 ie 
ZU2=0 


x2+y?2+22= .R?2 
(vgl. Nr. 648, Beispiel 11). 
Lösung. In Kugelkoordinaten ist 


ri2 n/2 R 
Ruf 1] = r* sin? sin? p cos p sin 0 cos 8 drdpd$ 
Yo2 si 


in? o cos? 0 + 2 sin? p sin? 0+y2 cos? 


Es ist zweckmäßig, die Substitution sin? =u, sin2 6=v durchzuführen. Dann wird 
i11iR 


drdud 
cr ran Ten 


IE .f dv _R’ Pr+yazaß 
20 Y[y2+(@2—-y2)u]+(B2—a2) vv 15 (B+y)(y+o) (& +ß)" 


3.Man berechne das Integral 


K- e / es zyzdadydz 
2 +y?2 +22 € 


wobei (7) das dreiachsige Ellipsoid +5 ae ee 1 ist. 
Lösung. Gehen wir mit Hilfe der as 
x=arsingcos®, y=br sin p sin 6, Z2=Ccrc0SY, J =abcr? sin @ 
zu verallgemeinerten Kugelkoodinaten über, so läßt sich das Integral in der Gestalt. 
ri2 ni/2 i 
K=a2b2e2 J J ar sin? p cos 9 sin O cos Od drdypd® 
a2 sin? @ cos? 0 +b2 sin? o sin? 0 +c? cos? 


schreiben. Wir substituieren sin? 9 =u, sin? #=v. Das endgültige Ergebnis ist 
a?b2c? c a b 
K 8 (02-53) (1? 2) (02 -aB) 1 c?:In 7 +c2a?1In z +a2b?1In 2 i 
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4. Man berechne das mehrfache Integral 


co 1lyz 
Sf dz f ydy f erde. 
1 1 0 


Lösung. Wir ersetzen es durch das Integral 
Sff e9’x2ydedydz 


ze0,yz=1 
zyu=si 


und führen dann die Substitution 


U+V u+rv+w 1 
x —=U, Y = , gm —— R zu nn 
u u+v u(u+v) 
durch. Das Integral reduziert sich auf 
fff ertrtredudodw . 


uvw=0 
u+v+v=i 


Dieses Integral läßt sich leicht berechnen; es folgt als Ergebnis 5— 1: 


5. Wir kommen auf die Berechnung des Doppelintegrals 
B=ff erdz!+4y! cosx& cos yn dedy 
00 
zurück (vgl. Nr. 617, Beispiel 21). Da für b>0 


oo b — 
[ 0 zur EL e-Vb 
® y4 
0 
ist (Nr. 497, Beispiel 8), erhalten wir, wenn wir b=a? (x?+y?) setzen, 


Ban 


or | ge 4 a0. 
Yr r 


Setzen wir das in das Integral B ein und ändern die Integrationsreihenfolge, so finden 
wir 
B -— | e0°40 Sf e 492 cosx&cosyn dedy 
im; 00 
ax ay . 
oder, wenn wir zu den Veränderlichen u =59 und =55 übergehen, 


2 2 29 
B= 2 J e 9292490 [ eu? cos — du f ev cos .n dv 
Yn a? 0 N) 0 


ER = 02 
a =) 5 EN 
Yra?\ 2 

[Nr. 519, Beispiel 6(a)]. Durch partielle Integration erhält man nun leicht 

T a u 
2 (a? +&2+n2)3/2 

Daß man die Reihenfolge der Integrationen ändern kann, beruht auf der Existenz 
des Raumintegrals. 


B 
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6. Man bestimme die Masse und die Lage des Schwerpunkts der Kugel 
x? +y?+z?2=2az 
bei der Massendichte 
k 
VaR+y2 +22 
(vgl. Nr. 650, Beispiel 5). - 
Hinweis. Man gehe zu Kugelkoordinaten über. 


7. Man bestimme die Anziehungskraft, die von einer homogenen Kugel auf einen be- 
liebigen Punkt des Raums ausgeübt wird (vgl. Nr. 650, Beispiel 9). 


Lösung. Durch AEOR zu Kugelkoordinaten finden wir 


_ 2 f f or?(rcosp-a) (r cos -a) sin p drdpd9 


(r?+a2—2ar cos p)3/2 


Nun haben wir aber bei der Bestimmung der Anziehungskraft einer Kugelschicht be- 
reits den Wert des zweifachen Integrals 


Zr rn 0 für a<r, 


f (r cos -a) sin g dyd9 i 


(r2 +a?—2ar cos p)M? = für a>r 


gefunden. Daher ist füra>R 


L 
su 4 1 


Ö 
füra<R 


@ 
4ro [f 4 
an f rdr= ma. 
N) 


8. Man bestimme das Potential einer homogenen Kugel in einem beliebigen Punkt 
(vgl. Nr. 650, Beispiel 12). 

Hinweis. Man gehe zu Kugelkoordinaten über und benutze die Ergebnisse von 
Beispiel 12 aus Nr. 633. 


9. Man löse erneut die Aufgaben bezüglich der Anziehung und des Potentials einer 
Kugel bei der allgemeineren Massendichte o=f(r), wobei f eine beliebige Funktion des 
Abstands des Punktes vom Mittelpunkt ist. 

Wir bemerken, daß die Schlußfolgerungen, die wir in Nr. 650, Beispiel 9 und 12, for- 
muliert haben, auch im vorliegenden Fall gültig bleiben. 


10. Man bestimme die Trägheitsmomente I, und I, des Torus (vgl. Nr. 650, Bei- 
spiel 13). 


Hinweis. Berücksichtigt man, daß sich der Torus durch Rotation eines Kreises er- 
gibt (vgl. Abb. 108), so kann man die Lage eines Punktes in diesem Körper in natür- 
licher Weise erstens durch den Winkel p, den der Meridionalschnitt mit der x, z-Ebene 
bildet, und zweitens durch die gewöhnlichen Polarkoordinaten o, 6 in diesem Schnitt 
bestimmen. 

Dann ist 

x =(d+pcos 0) cos p, y=(d-+ocosP)sin po, z=osind, 
J=eo(d+ocos0), 


wobei g die Werte von 0 bis a durchläuft und 9 und 9 die Werte von 0 bis 2r durch- 
laufen. 
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11. Die Berechnung des Potentials des homogenen (e=1) Ellipsoids 
—+—-+—=s1l (a>b>c) 


in seinem Mittelpunkt führt auf ein elliptisches Integral. 
Wir führen Kugelkoordinaten ein, nehmen aber diesmal die &-Achse als Polar- 
achse, 
C=rCOSgp, y=rsin 9 cos 6, z=rsingpsin®, 


und erhalten 
Ü dxd = e/2 1/A 
w- SS. ef nad a rdr 
x z 
(2) +) +2) = 9 


rl? e/2 
dd: 


we sin dp | B c0s20+0C sin? 9 
0 


cose\2 /sin®cos#\2 /sin@sin 0\2 
ee ee. 
a b c 


mit 


cos? sin? cos? sin?g 
Ben Mg 
D I lich 8 eo 
as innere Integral ist gleich ———. Setzen wir weiter — C0O8@ =t, 80 er- 
ö 7:7 a r 
halten wir das elliptische Integral erster Gattung 


Ya?-— f 
Irabe 


Vai=cr | -2) ( ie u. 


das seinerseits durch die Substitution ?=sin A auf die Legendresche Form 


I Drabc 
ee — = F (Ay, ko) 
a2 —c? Y1-k2s —k2 sin? 4  Yar- 


. s . Ya?2-c2 a? —b2 
gebracht werden kann, wobei der Kürze halber A, =aresin ——— und k, = |/ —— ge- 
setzt worden ist. = u 


W 


663. Die Anziehungskraft und das Potential eines Körpers in einem inneren Punkt. Wir 
kehren nun zu den allgemeinen Ausdrücken (17) und (18) aus Nr. 649 für die 
achsenparallelen Komponenten der Anziehungskraft eines Körpers auf einen Punkt 
A(&,n,&) und das Potential des Körpers in diesem Punkt zurück, befassen uns aber 
speziell mit dem Fall, daß der Punkt A selbst zu dem Körper gehört. Das wird wieder 
Anlaß dazu geben, eine Koordinatentransformation zu benutzen. 

Man kann sich zunächst leicht davon überzeugen, daß die erwähnten uneigentlichen 
Integrale existieren. Es genügt, zu Kugelkoordinaten mit dem Pol A überzugehen, um 
diese Integrale in eigentliche zu transformieren. Wenn wir aus dem Körper (V) eine 
Kugel (v,) mit dem Radius r, und dem Mittelpunkt A herausschneiden, so erhalten wir 


2 d 
(ff edv -[jfe ee 10 [ff einedhded: 
"(&) 
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analog gilt 


Ir dv [Sf ocmosnt ai, 


(%0) 
usw. Die hier auftretenden EEE sind stetig.!) 

Sehr viel feinere Überlegungen erfordert der Beweis der Beziehungen (19) aus Nr. 649 
für den vorliegenden Fall. Hier erweisen sich die Kugelkoordinaten ebenfalls als nütz- 
lich. 

Zunächst ergeben sich aus den vorigen Gleichungen die Ungleichungen 


SSJ eV sorLr} (13) 


(%) 


fl e(&- a 


(v0) 
die wir später benutzen werden. 

Wir lassen nun € um h wachsen und betrachten neben dem Punkt A(£, n, &) den Punkt 
A,(&E+h,n,£). Wie früher bezeichnen wir mit r den Abstand AM vom Punkt A zu 
einem beliebigen Punkt M(x, y, z) des Körpers und mit rı den Abstand A,M. Es muß 
bewiesen re daß für A>0 die Differenz 


U SSESSTE-S STR 


gegen 0 strebt. 
Wir betrachten die Kugel (v,) vom Radius 21n, um A (Abb. 115); dabei sei h so klein, 
daß (v,) ganz in (V)) liegt. Dann wird A eine Summe von vier Gliedern: 


SEHE SER: 
Ste 


und 


=2rLr, (L=max po), (14) 


Abb. 115 


Das zweite und das dritte Glied lassen sich sofort mit Hilfe der Ungleichungen (13) und 
a für r9=2|h| abschätzen: 


Fa us J f en -8rL|h], | J. J = ger Aue ER 


1) Die 1) Die Dichte o nehmen wir als stetige Funktion der Koordinaten an. 


=2rL - 2|h] =4rL[|hl. 
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Um das erste Glied abzuschätzen, umgeben wir den Punkt A, mit einer Kugel (vj) vom 
Radius 3|R]|; die Kugel (v,) ist ganz in ihr enthalten. Dann erhalten wir, indem wir wieder 
eine en der Form (13) benutzen, 


Ih} ms J = ns =] nf J I = en =18rL[[h|. 


Wir IR: uns BEE E letzten Glied zu. Führen wir die Funktion f(&, n, &) = 


a ein, so ist der Ausdruck in den geschweiften Klammern nichts anderes als 


h, ’ ES Pl 
fö+hn 2 f& nd En, 2 


was nach der Taylorschen Formel durch — ar (£E+ßh,n,£)(0<=0<1) ersetzt werden 
kann. In unserem Fall ist aber 


daher ist 
4 
2 


wobei r, der Abstand A,M des Punktes M vom Punkt A,(& +0h, n, £) ist. 
Aus dem Dreieck AMA; (vgl. Abb. 115) ergibt sich A,M > AM — AA.. Nun liegt 
aber der Punkt M außerhalb der Kugel (v,) vom Radius 2|h|, und AA; ist offenbar 


1 1 A 
kleiner als |h|. Daher gilt AA, <z AM und 4,M> P} AM, also r5 >Zr. Berücksichti- 


gen wir das alles, so kommen wir zu der Abschätzung 


JS Free Sr 


)— (v0) .W)-(v) 


Wir wählen nun eine Kugel (V,) mit dem Mittelpunkt A und einem so großen Radius A, 
daß der Körper (V) ganz in ihr enthalten ist. Dann ist der erhaltene Ausdruck seiner- 
seits kleiner als 


2urrn R 


16Z|R| f f [5 — =16L/|R| . J 5 m? grdpdd = =-64rL|h| (In R-In 2|h]). 


(9,)- (0) 
Endgültig ergibt sich 
|4]=C;|hl+Calh| In 2|R], 


wobei C, und CO’, Konstanten sind, die man leicht bestimmen kann. Damit ist klar, daß A 
zugleich mit h gegen 0 strebt, d. h., daß 


aW 
dE 


ist. Analog beweist man auch die beiden anderen Beziehungen (19) aus Nr. 649. Schlieb- 


-F, 


Ä oW 
lich kann man durch ähnliche Überlegungen auch die Stetigkeit der Ableitungen —-, 
2 aW ” 


a 


sogar für Punkte A beweisen, die zum Körper (V)) gehören. 


21* 
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84. Elemente der Vektoranalysis 


664. Skalare und Vektoren. Für dio Anwendung der Integralrechnung auf Fragen der 
mathematischen Physik und der Mechanik erweist sich oft die vektorielle Form als ge- 
eigneter. Daher ist es für den Leser nützlich, sich mit einigen Grundbegriffen der Vektor- 
analysis vertraut zu machen, die zu einer vektoriellen Interpretation der Integral- 
begriffe und der sie verknüpfenden Formeln der Integralrechnung führen. 

Wir setzen voraus, daß der Leser den Begriff des Skalars oder der skalaren Größe 
und den Begriff des Vektors oder der vektoriellen Größe bereits kennt. Ein Skalar wird 
völlig durch seinen Zahlenwert charakterisiert (wie beispielsweise Volumen, Masse, 
Dichte, Temperatur). Ein Vektor wird durch seinen Zahlenwert und seine Richtung voll- 
ständig bestimmt (Verschiebung, Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kraft usw.). 
Vektoren werden wir, wie üblich, durch gerichtete Strecken darstellen. Wir vereinba- 
ren, Vektoren durch fette Buchstaben zu bezeichnen: A,r,v, ..; die Buchstaben 
A,r, v, ... sollen die Länge der Vektoren bezeichnen, also ist 

A=/Al, r=|r|, v=|v|. 
Die Buchstaben mit Indizes, wie beispielsweise A,,r,, %, .. bezeichnen die Kompo- 
nenten der Vektoren A,T,v,... in den durch die Indizes angegebenen Richtungen. 
Die Komponenten A,, A,, A, des Vektors A in Richtung der Koordinatenachsen be- 
stimmen sowohl dessen Länge (Zahlenwert) als auch dessen Richtung vollständig. 

Wir nehmen darüber hinaus an, daß der Leser auch die Grundtatsachen der Vektor- 
algebra beherrscht. Wir beschränken uns darauf, daran zu erinnern, daß man als Ska- 
larprodukt der Vektoren A und B den Skalar (die Zahl) 


A-B=4ABcos (A, B) 
bezeichnet, der (die) durch die achsenparallelen Komponenten folgendermaßen ausge- 
drückt werden kann: 


‚A-B=4,B,+4,B,+4;B,. (1) 


Das Vektorprodukt der Vektoren A und Bist der Vektor mit der Länge AB |sin (A, B)|, 
der auf beiden Faktoren senkrecht steht und nach derjenigen Seite gerichtet ist, von der 
aus gesehen die Drehung von A nach B (um einen Winkel kleiner als 180°) enigegen dem 
Uhrzeigersinn vor sich zu gehen scheint; wir bezeichnen das Vektorprodukt mit AXB. 
Legt man ein Rechtssystem (Nr. 620) zugrunde, und das wollen wir in Zukunft tun, so 
sind die Komponenten des Vektorprodukts in Richtung der Achsen gleich 


AyB,—A,B,  AsBa-ArBn  ArBy-AyB;. (2) 


665. Skalar- und Vektorfelder. Ist jedem Punkt M eines bestimmten räumlichen Ge- 
biets (das auch gleich dem ganzen Raum sein kann) ein Skalar oder ein Vektor zuge- 
ordnet, so sagt man, daß ein Skalarfeld bzw. ein Vektorfeld vorliegt. In den nächsten 
Abschnitten werden wir uns laufend mit solchen Feldern beschäftigen. 

Beispiele von Skalarfeldern sind das Temperaturfeld und das Feld des elektrostati- 
schen Potentials. Bestimmen wir die Lage eines Punktes M durch seine Koordinaten be- 
züglich eines willkürlich gewählten Koordinatensysterms (O; x, y, z), so ist die Angabe 
eines Skalarfeldes U einfach der Angabe einer Funktion U(z, y, z) gleichwertig. Wir 
werden immer voraussetzen, daß diese Funktion stetige partielle Ableitungen minde- 
stens erster Ordnung nach alien Veränderlichen hat. Wenn diese Ableitungen nicht 
gleichzeitig verschwinden, so definiert die Gleichung 


U(z, y, 2) =C (C =const) 


eine Fläche (ohne singuläre Punkte), längs der die Größe U konstant ist. Eine solche 
Fläche nennt man Niveaufläche. Das ganze betrachtete Gebiet wird von diesen Flächen 
ausgefüllt, so daß durch jeden Punkt des Gebiets genau eine Niveaufläche hindurch- 
geht. Es ist klar, daß die Niveauflächen einander nicht schneiden. 
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Beispiele von Vektorfeldern sind das Kraftfeld und das Geschwindigkeitsfeld; sol- 
chen Feldern sind wir bereits begegnet. Legt man irgendein Koordinatensystem 
(0; x,y,2) zugrunde, so kann man ein Vektorfeld dadurch angeben, daß man die 
Komponenten des zum Punkt M gehörigen Vektors A als Funktionen der Koordinaten 
des Punktes AM angibt: 


A,lz, Y, 2), A,lx, %, 2), A,(x,y,2). (3) 


Wir werden annehmen, daß auch diese Funktionen stetige Ableitungen haben. Bei der 
Untersuchung eines Vektorfeldes spielen die Feldlinien eine wichtige Rolle; eine Kurve 
nennt man Feldlinie, wenn ihre Richtung in jedem Punkt M mit der Richtung des 
Vektors A, der diesem Punkt entspricht, übereinstimmt. Erinnern wir uns daran 
(Nr. 234), daß die Richtungskosinus der Tangente an die Kurve den Differentialen 
dx, dy, dz proportional sind, so erkennen wir, daß eine Feldlinie durch die Gleichungen 

de dy dz 

Az 4, 4; 
charakterisiert wird. Unter der Voraussetzung, daß A nie der Nullvektor ist, kann man, 
gestützt auf einen Existenzsatz aus der Theorie der linearen Differentialgleichungs- 
systeme,!) beweisen, daß das ganze betrachtete Gebiet von Feldlinien erfüllt wird, wo- 
bei durch jeden Punkt des Gebiets genau eine solche Kurve hindurehgeht. Die Feld- 
linien schneiden einander nicht. 

Manchmal hat man auch Flächen zu betrachten, die aus Feldlinien gebildet werden; 
man nennt sie Feldflächen. Eine Feldfläche wird dadurch gekennzeichnet, daß in je- 
dem Punkt M der entsprechende Vektor A(M) in der Tangentialebene an die Fläche 
in diesem Punkt liegt (oder dadurch, daß die Komponente A, des Vektors A in Richtung 
der Flächennormalen r in allen Punkten der Fläche 0 ist). Wählt man in dem betrachte- 
ten Gebiet eine Kurve, die keine Feldlinie ist, und legt durch jeden ihrer Punkte eine 
Feldlinie, so ist der geometrische Ort dieser Linien gerade eine Feldfläche. Ist die er- 
wähnte „Leitkurve“ geschlossen, so ergibt sich eine röhrenartige Feldfläche, die man 
auch Feldröhre nennt. 


666. Der Gradient. Gegeben sei ein Skalarfeld U(M) =Ulz, y, 2). Den Vektor g mit 
den achsenparallelen Komponenten 
gu U gu 
, a? e (4) 
0% 9Y 02 
nennt man G’radient der Größe U (im entsprechenden Punkt) und bezeichnet ihn mit 
g=gradU. 
Diese formale Definition hat den Mangel, daß sie die Koordinatenachsen benutzt und die 
Frage offenläßt, ob der Begriff des Gradienten unabhängig von deren Wahl ist. 


Um uns davon zu überzeugen, daß der Gradient nicht von der Wahl der Achsen ab- 
hängt, erinnern wir uns an die schon im ersten Band (Nr. 184) gegebene Definition 


der Ableitung einer Funktion in einer vorgegebenen Richtung !: FR die die Wachs- 


tumsgeschwindigkeit der Funktion in der Richtung ! ausdrückt. Wir hatten dort die 
Formel 


oaU 9oU ou U 
— = — C08 & +<— C08 P+Z cos y 


ol 0x IY 


bewiesen, wobei cos«, cos ß, cos y die Richtungskosinus der Richtung ! sind. Bezeichnen 
wir mit A den Einheitsvektor in dieser Richtung, so kann man die Richtungsableitung 


1) Diesen Satz möge der Leser in einem einschlägigen Lehrbuch nachlesen — Anm. d. 
Red. 
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auch so schreiben: 


U 
57, grad U-A=grad, U. 
Den größten Wert erreicht diese Richtungsableitung offenbar dann, wenn die Richtung I 
mit der Richtung des Gradienten übereinstimmt, und dieser größte Wert ist gleich 


AU ) er 2) 
ler I N) er) ° 
Das führt uns zu folgender Definition (vgl. Nr. 184): Den Gradienten des Skalars U in 
einem gegebenen Punkt nennt man denjenigen Vektor, der nach Größe und Richtung die 
größte Wachstumsgeschwindigkeit von U charakterisiert. Hier wird das Koordinaten- 
system überhaupt nicht mehr erwähnt. 
Wie man leicht sieht, stimmt die Richtung des Gradienten mit der Normalenrichtung 
der Niveaufläche U(x, y, z) =C überein, die durch den gegebenen Punkt geht. 
Also erzeugt ein Skalarfeld U(M) das Vektorfeld des Gradienten grad U. 
W.R. HAmILTon!?) führte den symbolischen Vektor mit den Komponenten 
a» 32 2 
0x ’ 9y’ oz | 
ein, den er „Nabla‘“ nannte und mit V bezeichnete. Benutzt man diese Bezeichnung, so 
kann man 
grad U=VU 
schreiben. „Multipliziert“ man nämlich den erwähnten „Vektor“ formal mit dem Ska- 
lar U, so ergibt sich gerade der Vektor mit den Komponenten (4). 
Beispiele. 


_—> 

1. Wir bezeichnen mit r den Radiusvektor OM, der irgendeinen festen Punkt O mit 
einem variablen Punkt M des Raums verbindet, und mit r seine Länge. Wir setzen 
U(M)=g(r), wobei 9 eine skalare Funktion des positiven skalaren Arguments r ist, 
deren Ableitung das Vorzeichen nicht wechselt. Die Niveauflächen sind offenbar Ku- 
geln vom Radius r um O, so daß die Gradientenrichtung mit der radialen Richtung über- 


einstimmt oder dieser direkt entgegengesetzt ist, je nachdem, ob 9’(r) >0 oder <Ö ist. 
Wie man leicht sieht, ist 


Tr 
grad p(r) = pr)”. 
Insbesondere ist 


c c 
grad Fe] (c=const) . 
Wenn wir im Punkt O die Masse m anbringen und das Newtonsche Gravitationsfeld 
betrachten, so wird seine Anziehungskraft F im Punkt M gleich 


r m 
Pos I also F=grad —. 


r! r r3 
Die Frage, ob man ein gegebenes Vektorfeld als Gradientenfeld eines Skalars ansehen 
kann, ist sehr wichtig. Im Grunde genommen ist sie für uns nicht neu; wir kommen 
darauf später zurück (Nr. 670). 


2. Wir betrachten das Temperaturfeld U. Wir wählen ein Flächenelement (diS), legen 
eine Normalenrichtung n fest und bestimmen die Wärmemenge dQ, die durch dieses 
Element in Richtung n während des „unendlich kleinen“ Zeitintervalls di hindurchfließt. 
Die Wärme fließt von den wärmeren Teilen des Körpers oder des Mediums zu den kälte- 


4) WILLIAM RowAn HamıLTon, 1805—1865, irischer Mathematiker. 
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ren Teilen, und zwar um so schneller, je schneller sich die Temperatur erniedrigt. Ge- 
wöhnlich nimmt man an, daß die oben erwähnte Wärmemenge d@ zu dS, zu dt und 


auge OU 
schließlich zu 4 proportional ist. Bezeichnet man mit k>0. den Proportionali- 


on 
tätsfaktor (die „Wärmeleitfähigkeit“ der gegebenen Stelle), so kann man 
U 
dQ = -kdsdt A 
on 


schreiben; in Übereinstimmung mit dem oben Gesagten wird die Wärmemenge dQ 


negativ ist, d. h., wenn die Temperatur in Richtung n 


in 0 
gerade dann positiv, wenn In 
sinkt. “ 

Führt man den sogenannten Wärmestromvektor 


q=-kgrad U 
ein, so kann man den Ausdruck für dQ kürzer wie folgt schreiben: 
dQ =dSdigz - 


667. Der Fluß eines Vektors durch eine Fläche. Gegeben sei jetzt irgendein Vektorfeld 
A(M),d.h., es seien drei Funktionen (3) gegeben. Wir nehmen eine Fläche (S), wählen 
eine ihrer Seiten aus und bezeichnen mit cos A, cos u, cos» die Richtungskosinus der 
entsprechend gerichteten Normalen n. Dann nennt man das Oberflächenintegral 


SS (A, cosA+A,cosu+4A,cosv)dS, 
(S) 


für das man kürzer \ 
Sf AndS 
(S) 


schreiben kann, den Fluß des Vektors A durch die Fläche (S) nach der angegebenen 
Seite. 

Wir wenden uns Beispielen zu. 

1. Die Bezeichnung „Fluß“ hängt mit einem hydromechanischen Problem zu- 
sammen. Wir betrachten die Bewegung einer Flüssigkeit im Raum; im allgemeinen 
setzen wir diese nicht als stationär voraus, so daß die Geschwindigkeit ® der Bewegung 
nicht nur von der Lage des Punktes M abhängt, auf den sie sich bezieht, sondern auch 
von der Zeit t. Wir stellen uns die Aufgabe, die Flüssigkeitsmenge zu berechnen, die 
in dem „unendlich kleinen“ Zeitintervall dt durch die Fläche nach der festgelegten 
Seite hindurchfließt. Durch ein Flächenelement (ds) fließt eine Flüssigkeitsmenge, die 
einen Zylinder mit der Grundfläche dS und der Höhe v,„dt ausfüllt (Abb. 116), wobei 


Abb. 116 
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die Normale n nach der ausgewählten Seite gerichtet sein soll. Bezeichnet man mit o 
die Dichte der Flüssigkeit, die ebenfalls sowohl von der Lage des Punktes als auch von 
der Zeit abhängen kann, so wird die Masse der durch (d,S) hindurchfließenden Flüssig- 
keit gleich od,Sv„dt. Für die ganze Fläche ($) erhalten wir di Ä Y ov„dS. Die pro Zeit- 


einheit hindurchfließende Flüssigkeitsmenge Q@ wird durch das Ttegral 
= ff eundS (5) 
(5) 


ausgedrückt; der Leser erkennt darin leicht den „Fluß des Vektors“ g®© durch die 
Fläche ($). 

2. Analoge Aussagen kann man auch über den Wärmestrom machen. Wie man leicht 
sieht, ist (in den Bezeichnungen aus Nr. 666, Beispiel 2) die Wärmemenge, die in der 
Zeit dt durch (S) hindurchfließt, gleich dt ff q„dS. Beziehen wir die durchfließende 

(S 


) 
Wärmemenge auf die Zeiteinheit, so erhalten wir ff q„dS, d. h. den „Fluß des Vektors“ 


(S) 
q durch die Fläche ($). Hiervon stammt auch die Bezeichnung „Wärmestromvektor“ 
für den Vektor 


q= —k grad U, 


Bemerkung. Da wir die beiden in den Beispielen 1 und 2 betrachteten Prozesse 
nicht als stationär vorausgesetzt haben, hängt in Wirklichkeit die Größe Q selbst im 
allgemeinen von der Zeit ab. Sie hat den Charakter einer Geschwindigkeit und könnte 
genauer Wachstumsgeschwindigkeit der durch (S) hindurchfließenden Flüssigkeitsmenge 


(oder Wärmemenge) im betrachteten Zeitpunkt genannt werden. 
3. Betrachtet man das Newtonsche Gravitationsfeld 
FE m 
== ns Yy 


(von dem in Nr. 666, Beispiel 1, die Rede war), so zeigt sich, daß der Fluß 


‚n 
[rasoom rm a 
(5) . (9) 


dieses Vektors durch die Fläche (S) mit dem Raumwinkel zusammenhängt, unter dem 
die Fläche ($) vom Punkt O aus sichtbar ist (Nr. 653). 


668. Der Satz von Ostrogradski. Die Divergenz. Wir kehren zu dem allgemeinen Fall 
eines Vektorfeldes A zurück und betrachten einen Körper (V), der von einer geschlosse- 
nen Fläche ($) begrenzt wird; mit nz bezeichnen wir die äußere Normale der Fläche. 
Dann kann man nach dem Satz von OSTROGRADSKI (Nr. 651, Formel (5)) den Fluß des 
‚Vektors A durch die Fläche (S) nach außen in ein Raumintegral umwandeln, wenn 
man in diesem Satz P=A,Q=4A,und R=A4, setzt: 


Ss A„dS N (4,c0o8A+4A,cosu+A,cosv) dS 
(8) 


[ige ae 


Den Integranden u Raumintegrals nennt man Divergenz des Vektors A (in dem ent- 
sprechenden Punkt) und bezeichnet ihn mit 


9A, 094, 94, 
Er E 9y = 02 
Also läßt sich der Satz von OSTROGRADSKI in der Form 


SS AndS =fff div AdV (7) 
(8) (r) 
schreiben, in der er am häufigsten angewandt wird. 


divA= (6) 
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Die soeben eingeführte Größe, die Divergenz, ist ein Skalar; ihre Definition hängt 
jedoch formal von der Wahl des Koordinatensystems ab. Um diesen Mangel zu besei- 
tigen, verfahren wir folgendermaßen. Wir umgeben den. Punkt M mit irgendeinem 
Körper (V) mit der Oberfläche ($) und schreiben Forniel (7) auf; dividiert man beide 
Seiten durch das Volumen V des Körpers und geht zur Grenze über, indem man den 
Körper (V) auf den Punkt M zusammenzieht, so ergibt sich rechts gerade div A im 
Punkt M (Nr. 644, 8°). Also ist j 


div A re Y : (5) 
Diese Gleichung kann man auch als Definition der Divergenz auffassen; in dieser 
Form hängt die Definition nicht mehr von der Wahl des Koordinatensystems ab. 
Diesmal erzeugt das Vektorfeld A das Skalarfeld der Divergenz div A. 
Wir bemerken, daß man die Definition (6) der Divergenz mit Hilfe des symboli- 
schen Hamiltonschen Vektors V folgendermaßen schreiben kann: 


dıvA=V 4; 


das wird klar, wenn wir uns an den Ausdruck (1) für das Skalarprodukt zweier Vek- 
toren erinnern. 


Beispiel. Wir befassen uns mit der Bewegung einer inkompressiblen Flüssigkeit 
(o=1) beim Vorhandensein von Quellen (oder Senken). Ergiebigkeit der Quellen inner- 
halb einer geschlossenen Fläche (8) nennt man die durch ($) in der Zeiteinheit heraus- 
fließende Flüssigkeitsmenge, d.h. den Fluß 


SS vndS 
($) 


des Geschwindigkeitsvektors ® (vgl. Nr. 667, Beispiel 1). Wenn die Quellen stetig über 
das betrachtete Gebiet verteilt sind, führt man den Begriff der Quellendichte ein. So 
nennt man den Grenzwert der Ergiebigkeit der Quellen im Körper (V), der den Punkt M 
umgibt, bezogen auf die Volumeneinheit, d.h. 


wu V 
Nun ist aber, wie wir soeben gesehen haben (vgl. (8)), dieser Grenzwert gleich div v, 
daher ist div © die Quellendichte. 
Eine analoge Betrachtung kann man auch für den Wärmestrom beim Vorhandensein 
von Wärmequellen durchführen, man hat nur an Stelle des Geschwindigkeitsvektors 
den Wärmestromvektor zu nehmen. 


669. Die Zirkulation eines Vektors. Der Stokessche Satz. Die Rotation. Gegeben sei wieder 
ein Vektorfeld A(M). Das Integral 
f(A,dx + A,dy + A,dz) a 
(l) 
über eine Kurve (!) im betrachteten Gebiet nennt man Kurvenintegral des Vektors A 
längs der Kurve (l). Im Fall einer geschlossenen Kurve nennt man dieses Integral die 
Zirkulation des Vektors A längs (Il). . 
Ist das Feld A ein Kraftfeld, so drückt das Kurvenintegral die Arbeit der Feld- 
kräfte bei Verschiebung eines Punktes längs der Kurve (l) aus (vgl. Nr. 554). 
Wir stellen uns eine Fläche (5) vor, die von der geschlossenen Kurve (l) begrenzt 
wird. Dann kann nach dem schon bekannten Stokesschen Satz (Nr. 639, Formel (21*)) 
die Zirkulation des Vektors A längs (l) durch ein Oberflächenintegral ausgedrückt 


ass A, 84 9A, 94 9A, 94 
a Er) oo) any) rn} 8 
[aa -5 na er a ee 
(!) (5) 
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Den Vektor mit den achsenparallelen Komponenten 
0A, 94, 0A, 904, 0A, 04; 


Ya Run au (9) 
nennt man Rotation des Vektors A und bezeichnet ihn mit!) 
rot A. 
Also kann man den Stokesschen Satz in vektorieller Form so schreiben: 
f Aydl N rot, AdS . (10) 


(2) 

Die NER eines Vektors längs einer geschlossenen Kurve ist gleich dem Fluß 
der Rotation durch eine Fläche, die von dieser Kurve begrenzt wird. Dabei müssen der 
Umlaufsinn der Kurve und die Seite der Fläche einander so entsprechen, wie es in 
Nr. 620 erklärt worden ist. 

Die oben gegebene Definition des Begriffs der „Rotation“ hat den üblichen Mangel: 
Sie benutzt ein bestimmtes Koordinatensystem. Wählen wir eine beliebige Richtung n 
und umgeben wir einen vorgegebenen Punkt M in der zu n senkrechten Ebene mit einem 
Gebiet (co), das den Rand (A) hat (Abb. 117), so gilt nach dem Stokesschen Satz 


f Aıdi=ff rot, Ado. 
(A) (o) 
Dividieren wir beide Seiten durch den Inhalt o des erwähnten Gebiets und ziehen wir 
dieses auf den gegebenen Punkt zusammen, so erhalten wir?) 
f Azdi 
rot, A= a 2 
(o)>M o 

Also kann man die Komponente des Vektors rot A in einer beliebigen Richtung und 
folglich auch den Vektor selbst definieren, ohne auf ein vorher gewähltes Koordinaten- 
system Bezug zu nehmen. 

Wir betonen, daß hier das Vektorfeld A wieder ein Vektorfeld erzeugt, nämlich das Feld 
der Rotation rot A. Mit Hilfe des Hamiltonschen Vektors V kann man die Definition 
der Rotation auch einfach rot A=V xA schreiben (vgl. den Ausdruck (2) für die 
Komponenten des Vektorprodukts). 


Abb. 117 Abb. 118 


Beispiel. Wir betrachten eine beliebige Bewegung eines starren Körpers. Wenn 
man in diesem einen Punkt O auszeichnet (Abb. 118), so wird, wie man in der Kine- 
matik beweist, das Geschwindigkeitsfeld ® der Punkte des Körpers in einem beliebigen 
Zeitpunkt durch die Formel 


v=v! +oXxXr 
1) Gebräuchlich ist auch die Bezeichnung curl A nach dem englischen Wort curl=Locke. 


2) Man kann hierin leicht eine Art Differentiation nach dem Gebiet sehen; das zu begrün- 
den überlassen wir dem Leser. 
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bestimmt. Dabei ist 99 die „vorwärts gerichtete Geschwindigkeit“, d.h. die Geschwin- 
digkeit des Punktes O, ferner ® die momentane „Winkelgeschwindigkeit“ und r der 
Radiusvektor, der den Punkt O mit einem beliebigen Punkt M des Körpers, in dem ® be- 
rechnet wird, verbindet. Die Komponenten dieses Vektors in Richtung der Achsen eines- 
beliebigen Systems (O; x, %, z) sind (vgl. (2)) 
0) 
x + 0,7 Bug: V;Y, vu + DL nur Wr, o + DıY = DyL . 

Berechnen wir unter Benutzung der Ausdrücke (9) die Komponenten der Rotation 
dieses Feldes, so erhalten wir 2w,, 2w,, 2w,. Daher ist & =; rot ®. 


Also ergibt die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes v® bis auf einen Zahlenfaktor ge- 
nau die momentane Winkelgeschwindigkeit; damit hängt die Bezeichnung Rotation 


zusammen. 

670. Spezielle Felder. In diesem und im nächsten Abschnitt werden wir uns der Ein- 
fachheit halber auf die Betrachtung von Feldern in quaderförmigen räumlichen Ge- 
bieten und speziell im ganzen Raum beschränken. 


1°. Potentialfelder. Ein Vektorfeld A nennt man Potentialfeld, wenn eine skalare 
Größe U existiert, deren Gradient der Vektor A ist: 


A=gradU. 
Diese Gleichung zerfällt in die drei Gleichungen (vgl. (4)) 
U U au 
Am Hey A 
und ist der Behauptung gleichwertig, daß der Ausdruck 
A,dx+4A,dy+ A,dz 


das totale Differential der Funktion U(z, y, z) ist. Die Stammfunktion U nennt man 
das Potential des Feldes A. 

Bereits bekannte Aussagen (Nr. 564 und 641; vgl. die Bedingung (B)) können 
wir folgendermaßen neu formulieren: 

Ein Vektorfeld A ist dann und nur dann ein Potentialfeld, wenn ın dem ganzen 
betrachteten Gebiet die Gleichungen 

9A, 84,  04,_ 04, Ay O4, 
My x’ d2 - dm ’ dx 
erfüllt sind, d. h., wenn rot A der Nullvektor ist. 

Also stimmt der Begriff des Potentialfeldes mit dem Begriff des „wirbelfreien“ 
Feldes überein. 

Gestützt auf die Aussagen in Nr. 564 und Nr. 641 kann manein Potentialfeld auch 
dadurch charakterisieren, daß die Zirkulation über eine einfache geschlossene Kurve 
stets O ist, während das Kurvenintegral über eine Kurve, die zwei beliebige Feldpunkte 
verbindet, nicht von der Form der Kurve abhängt. 

Das Potential U selbst wird bis auf eine additive Konstante durch das Kurven- 
integral 

f (A,dx + A,dy-+ 4,dz) / A;,dl 

() 
bestimmt, das man über eine u Kurve (}) erstreckt, die einen festen Punkt 
M, mit dem veränderlichen Punkt M des betrachteten Gebietes verbindet. 
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Alle diese Tatsachen erhalten dann, wenn das Potentialfeld ein Kraftfeld ist, 
eine natürliche Deutung als Aussagen über die Arbeit. Ein solches Kraffeld ist be- 
kanntlich das Newtonsche Gravitationsfeld sowohl im Fall einzelner Anziehungs- 
zentren als auch im Fall einer stetigen Verteilung der anziehenden Masse. 

2°, Solenoidale Felder. Ein Vektorfeld A nennt man solenoidal (vom griechischen 


coA&v= Röhre abgeleitet), wenn ein Vektorfeld B existiert, dessen Rotation gleich 
A ist: 


A=rotB. (11) 
Diese Gleichung zerfällt in die drei Gleichungen 
B | B 
ms oB, OB, _9B; en P 09.2. 3 eh 13) 
dY 9 ’ er 77 0x 02 0% 


Den Vektor B nennt man ein Vektorpotential des Feldes A. 
Wir beweisen nun den folgenden Satz, der ein leicht nachzuprüfendes Kriterium 
dafür liefert, daß ein Feld solenoidal ist. 
Ein Feld A ist dann und nur dann: solenoidal, wenn im ganzen betrachteten Gebiet 
die Gleichung 
div A=0 (13) 


erfüllt ist. 

Daß die Bedingung notwendig ist, verifiziert man durch direkte Ausrechnung: 
Wenn A=rot B ist, so gilt - (12)) 

m. 9B, OB, ) d (2B: >2.\ d (28: 32.) 
a ne 4 ya ey IT 

Daß sie hinreicht, kann man folgendermaßen einsehen: Es gelte die Gleichung (13). 
Wir werden versuchen, wenigstens eine partikuläre Lösung (B,, B,, B,) der Gleichun- 
gen (12) zu finden. Zur Vereinfachung nehmen wir von vornherein B,=0 an. Dann 
erhalten die ersten beiden Gleichungen (12) die Gestalt 


OB, OB, _ 


bei Integration über z ergeben sie für B, und B, die Ausdrücke 
2 2 ’ 
B,=— f A, y,2)de+plz,y),. B,=f A, y,2)dz. 
20 20 


Dabei ist z, ein beliebiger zulässiger Wert und p(x, y) eine Funktion der beiden Ver- 
änderlichen, die noch bestimmt werden muß. Durch Differentiation der Integrale 
nach der Leibnizschen Regel finden wir 
BB, (04, 9 AB, [oA 
I de tr Yu I ıy 
&g zo 
Benutzen wir die Gleichung (13), um die letzte der Gleichungen (12) zu erfüllen, 
so erhalten wir für die Funktion 9 die Bedingung 


Ip 
Fr Pte Y, 20) N 
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aus der wir g leicht durch Integration über x bestimmen können (bis auf einen von 
y abhängigen willkürlichen Summanden). 

Damit ist unsere Behauptung bewiesen. Es ist noch von Interesse, festzustellen, 
in welchem Maße man das Vektorpotential B aus der Gleichung (11) willkürlich 
bestimmen kann. Ist B® irgendeine feste Lösung dieser Gleichung, so wird die all- 
gemeine Lösung B aus der Bedingung rot (B—- B®)=0 bestimmt, und sie läßt 
sich im Hinblick auf 1° in der Form 


B=BV)ıC 


darstellen, wobei C ein beliebiges Potentialfeld ist. 

Aus den Überlegungen der Nr. 652 geht hervor: Die Bedingung (13), die ein 
solenoidales Feld charakterisiert, ist gleichbedeutend mit der Forderung, daß der 
Fluß des Vektors A durch jede geschlossene (und einen Körper (V) begrenzende) 
Fläche (8) gleich Ö ist. 

Wir betrachten nun als Körper (V) den Abschnitt einer Feldröhre zwischen zwei 
beliebigen Querschnitten (S;) und (S,) dieser Röhre. Die Mantelfläche des Röhren- 
abschnitts bezeichnen wir mit ($,). Dann gilt im Fall eines solenoidalen Feldes 
nach dem eben Gesagten 

S+SS+ SI} AndS=0, 

(Sı) (S2) (S3) 
wobei die Normale bezüglich des 'Körpers nach außen gerichtet ist. Längs der 
Fläche (83) gilt offenbar A,=0 (Nr. 665); kehren wir im Schnitt ($,) die Normalen- 
richtung um (so daß die Normalen in gewissem Sinne wie die Normalen in (8) 
gerichtet sind; vgl. Abb. 119), so kommen wir zu der Gleichung 

ff A,d$=Sf 4,48 » 

(51) (52) 

Also erhalten wir folgende Eigenschaft eines solenoidalen Feldes: Der Fluß des 
Vektors durch die Querschnitte einer Feldröhre ist konstant; man nennt ihn die /nten- 
sität der Feldröhre. 


Abb. 119 


Man kann leicht zeigen, daß die angegebene Eigenschaft ein solenoidales Feld 
vollständig charakterisiert. Das folgt sofort aus Formel (8) für die Divergenz eines 
Vektors A, wenn man als Körper (V), der den gewählten Punkt M umgibt, gerade 
einen Abschnitt einer Feldröhre nimmt: dann wird ff A„dS=0 und damit auch 
divA=0. > 

Wenn man zu der oben angegebenen hydromechanischen Interpretation eines 
Vektorfelds zurückkehrt, so zeigt sich, daß im Fall einer inkompressiblen Flüssig- 
keit und bei Quellenfreiheit (divv=0) durch jeden Querschnitt einer Feldröhre gleich 
viel Flüssigkeit hindurehtritt. 
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3°. Die Zerlegung eines beliebigen Vektorfeldes. Wir zeigen nun, daß jedes Vektor- 
feld A als Summe eines Potentialfeldes A’ und eines solenoidalen Feldes A” darge- 
stellt werden kann. 
A=4'+4” (rot A’=0, divA4”’=0). 


Wir setzen sofort A’=grad ®, wobei ® eine noch zu bestimmende skalare Funk- 
tion ist; die Gleichung rot A’=rot grad ®=0 ist dadurch schon gesichert. Nun ist 
A”=A-grad ©, so daß © so gewählt werden muß, daß die Bedingung 


divA”=divA—divgrad $=0 


erfüllt ist. Wegen | 
058 08 028 
div grad teten AD F 
wobei, wie üblich, A der Laplace-Operator ist, erhalten wir zur Bestimmung von ® 
die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 


Ad=divA, 
die immer eine Lösung hat (und sogar unendlich viele). 


671. Das Umkehrproblem der Vektoranalysis. Es besteht darin, ein Vektorfeld A 
zu vorgegebener Divergenz divA=F (F ist eine skalare Funktion) und Rotation 
rot A=B zu bestimmen. In Anbetracht von Nr. 670, 2°, ist klar, daß für die Lösbar- 
keit des Problems in jedem Fall die Bedingung div B=0 notwendig ist; wir nehmen 
an, diese Bedingung sei erfüllt. 

Man wird (wenn man sich an Nr. 670, 3°, erinnert) die Lösung A naturgemäß 
als Summe von Lösungen A’ und A” der Systeme 


1) ro4’=0, div4’=F, 
(2) rot A’=B, div4”=0 
suchen. 


(1) Aus der ersten Gleichung folgt auf Grund von Nr. 670, 1°, daß A’=grad ® 

ist. Zur Bestimmung von ® wenden wir uns der zweiten Gleichung zu: 
divgradöÖ=F oder A18=F. 

® ist also eine der Lösungen der uns schon bekannten Poissonschen Differential- 

gleichung. 

(2) Da (nach Voraussetzung) div B=0 ist, hat die erste Gleichung des betrach- 
teten Systems nach Nr. 670, 2°, eine Lösung.t) Bezeichnen wir mit A” eine parti- 
kuläre Lösung dieser Gleichung, so läßt sich die allgemeine Lösung in der Form 
A”=A, +C schreiben, wobei © ein beliebiges Potentialfeld ist, C=grad ®. Es ist 
noch die zweite Gleichung des Systems (2) zu befriedigen, d. h. ® so zu bestimmen, 
daß die Bedingung 

div4”=divA/+48=0 oder Ad=—divA5 
erfüllt ist. 


1) Wir machen den Leser auf die Änderung der Bezeichnung im Vergleich zu Beispiel 2 
aufmerksam. 
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Das gestellte Problem ist damit gelöst. Es soll nun festgestellt werden, in wel- 
chem Maße das gesuchte Vektorfeld A willkürlich ist. Wie man leicht sieht, unter- 
scheiden sich zwei Lösungen um einen solchen Vektor G, der den beiden Gleichungen 


genügt. Die zweite von ihnen liefert G=grad H, und aus der ersten erhalten wir 
dann AH=0; also ist Z eine beliebige harmonische Funktion. Der Vektor A er- 
gibt sich eindeutig, wenn zusätzlich „Randbedingungen“ gestellt sind, die die er- 
wähnte harmonische Funktion eindeutig festlegen. 

Die Ergebnisse von Nr. 670 und 671 lassen sich auch auf Gebiete von allgemeine- 
rer Form ausdehnen, die (das muß betont werden) je nach dem vorliegenden Fall 
in der einen oder anderen Art einfach zusammenhängend sind. 


672. Anwendungen. Zum Abschluß dieses Paragraphen führen wir verschiedene 
Beispiele für die Benutzung der Begriffe der Vektoranalyse und der grundlegenden 
Integralsätze in Vektorform an. Wir beginnen mit Anwendungsbeispielen des 
Satzes von OSTROGRADSKI und der mit ihm zusammenhängenden Begriffe. 


1°. Die Kontinuitätsgleichung. Wir betrachten wieder eine Bewegung einer quellen- 
freien Flüssigkeit, setzen diese jedoch im allgemeinen nicht als inkompressibel voraus. 
Wir nehmen an, daß die Flüssigkeit den Raum oder einen bestimmten Teil davon lük-. 
kenlos ausfüllt, und schneiden aus der Flüssigkeit einen beliebigen Körper (V) heraus, 
der von einer Fläche (,S) begrenzt wird. Die Flüssigkeitsmenge, die aus diesem Körper 
pro Zeiteinheit herausfließt, wird, wie wir wissen, durch (5) ausgedrückt. Wir berechnen 
die gleiche Menge anders. Die Änderung der Dichte o im Zeitintervall d um den Wert 

0 

. Sr ditdV, und die 


Gesamtmasse des betrachteten Körpers ändert sich um 


v 00 
dt J [ f Fr aV. 
(v) | 
Eine entsprechende Flüssigkeitsmenge muß im Zeitintervall di in den Körper hinein- 
fließen; ändern wir ihr Vorzeichen, so erhalten wir die Flüssigkeitsmenge, die in diesem 
Zeitintervall herausfließt. Beziehen wir schließlich die herausfließende Flüssigkeits- 
menge auf die Zeiteinheit, so finden wir 


0 [Star 
(V) 


Um den Vergleich der beiden Ausdrücke für Q zu erleichtern, transformieren wir das 
Oberflächenintegral (5) nach dem Satz von OSTROGRADSKI (7) auch in ein Raumintegral. 
Auf diesem Wege erhalten wir 


[SS + (eu)! AV=0. 
(9) 


Weil diese Gleichung für jeden Körper (V) in dem betrachteten Gebiet gilt, folgt hieraus 
nach Nr. 644, 8°, die Identität 
8 
ot 


Diese Gleichung ist unter dem Namen Kontinuitätsgleichung bekannt. 


dt bewirkt eine Änderung der Masse odV des Elements (dV) um 


+div (od) =0. 
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2°. Die Bewegungsgleichung einer idealen Flüssigkeit. Es mögen im allgemeinen Fall 
auf die Flüssigkeit sowohl äußere als auch innere Kräfte wirken. Wir nehmen an, die 
äußeren Kräfte seien der Masse proportional, so daß auf das Flüssigkeitselement (dV) 
die Kraft odVF wirkt, wenn F die Kraft ist, die auf die Masseneinheit ausgeübt wird. 

Was die inneren Kräfte betrifft, d.h. die Kräfte, die auf einen Teilkörper (V) der 
Flüssigkeit von der übrigen Flüssigkeit ausgeübt werden, so wird eine ideale Flüssig- 
keit gerade dadurch charakterisiert, daß diese Kräfte einen ins Innere gerichteten Druck 
senkrecht auf die Oberfläche ($) dieses Körpers hervorrufen. Dabei hängt die Größe p 
des Drucks nicht von der Stellung des Flächenelements im Raum ab, auf das er ausge- 
übt. wird, sondern nur von dessen Koordinaten. Also wirkt auf das Flächenelement 
(d,S) eine Kraft, deren Komponenten in Richtung der Koordinatenachsen gleich 


—pdS cos A, —pdS cos 1, — pdS cos v 


sind, wobei cos A, cos u, cos» die Richtungskosinus der äußeren Flächennormalen be- 
zeichnen. Auf den ganzen Körper (V) wirkt eine Kraft mit den Komponenten 


-/[fpceosids, —f[fpcosuds, -/fpcosvdS. 
(S) (5) (5) 


Greift man wieder auf die Transformation nach dem Satz von OSTROGRADSKI zurück, 
so erhält man dafür die Integrale 


Ser Sa Sao 
dx 9 : 02 
(9) (9) (9) 
Die Kraft, die auf das Flüssigkeitselement (dY)) entfällt, hat die Komponenten 


3 | 
-Pav -Pav -% 
0X Y 02 
sie läßt sich folglich als Vektor in der Gestalt —dV grad p darstellen. 
Bezeichnen wir nun mit a die dem Element (dV)) entsprechende Beschleunigung, so 
gilt nach dem Newtonschen Bewegungsgesetz 


oedVa=FodV -dV gradp, 


aV; 


woraus schließlich 
1 
De grad p (14) 


folgt. Das ist die Bewegungsgleichung einer idealen Flüssigkeit in vektorieller Form. Sie 
zerfällt in drei skalare Gleichungen, wenn man zu den Komponenten in Richtung der 
drei Koordinatenachsen übergeht. 


3°. Die Wärmeleitungsgleichung. Als letztes Anwendungsbeispiel des Satzes von 
ÜSTROGRADSKI betrachten wir die Frage nach dem thermischen Zustand eines Körpers 
bei innerer Wärmeleitung für den Fall, daß keine Wärmequellen vorhanden sind. 

Greifen wir einen Körper (V) mit der Oberfläche (S) heraus, so wird, wie wir in 
Nr. 667, 2°, gesehen haben, die Wärmemenge Q, die aus dem Körper pro Zeiteinheit 
herausfließt, gleich 


—/[f kgrad, UdS 
(5) 


(wir behalten die früheren Bezeichnungen bei). Indem wir in diesem Ausdruck das 
Vorzeichen wechseln und ihn in ein Raumintegral umwandeln, erhalten wir für die in 
den Körper hineinfließende Wärmemenge den Ausdruck. 


SSfaiv(kgradU)dV. (15) 
(v) 
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Diese Wärmemenge ruft eine Temperaturänderung im Körper (V) hervor; sie kann 


auch anders ausgedrückt werden. Zur Erhöhung der Temperatur UumdU =——. dt im 


ot 


Zeitintervall di ist es erforderlich, daß dem Körperelement (dV) die Wärmemenge 


U 
cdUodV =c — diodV 


zugeführt wird, wobei c die spezifische Wärme des Körpers im betrachteten Punkt be- 
zeichnet. Der ganze Peg (V) nimmt in der Zeit di die Wärmemenge 


(V) 
auf; beziehen wir diese auf die Zeiteinheit, so erhalten wir 


au 
() 


Durch Vergleich von (15) und (16) kommen wir zu der Gleichung 


U 
SSJ ie +div (k grad 2) dV =0, 
(9) 


die für jeden Körper (V) aus dem betrachteten Gebiet erfüllt ist. Hieraus schließen wir 
wie oben in 1°, daß in diesem Gebiet die Identität 


U 
co = =div (kgrad U) 


gilt. Das ist die Wärmeleitungsgleichung. 
Im Fall eines homogenen Mediums erhält sie die Gestalt 
U 


real, 


k 
wobei a? =. ist und A den LAPLACE-Operator bezeichnet: 
U U U 
O2 Toy or 
Schließlich hängt U bei einer stationären Temperaturverteilung nicht von der Zeit ab 
und genügt der Laplaceschen Differentialgleichung 


AU=0 


d.h., U ist eine REN Funktion der Koordinaten des Punktes. 

Wir kommen zu Anwendungsbeispielen des Stokesschen Satzes und der mit ihm zu- 
sarmmenhängenden Begriffe. Diese Anwendungen beziehen sich auf die Bewegung 
einer Flüssigkeit. 

4°. Wir betrachten in einem gewissen Zeitpunkt in der Flüssigkeit eine Linie oder 
eine Fläche und interessieren uns dafür, was für eine Figur dieselben Flüssigkeitsteil- 
chen in einem anderen Zeitpunkt bilden. In diesen. Untersuchungen wird folgender 
Hilfssatz eine wichtige Rolle spielen: Die Ableitung der Zirkulation der Geschwindigkeit 
nach der Zeit über eine geschlossene Flüssigkeitskurve ist gleich der Zirkulation der Be- 
schleunigung über dieselbe Kurve. 

Wir betrachten irgendeine Kurve (Z,) =(A,B,) zum Zeitpunkt t,. Als Parameter, der 


die Lage eines Punktes My, auf ihr bestimmt, wählen wir etwa die Bogenlänge o=A,M). 
(Abb. 120); wenn zum Zeitpunkt t die Flüssigkeitskurve (ZL,) =(4,B,) in (L)=(AB) 


22 Fichtenholz III 


AU= 
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B 
B, M 
0 T Abb. 120 


übergegangen ist, so wird die Lage des Punktes M, in den der Punkt M, übergegangen 
ist, durch Gleichungen der Form 


z=olo,t), y=ylat, z=xo,t) (0=0=5) 
bestimmt. Die Zirkulation der Geschwindigkeit 


Il de 9Y 02 
J= f (ode +uydyto.de)= | Va tanz rede do (17) 
(L) 0 
kann nach der Leibnizschen Regel nach t differenziert werden: 


= u 0%, 0% ‚2 0  %s =) (v.2 924 0% =) 
di -((& dot a DE dt do 0% f vet EFT FT : dodt er 


dy 02 (v2 ®r Gy, ze) 
-f (a: 00 40,2 40, 10: Vz Frianliry En +0,27 do. 


Das erste dieser beiden Integrale liefert die Zirkulation der Beschleunigung: 


gfadz +a,dy +a;d2). 


Das zweite kann man dagegen direkt ausrechnen, da der Integrand die Ableitung von 
(v2 +v2 +v2)/2=v2/2 nach o ist; es ist gleich 


v2/2|%. 


Dieser Ausdruck verschwindet im Fall einer geschlossenen Kurve (Z). 
Daher ist schließlich i 


dJ 
dt Fr f (a,dx +a,dy +a,d2),, (18) 
(L) 
was zu beweisen war. 


5°. Es liege eine ideale Flüssigkeit im Sinne von 2° vor. Außerdem machen wir noch 
zwei Voraussetzungen: 1. Die Kraft F habe ein Potential, d.h., es sei F=grad U; 
2. die Dichte o sei eine eindeutige Funktion des Drucks): oe =g(p). 

Wir führen die Größe 


PP) = ES »(Pp) 


ein; dann ist 
od ddO9p 10p 


E77 "dp dx 0x ur} dx 

und analog 
0 10p 0 DD 1% 
yo dy’ .: 0%’ 


1) Eine Flüssigkeit, die dieser Forderung genügt, nennt man manchmal barotrop. 
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so daß 
1 
grad Ö = grad p 


wird. 


Wir kennen bereits die Grundgleichung (14) der Hydrodynamik. Diese läßt sich nun 
in der Form 


a=grad (U —®) 


schreiben. Setzt man das in die oben erhaltene Gleichung (18) ein, so ergibt sich 


—- [ au -®) =0 und damit J=const. 
(2) 

Also ist die Zirkulation der Geschwindigkeit über eine beliebige geschlossene Flüssigkeits- 
kurve zeitlich konstant. Das ist der Satz von Tmomson'). 

Hieraus ergibt sich als einfache Folgerung der interessante Satz von LAGRANGE: Hat 
die betrachtete Flüssigkeitsmenge zu einem bestimmten Zeitpunkt keine Wirbel, so hat sie 
auch in keinem anderen Zeitpunkt Wirbel. Die Wirbelfreiheit ist nämlich gleichbedeu- 
tend mit dem Verschwinden der Zirkulation der Geschwindigkeit über eine beliebige 


geschlossene Kurve (Nr. 670, 1°). Tritt dieser Zustand einmal ein, so liegt er nach dem 
Satz von THOMSON immer vor. 


6°. Jetzt sind wir in der Lage, zwei wichtige Sätze von HELMHOLTZ?) bezüglich der 
„Wirbellinien“ und „Wirbelröhren“?) zu beweisen. Dabei behalten wir stets die zu Be- 
ginn von 5° angegebenen Voraussetzungen bei. 


Satz von der Erhaltung der Wirbellinien. Flüssigkeitsteilchen, die zu einem 
gewissen Zeitpunkt eine Wirbellinie bilden, bilden auch während der ganzen Zeit der Bewe- 
gung eine Wirbellinıe. 


Es ist für uns einfacher, den Satz zunächst für Wirbelflächen zu beweisen. Es sei (S$,) 
eine solche Fläche zum Zeitpunkt t,; dann liegt in allen ihren Punkten die Rotation 
der Geschwindigkeit 

2=rotv 


in der Tangentialebene an (S,), d. h., es ist 2,=0. Wählt man auf der Fläche eine be- 
liebige geschlossene Kurve (},), die einen Teil (o,) der Fläche begrenzt, so gilt nach dem 
Stokesschen Satz (10) 


S (v,dx +v,dy +v,d2) =ff 2,480 =0. 
(Av) (09) 

Zum Zeitpunkt t ist die Flüssigkeitsfläche ($,) in die Fläche (5) übergegangen, ihr 
Teil (o,) in (co) und die Flüssigkeitskurve (},) in die Kurve (A). Nun gilt aber nach dem 
Thomsonschen Satz sofort 


J (v,dx +v,dy +v,d2) =0, 
) 


\ 


so daß (wiederum nach dem Satz von STOKES) 
SS 2.45 =0 
(0) 
wird. Da (co) willkürlich war, kann man hieraus leicht schließen, daß längs (5) identisch 


Q„=0 gilt, daß also auch (S) eine Wirbelfläche ist. 
Da man eine Wirbellinie stets als Durchschnitt zweier Wirbelflächen ansehen kann, 


1) Sir Wırrıam Tuomson (Lord Kervin), 1824—1907, englischer Physiker. 

2) HERMANN VON HELMHOLTZ, 1821—1894, deutscher Physiker und Physiologe. 

3) Eine Feldlinie bzw. Feldfläche (Feldröhre) des Wirbelfeldes nennt man Wirbel- 
linie oder Wirbelfläche (speziell Wirbelröhre). 
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ist unsere Behauptung bewiesen. Insbesondere folgt hieraus auch die Erhaltung der 
Wirbelröhren. 
Nun ergibt sich ganz leicht der 


Satz von der Erhaltung der Intensität von Wirbelröhren. Die Intensität 
jeder Wirbelröhre bleibt während der ganzen Zeit der Bewegung konstant. 


Mit Hilfe des Stokesschen Satzes wird die Intensität einer Wirbelröhre, d.h. der 
Fluß der Rotation durch einen Querschnitt der Röhre, auf die Zirkulation der Ge- 
schwindigkeit bezüglich der Randkurve dieses Schnitts zurückgeführt (vgl. Nr. 670, 2°). 
Daher folgt die Behauptung direkt aus dem Satz von THomson (vgl. 5°). 

Mit diesen Beispielen für die Anwendung der eingeführten Begriffe und der grund- 
legenden Integralsätze wollen wir uns begnügen. 'y 


8 5.  Mehrdimensionale Integrale 


673. Das Problem der Anziehungskraft und des Potentials zweier Körper. Die bisher 
untersuchten Typen ‘bestimmter Integrale (eindimensionale [Kurvenintegrale], 
zweidimensionale [Flächenintegrale] und dreidimensionale [Raumintegrale]) rei- 
chen für die Erfordernisse der Analysis und ihrer Anwendungen nicht aus. 

Wir wollen das am Problem der Anziehung zweier Körper veranschaulichen. 
Wir bezeichnen mit x,, y,, 2 die Koordinaten der Punkte des ersten Körpers (V,) 
und mit za, Ya, 2) die Koordinaten der Punkte des zweiten Körpers (V,). Die Massen- 
dichten beider Körper seien als Funktionen dieser Koordinaten gegeben: = 
=0,(2,, Yy, 21) und 9 =09(X5, Yy, 23). Wählt man in jedem Körper jeweils ein Ele- 
ment mit der Masse o,dx,dy,.dz; bzw. odz,dy,dz,, so wirkt das zweite auf das 
erste nach dem Newtonschen Gesetz mit der Kraft 


Qig2dzıdyıdzjdıradyyd2, „) 
r? y) 
wobei r,., der Abstand der Elemente ist: 


ee Va- + W-y)°+ 2 21)°. 
Da diese Kraft vom Punkt (x,, y,,2,) zum Punkt (x, 9, 22) hin gerichtet ist, 
tdi YyTyı 974 
u I Be 7 1 VRR 2 6 
kraft, die das zweite Element auf das erste ausübt, etwa in Richtung der x-Achse 
die Komponente 
man dx,dyjdz,dzydysdz; . 


r,,.2 


’ 


sind ihre Richtungskosinus . Daher hat die Ansichungs- 


Die Komponente F', der resultierenden Kraft, mit der der zweite Körper den ersten 
anzieht, ergibt sich durch Summation der gefundenen Ausdrücke über alle Ele- 
mente beider Körper, d.h., sie wird ausgedrückt durch das sechsdimensionale 
Integral 


BR = / J f f f Ir a. (a2) 3 —— dx,dy,dz,dz,dy.dz, , 


t) Den Pr Den Proportionalitätsfaktor i im universellen Newtonschen Gravitationsgesetz setzen 
wir, wie üblich, gleich 1. 
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erstreckt über das sechsdimensionale Gebiet (V)=(V,)x (V,) aller Punkte (x;, Y4, 24 
29, Y9, 29), für die (2, Yı, 21) zu (V,) und (x), %,, 25) zu (V 5) gehört. Ebensolche Aus- 
drücke ergeben sich für die anderen beiden Komponenten. 
Analog dazu ist die Größe 
Q,02drı dyıdz,dezdyadzz 
71,2 

das Potential eines Elements bezüglich eines anderen. Durch Summation dieser 
Ausdrücke erhalten wir das Potential eines Körpers bezüglich eines anderen, 
und zwar wieder als sechsdimensionales Integral 


W = f f f f f f „  daydy‚dz,da,dy2dz, 5 
() 


Sind beide Körper identisch, so liefert uns das entsprechende halbe Integral (denn 
sonst würde jedes Elementepaar zweimal gezählt) das Selbstpotential eines Körpers. 

Wir wollen als Beispiel das Selbstpotential der homogenen (09, =05=1) Kugel 
x2+9y2+2?= R2 berechnen, d.h. das Integral 


A 


e +1 +2?= R2 

23 +93 2 +z2=R 2 
ER en. kann man folgendermaßen ’durchführen. Das Potential der Kugel 
25 + y +2)= R? bezüglich eines Elements dx; dy; dz, mit den Koordinaten x;, %ı, 2» 


das sich im Abstand r,= Yx? +y?7+2z7 vom Mittelpunkt befindet, kennen wir bereits 
(Nr. 650, Beispiel 12); es wird durch ein Raumintegral ausgedrückt und ist gleich 


(Ar 2—: ar?) dxr.dyıdz, .1) 


PR hat nun noch die entsprechenden Ausdrücke .für alle Elemente der Kugel 
x7+9y7+27= R? zu summieren, d. h.noch ein Raumintegral zu bilden: 


J J. f (22.R2-3 ar?) dr,dyyd2; . 


a? +y2 +zj=R" 
Diese. Integration kann man durch Übergang zu Polarkoordinaten leicht ausfüh- 
ren. Wir erhalten schließlich. 


Wo = nd r2R>. 
Im vorliegenden Fall ließ sich die Berechnung des sechsdimensionalen Integrals 


auf die Berechnung zweier dreidimensionaler Integrale reduzieren, von denen über- 


dies eins schon bekannt war. 
Wir kommen nun zur Herleitung der entsprechenden allgemeinen Begriffe, 


i) Man muß berücksichtigen, daß die Masse des Punktes, für den hier das Potential be- 
rechnet wird, nicht 1, sondern dazjdy,dz, ist; außerdem spielt, hier r, die Rolle des a, 
das in der in Nr. 650 hergeleiteten Formel auftritt. 
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obwohl wir uns in den meisten Fällen mit einem-Hinweis auf die Analogie zu den 
oben untersuchten Typen von Integralen begnügen müssen. 


674. Das Volumen eines n-dimensionalen Körpers. Das n-dimensionale Integral. 
Bei der Definition des eindimensionalen, zweidimensionalen und dreidimensionalen 
Integrals (Kurvenintegrals, Flächenintegrals, Raumintegrals) haben wir den Be- 
griff der Länge einer Strecke, des Flächeninhalts einer ebenen Figur und des Vo- 
lumens eines räumlichen Körpers benutzt. Analog dazu liegt der Definition des 
n-dimensionalen Integrals der Begriff des Volumenst) eines n-dimensionalen Be- 
reichs zugrunde. Das Produkt der Kantenlängen 


(b1—a,) (b»— a3) ... (in —@,) 


des einfachsten n-dimensionalen Gebiets, des n-dimensionalen rechtwinkligen 
Parallelepipeds 


nennt man das Volumen dieses Körpers. Es versteht sich von selbst, was man unter 
dem Volumen eines Körpers zu verstehen hat, der aus endlich vielen solcher 
Parallelepipede besteht. Man kann auf elementarem Wege zeigen, daß das Volumen 
nicht davon abhängt, in welcher Weise der Körper in Parallelepipede zerlegt wird. 

Indem man solche „Parallelepipedkörper‘“ betrachtet, die einem gegebenen 
n-dimensionalen Körper (V) ein- bzw. umbeschrieben sind, kann man in der üb- 
lichen Weise den Begriff des Volumens V für den Körper (V) definieren (vgl. 
Nr. 340). 

Wir werden es nur mit Körpern zu tun haben, die ein Volumen besitzen; es 
‚existiert offenbar für Körper, die von glatten oder stückweise glatten Flächen?) 
begrenzt werden, insbesondere für die einfachsten uns bekannten n-dimensionalen 
Gebiete, das n-dimensionale Simplex 


0, y=0,.,2,=0, ++ "+=h 
und die n-dimensionale Kugel 
27+22+ +22 =zr:; 


diese Volumina werden wir in Nr. 676, Beispiel 1 und 2, berechnen. 
Es sei im Gebiet (V) eine Funktion /(x,, 23, ..., x,) von n Veränderlichen gegeben; 
dann kommen wir zum Begriff des n-dimensionalen Integrals 


Er 
I=f ... Sta 73, ...,. x) dr,.dz, ... dx, 5) (2) 
nm | 


i) Wir haben uns entschlossen, diesen Ausdruck beizubehalten, obwohl sich natürlich 
sein Sinn zugleich mit n ändert: Es handelt sich um das „n-dimensionale Volumen“. 
Man hätte statt dessen auch das Wort „Maß“ verwenden können. 

2) Ein Gebilde im n-dimensionalen Raum, das durch n Parametergleichungen mit 
n—1 Parametern bestimmt wird, wobei die in den Gleichungen auftretenden Para- 
meterfunktionen nebst ihren partiellen Ableitungen stetig sind und die Funktional- 
matrix den Rang nr —1 hat, heißt hier eine glatte Fläche. 
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indem wir das Gebiet in Elemente zerlegen und die anderen uns schon ebenso ge- 
läufigen Operationen wiederholen (vgl. Nr. 643). Wenn der Integrand stetig ist, 
existiert das Integral sicher. 

Die Berechnung solcher Integrale wird auf die Berechnung von Integralen ge- 
ringerer Dimension zurückgeführt, und zwar bis auf die Berechnung eindimensio- 
naler Integrale. Ist das Integrationsgebiet (V) das rechtwinklige Parallelepiped (1), 
so gilt eine Formel, die zu (10) aus Nr. 645 analog ist: 


bi b5 b,, 
I=f da, Sf day... f Man 2 +, 2.) de, - (3) 
aı 2 Gy 


Auf Gebiete allgemeinerer Form, die durch Ungleichungen 
N<y,=<X,, 2.(2)=%=Xolzı), o.., 
a Er EX sleep) 


charakterisiert werden, ist eine Formel anwendbar, die zu (10*) aus Nr. 646 analog 


ist: X  Xya) Zt.) \ 
I=/f da, f da... f Hz % ++, 2%.) dx, » (4) 
z? 2) I... 1) 


In ähnlicher Weise gelten (für eine entsprechende Form der Gebiete, die in je- 
dem Fall leicht zu bestimmen ist) auch andere Formeln, die zu (8*) und (11*) aus 
Nr. 646 analog sind. Dabei wird die Berechnung des n-dimensionalen Integrals 
auf die schrittweise Berechnung von Integralen niedrigerer Dimensionen zurück- 
geführt; die Summe dieser Dimensionen ist gleich n. 

Das alles wird ganz genauso wie für die Fälle n=2 und n=3 bewiesen, ohne daß 
irgendwelche neuen Gedanken hinzukommen. Daher brauchen wir uns damit nicht 
aufzuhalten. Es ist auch ohne weiteres klar, wie man uneigentliche n-dimensionale 
Integrale definiert und wie man die oben erwähnten Formeln auf diese ausdehnt. 


Bemerkung. Man könnte für eine Funktion von rn Veränderlichen den Begriff 
des Integrals über eine (n—1)-dimensionale Fläche (Oberflächenintegral) erklären 
(vgl. die Bemerkungen zu den Beispielen 3 und 16 in Nr. 676). In Anbetracht der 
Kompliziertheit dieses Gegenstands können wir darauf hier nicht eingehen. Wir 
bemerken lediglich, daß W. M. OsTRoGRADskKI in Verallgemeinerung von Formel 
(4) aus Nr. 651 eine Beziehung aufgestellt hat, die ein solches Integral über eine 
geschlossene Fläche mit einem gewissen n-dimensionalen Integral über den von der 
Fläche begrenzten Körper verknüpft. 


675. Koordinatentransformation bei n-dimensionalen Integralen. Diese Frage un- 
tersuchen wir etwas eingehender. Gegeben seien zwei n-dimensionale Gebiete: 
(D) im x,, 2 +.., 2„.Raum und (4) im &,, &, .., &.-Raum. Die Oberflächen beider 
Gebiete seien stetige, glatte oder stückweise glatte Flächen. Wir nehmen an, daß 
die Formeln 
=rln Sr + u) > 
= rglEr 5 En); 


= Typen &9, ..., &) 


(8) 
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.zwischen (D) und (A) eine eineindeutige Beziehung vermitteln. Dann kann man 
unter den üblichen Voraussetzungen bezüglich der Ableitungen und des Vorzei- 
chens der Funktionaldeterminante 


en den 

oe ei = 

7 2) In 

D(z;, 2 ..., &n) DE DE JE. 
D(£&4, 82 --., &n) N 
m ei 

den En En 


das Integral einer in (D) stetigen Funktion f(x4, %, -.., 2,„) folgendermaßen trans- 
formieren: 


— 
Su] Heu; ,) dr: 2, 
(D) 


Sl HarlEis eo Eds eu AnlEn ao )) II Ar di, - (6) 


Diese Formel ist den Transformationsformeln für zweidimensionale und drei- 
dimensionale Integrale völlig analog (Nr. 609, Formel (21); Nr. 661, Formel (10)). 
Den Beweis dieser Formel führen wir durch vollständige Induktion. Für n=2 
und 2=3 ist sie schon bewiesen worden. Daher genügt es, die Formel für die Di- 
mension n unter der Voraussetzung zu beweisen, daß die entsprechende Formel 
für die Dimension n— 1 richtig ist. 
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, daß irgend- 


eine partielle Ableitung - das Vorzeichen nicht ändert (andernfalls könnten wir 
k 


das Gebiet (A) in Teile zerlegen, in denen das der Fall ist); es sei dies die Ableitung 
9% 
DE, . 

Wir greifen in dem vorgegebenen Integral (2) die Integration über x, heraus und 
schreiben es in der Form 


n-1 
zu run 


1 
f dr; Fa Sta, Lyy 000; x) dr, .. dr„; (7) 
=? (D 2) | , 
hierbei bezeichnet (D, ,) das Gebiet, das die Veränderlichen x;, ..., x, bei festgehal- 
tenem x, durchlaufen. 
Wir lösen die erste der Gleichungen (5) nach der Variablen &, auf und drücken 
‘diese als Funktion von x;, &3, ..., £, aus: 


hl Een in). 


Diesen Ausdruck setzen wir in die übrigen Formeln ein. Auf diesem Wege kommen 
wir zu den neuen Transformationsformeln 


T3 = x(&ılaı & ...,;. Eu) &9, ...,; &.) =Zlr,, &9, ...;. e.)5 


(8) 


.......„..euE®Im..ae.... e.”.e.0.>. ...0R10rı Er 8 fr ıy $5‘5 


2, =2,(ıla, &, ...;. A} &, un, &) = Ent 6 “,; | n)- 
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Ausgehend von diesen Formeln transformieren wir das (n— 1)-dimensionale 
innere Integral in (7) auf die Veränderlichen 3£,, ..., &,. Das kann nach Vorausset- 
zung mit Hilfe einer Formel geschehen, die zu (6) analog ist. Wir kommen zu dem 
Integral 


— Be 
{ dr I; FR I; IRZE 89; ...; Eu); on, 2,2 &n, ... &,)) IJ*| d&, ... dE, 3 (9) 
(42,) 
wobei 087 On 
je Na en En 
D(£,, ...;. En) 0%, 0%, 
05, dEn 


ist. Wir setzen darin nun die Integration über r, an die erste Stelle, 


re Zy(lögs.6n) 
f ... fSdE;, ... dE, f HEZE %(x, &9, ...,. &u) o.., 2.24 &n, o..,; £,)) II *] dr; N 
(4*) E....&) 
und gehen im inneren Integral mit Hilfe der ersten der Formeln (5) (für festgehal- 
tene &, ..., &,) von der Veränderlichen x; zu der Veränderlichen £, über. Wir erhal- 
ten 


nn ZE9n.,6) 
SS dm 0 Sf Malen 52 u En) 
(4*) EEE) 
- 
xo($1 59 es En)» .. (84; 69, “;, &))\J d, 


oder, wenn wir zu einem n-dimensionalen Integral zurückkehren, 


ei 


IF dE,) ...dE,. 


(fer ...,. Eh ”. Zu(di ... &)) 
(4) 


Um zu (6) zu gelangen, hat man sich nur noch von der Identität 


9x1 

— Jr — 

us VEN 
zu überzeugen. Nun finden wir aber durch Differentiation der mittelbaren Funk- 
tionen (8) nach &,, ..., &,, wenn wir die Ableitungen der Funktion &, unter Benut- 


zung der Differentiationsregel für implizite Funktionen ausdrücken, 
u 0 
020m Om Oi dm Drdh en). 
DE, Or O8 Or 98 081 
08 . 
Daher nimmt die Determinante J, wenn man zu den Elementen der k-ten Zeile 
02 


(k=2, ...,n) die mit — multiplizierten entsprechenden Elemente der ersten 


1 
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Zeile addiert, die folgende Gestalt an: 


u 
08, 084 051 
oo 9% On 
0& 085 
0%5 0%, 

er 

Daraus ersieht man, daß sie gleich J* ei ist. Damit ist der Beweis abgeschlossen. 
1 


Bemerkung. Wir haben dabei stillschweigend angenommen, daß die (n—1)- 
dimensionalen Gebiete (D,) und (A,) alle von einer stetigen, glatten oder stück- 
weise glatten Fläche (im entsprechenden Raum) begrenzt werden. Zerlegt man vor- 
her das Gebiet (D) und zugleich damit (A) in Teile, so kann man erreichen, daß das 
wenigstens für jeden Teil einzeln der Fall ist. Aus der Gültigkeit der Formel (6) 
für diese Teile folgt ihre Gültigkeit auch für das Gesamtgebiet. 

Die Formel für die Koordinatentransformation läßt sich in der üblichen Weise 
auch auf den Fall uneigentlicher Integrale erweitern. 


676. Beispiele. 


1. Man bestimme das Volumen T, des n-dimensionalen Simplexes (Nr. 162) 
(T,): 120, ..,%n2=0, tn t+"+.=h. 
Lösung. Es gilt 
BR n h=2 h=21="" ni 
Ta=JS... Sdxı daz..dr,„=f dr; Sf dan... S dr, » 
(Tn) 0 0 0 
Wir transformieren in diesen einfachen Integralen die Veränderlichen nacheinander ent- 
sprechend den Formeln x; =h&,, &3 =h£y, ..., &n =h&,„. Dafür wird die allgemeine Formel 
(6) nicht benötigt. Wir kommen zu dem Ergebnis 


ı 1-8 1-8, &n-1 rn 
TV emrsihl An Sf de, —h” Ti. dena", 
0 1) v 4 20,...,5, 20 


31 +59 + en +5„=1 


wenn man mit «„ den Wert des Integrals bezeichnet, das dem Ausgangsintegral analog 
ist, aber h=1 entspricht. | 
Andererseits ergibt sich (unter gleichzeitiger Benutzung des erhaltenen Ergebnisses) 


1 er 4 Bd 
= er ER U -£&,)?"1dE,= ——, 
en IK J | de, an | U enr-1di,=—- 


1b... 120 
&+ ser +&,-ı=1 —$n 


Diese Rekursionsformel liefert uns (wegen a, =1) «, =1/n!, so daß schließlich 7„=h"/n! 
wird. 


2. Man bestimme das Volumen V,„ der n-dimensionalen Kugel (Nr. 162) 


(V,): 2i+23+--+22=R2 
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Lösung. In diesem Fall handelt es sich um die Berechnung des Integrals 
PER 
a I ER | dx.drz ... dx, - 
af +23+ +22 =R2 
Setzt man 
x >= R£,, = RE,, o.., In” RE,„,!) 
so ergibt sich leicht V„=ß„R", wobei der Koeffizient f„ das Volumen der n-dimensio- 
nalen Einheitskugel ist. 
Zur Bestimmung von f,„ führen wir folgende Umformung durch: 
n | 1 n—1 
Pan = , S..sJ IH... dEn=S In ER | d&; ... dn-1- 
+ +&2si -1 0 dre4_ 1-2 
Das innere Integral ist das Volumen der (rn —1)-dimensionalen Kugel vom Radius 
n—1 
Y1-E£2 und daher gleich ß„_ı (1-£2) ? . Setzen wir diesen Wert ein, so kommen wir 
wieder zu einer Rekursionsformel: 


794 
Bn=2Pn-ı JS sin?0d0 
0 


oder (vgl. Nr. 534, Beispiel 4 (b)) 
1 

F ( + 

er 2 

Pr =Pa-1 Yr _. . 

. 2 


Da ß, =2 ist, ergibt eine leichte Rechnung 
ri? 


3 7 
Für das gesuchte Volumen folgt somit 


zen/ 2 


ne, Ih”, 


V„ er 
I = + ) 
Durch Fallunterscheidung ergeben sich für gerades bzw. ungerades n die Formeln 
ie 2(2r7)” 
Vom Rem, Vym+i = om+i)t! 


Speziell finden wir natürlich für V,, Vz und Vz die wohlbekannten Werte 2R, rR? 


R?m+1 j 


4 
und 3 cR>, 


3. Man berechne das (uneigentliche) Integral 
n—1 
: day ... den -1 


S= (n>2). 


FE ER 
2 2 =4 v1 -.f u —In-1 
27+r"+7,_,=! 


1) Auch hier ist die allgemeine Formel (6) nicht erforderlich: Nachdem man das mehr- 
dimensionale Integral nach Formel (4) als mehrfaches Integral dargestellt hat, kann 
man schrittweise jeweils eine Veränderliche in jedem einfachen Integral transfor- 


mieren. 
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Lösung. Wir transformieren das angegebene Integral wie folgt: 


dt | 
= I. u da .. BL 1 RER y) J EN DR wn 
N1-21--22.2-22_1 


7 +" +02 _ ,= 


wobei «& -/ı x —. T- ist. Das innere Integral ist hier gleich r, so daß (vgl. Bei- 
spiel 2) 


S=z o.. f dı ... dx„_2 =rPn_2 = 


7 
at + +22 _ gel r(5)} 


1.%]2 


wird. 
Bemerkung. Es ist interessant, daß das soeben berechnete Integral bis auf den 


Faktor 2 den Inhalt der Oberfläche der n-dimensionalen Kugel «1 +. +22 =1 ausdrückt. 
Ohne auf Einzelheiten einzugehen, erwähnen wir, daß der Inhalt einer Fläche durch das 


Integral ”_ 


ei 7 % +) + (2) an. ‚day_ı 


ae e- wenn die Fläche durch eine explizite Gleichung ©, =f(z4, -.., £n-ı) 
gegeben ist und der Punkt (z,, ..., &„_-ı) dabei das (n — 1)-dimensionale Gebiet (E) durch- 
läuft. Speziell für die Halbkugel 


Ln -Yı _.. .. re 


erhalten wir 


# JS, ds .... de; nn - Sf. [ — dr  E 


+ +22, x + +22 gsi -21-" 1 


Also ist der Inhalt Oberfläche der n-dimensionalen Einheitskugel gleich 2rß,_2; im 
Fall einer Kugel vom Radius R wird der Inhalt offenbar gleich 


en/ 2 


n 
r 5) 
Dieses Ergebnis stammt von JAcop1. 


2rß„_2.Rri=2 Rr-1, 


4. Man beweise die Dirichletsche Formel 


PL. 
Pi Ami IXpı) -.- Ip.) 
... Be er Eu o.., 0 . 
7 m der; de I (pı +""+2. +1) (Pi; Pa” ) 
Li tg Z0 
zu r"+2,= 1 


Wir wenden vollständige Induktion an und stützen uns darauf, daß die Formel für 
n =2 schon bewiesen ist (Nr. 597, Beispiel 12; Nr. 617, Beispiel 14). Sie sei also für das 
(m —1)-dimensionale Integral richtig. Wir schreiben die linke Seite der Formel in der 


1) Diese Formel ist ein vollständiges Analogon der Formeln (4a) aus Nr. 329 und (5) 
aus Nr. 626 für die Bogenlänge einer explizit gegebenen Kurve bzw. den Inhalt einer 
explizit gegebenen gekrümmten Fläche. 
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m EI 


Gestalt 


n 
SC. dr, er f Ti ... Int dr ... dt„_1 


und führen im inneren Integral die Substitution 
z =(1l-2) 8, 0, &n-1 =(1 2) En-ı 


durch.) Dann wenden wir auf das (n — 1)-dimensionale Integral die Dirichletsche For- 
mel an. Wir erhalten 


1 
T ... r = —4 .4 Le 
(P1) --- IPn-1) at tra, 

Kate tpm-ıtl) . 
Wenn wir für das Integral seinen Wert 

pr) pı +" +m-ı+1) 

pt" t+Pn-1+Pn +1) 
einsetzen, so kommen wir zu dem gewünschten Ergebnis. 


5. Die Dirichletsche Formel läßt sich leicht verallgemeinern: 


ie N 
eg. : ? Py I" (=) ... IT (2) 
v1 u | 1771 ..o 14790 X On 3 
2 ... In dx ... dr, u a SE ee Erna 
071 ... An r ypı u Pr 1 
sig Z0 = Om a 


(a;, &, Pi>0). 
Diese Formel reduziert sich auf die bereits bewiesene, wenn man zu den neuen Ver- 
\r,. R 
änderlichen £; -() (i=1, ..., n) übergeht.!) 
ı 


Insbesondere ergibt sich für 9, ='"=p, =1, u =" =ua,=2, y='""=a, =R ‚hieraus. 
wieder die Formel für das Volumen V,„ der n-dimensionalen Kugel?) (vgl. Beispiel 2). 


6. Wir heben besonders die Dirichletsche Formel für den Fall n =3 hervor: 


P\ „fa\ „{r 

aPbAcr dr r($) r(}) 
IS zp-Aya-Izr-Adedydz = TIEREN 0 RE 
e r(® +4 +2 +1) 


ZUYUZE0 - eg B 


(P,4,r>0). 
Sie ist nützlich zur Bestimmung von Volumina, statischen Momenten, Trägheitsmo- 
menten und Zentrifugalmomenten von homogenen Körpern der u ne os 
; 0230 [2 \7 , [4% 2 
So erhalten wir beispielsweise für den Teil des Ellipsoids (2) + (2) +(2) =1 


N 


1) Vgl. die Fußnote auf 8. 347. . 
2) Man muß nur beachten, daß die Dirichletsche Formel wegen der Einschränkung auf 


positive Werte der Veränderlichen unmittelbar nur den 2”-ten Teil des Volumens 


liefert. 
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(«=ß=y=2), der im ersten Oktanten liegt (wenn wir annehmen, daß die Dichte gleich 1 


ist), a 
abc b (5)} 


T 
für p=qg=r=1: ee Tee 


TEBOE ZEER chen el. 2 
fürp=2,q9g=r=1: M,„.= F T(3) 15 ae, 

3 1\1? 
sn re. 
ür p=3,q=r=1: eg r(? =, abe, 

;) 
r() eu 
für p=1,g=r=2: ar \2) 1 b2c? 
urp=-1,9q=r=.. yı 7 5 ae USW. 
;) 
7. Man beweise die Liouvillesche Formel (74, P2 +; Pn >0) 
n 
un By mA Pr! 
S..S pa + +2.) X sz 2 nn das des... dan 
et Z0 
zı+r+2,=i 


_Toı) Tip) - Ip3) -.- pn) 


upırpat +PnTigu 
— Ip +Ppa +" +9) Sm u 


unter der Voraussetzung, daß u einfache Integral rechts absolut konvergiert. 

Für n=2 ist die Formel bereits bekannt (Nr. 597, Beispiel 16; Nr. 611, Beispiel 17; 
Nr. 617, Beispiel 14). Wir nehmen ihre Richtigkeit für das (n — 1)-dimensionale Integral 
an. Die linke Seite der zu beweisenden Formel schreiben wir folgendermaßen: 


re p1- = 2 —1 1-24, —1 ® 4 
.. f 2 nn 1 4 a dı ... dz„_1 f 9 (x ee +7,) En dx, . 
stm 30 0 
zur" +2,-1=1 
Setzt man | 
1—t Da x 
y(t) = J PL +2%,) In dr, , (") 


so läßt sich hierin das innere Integral durch y(z4 +" +x„_ı) ersetzen. Dann erhält das 


(n — 1)-dimensionale Integral, wenn man darauf die Liouvillesche Formel anwendet, die 
Gestalt 


IXpı) .. I(Pn-1) 


ey Pr FPn-1 ige. 
Ip +... +Pn-1) ; vi ) 
Wir setzen für y(t) den Ausdruck (*) ein und ersetzen das entstehende Doppelintegral 
durch ein zweidimensionales: 


dus A Part 
„re ren) Pit tPn—1 12," didr, - 
an-= 
t+2,=1 


Um zu dem gewünschten Ergebnis zu gelangen, braucht man nur noch auf dieses 
Integral die schon bewiesene Formel anzuwenden. 
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8. Hieraus erhält man leicht die allgemeinere Formel 


n 


eu Susan, 
x \%1 Ku\n\ 21-1 —1 
f ...o [ 9 (() + +2) )at' ... un dr; ... dr, 
44 An 


» Pn r(*) ” r(®) 4 Pa 
a... An 4 An 1 
ag plu) u! n du 


(alle Zahlen a;, «;, 7; werden als positiv vorausgesetzt). 
Diese Formel erlaubt es beispielsweise, die folgenden Integrale zu berechnen, und sie 


gibt für diese gleichzeitig auch Existenzbedingungen an!) 


R 


(8) 


| ... a 
Test Z0 (1 2, —"tofn 


zl+.- +2 021 
1 N 


r(&) u re) Ti u) 


-_——— — Pr (füru<1); 
Kg oe. & 
1 de r(1-2+2+.- 422) 
4 An 
n 1 | 
2,” Pan” 
(b) ... — dr ... dx, 
4... 0 (xı ++) 
zi4+. 42021 
1 n 
1 re) re) p 
- - = (für <= 4 +2); 
pı Pr | | ) 1 n 
a an (£ Tr = \r . Tr er 
N 
gm Nana, an 
—1 -1 I/1-2ı —"—% 
(c) f an J Pf nn % F = da; ... dz, 
Zi 20 142, + +&n 
21442 Rs1 
1 
rl) , (ee) re) 
„r(2) e An) 1 2 _ 2 2/ 
2 0 Im) e 4) & ı) 
I' > +3 I’ 5 + 


p i 
wobei zur Abkürzung m a +++ = gesetzt worden ist. 
1 n 


1) Da das Integral rechts in der Liouvilleschen Formel genau dann absolut konvergiert, 


wenn das Integral links konvergiert. 
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9. Man beweise durch vollständige Induktion die Formel 


1 
pe Ph dt; ... dt„ 
R FT ander 


271 + 2 +z,=1 


1 es = 
_ IXpı) ... IXPn) uPır FPnni 


— u) ————— dus Yo, m Z0,b>0 
IXpı +" +Pn) r 2 (au +b)"1 ... (a„u +b)”n 1a ö . 


(vgl. Nr. 611, Beispiel 18; man benutze Nr. 534, Beispiel 2). 
10. Wir zeigen, wie nach CAucHY die Berechnung des mehrfachen Integrals 


2 ae 1 A art +) 
K= J 23 u dry ... den (?:, 0, b,,q>0) 


auf die Berechnung eines einfachen Integrals zurückgeführt werden kann. 
Nach einer bekannten Formel (Nr. 531, Formel (13)) ist 


1 


EWR 1 ferttortnt Han a-ta 
(do +21 +" +6n2%n)? I(q) : 


Setzen wir diesin das Integral X ein und ändern die Integrationsreihenfolge, so erhält X 
die Form 


1 oo. B > _ _ 
K=ym J ö run-ian| fe tm PiTig,, : on + bnu)2n Pa” at. 
Ö 0 


Wenn wir für die Integrale in der geschweiften Klammer wieder die angegebene Formel 
benutzen, ergibt sich schließlich 


_T(p) Ip) f ____eT?0un-idu 
IXq) ’ (ar +bu)P ... (am +bnu)?r 


Dieses Ergebnis gilt auch für b,=0, vorausgesetzt, daß p +... +pn >q ist. 
11. Man berechne das Integral 


92 i 
ar" +22 s1 


wobei k eine natürliche Zahl ist, während a,, ..., a, beliebige reelle Zahlen sind. 
Wir erhalten zunächst nach dem polynomischen Satz 

(2k)! 2 in A 2 

(ut +020)* = on Va es 

At +22 A! 


Wenn wir über die Kugel 27 +... +22 =1 integrieren, so verschwinden die Integrale der- 


jenigen Glieder, für die wenigstens einer der Exponenten A eine ungerade Zahl ist. 
Also ist 


(2%)! a 2u 2u 2u 
In = TDy’AYERREIIAN 0: ie as wen En Ar. dan: 
Mt tage (Zu)! (Zt 2 1 „ da n 
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Nach der verallgemeinerten Dirichletschen Formel (vgl. Beispiel 5) hat das letzte In- 
tegral den Wert!) 


1 1 
n 
r(&+2+1) 
Setzen wir hier 
1 u 1 3 1. — (Zu-l)!!. — 
rlarz)-le-3)(u-3).- 29- rr, 


so erhalten wir nach einigen Umformungen 
(2 —1)!! rl? k! 2 2 
r(2+% +1) Mt t+uy=kPi° ... fin: 
2 


2k -1)!! zen/? 
nat tal. 
r(&+2+1) 


Ly = 


Dieses Integral wurde zuerst (allerdings auf anderem Wege) von N. J. Soxın?2) be- 
rechnet. SonIn bemerkte, daß das Integral 


Lar+i= 1, A (a2 + +anCn)?r +1 day ... den 
ir +22=1 


immer gleich 0 ist, und erhielt dann durch Reihenentwicklung der Exponentialfunktion 
und gliedweise Integration auch den Wert des Integrals 


n 


rlersHi) 
+ +21 FR + 


wobei zur Abkürzung 0 = Ya? + +0 gesetzt ist. 
Für gerades n =2m kann man dieses Ergebnis in der Form 
oo 2k Ri k 2k+m n/2 
m 5A e r (rm (-1) (*) em, io 
k=0 k! (k + m) !\2  (io)” k=0 k! (k +m)! !  (io)W2 


schreiben, d. h., man kann es durch den Wert der Besselfunktion mit dem Index m =— 


(Nr. 395, Beispiel 14) in einem imaginären Punkt ausdrücken. Man muß übrigens hin- 
zufügen, daß dieses Ergebnis auch für ungerades n gültig bleibt, wenn man Besselfunk- 
tionen mit gebrochenen. Indizes einführt. 


12. Wir kommen nun zu Beispielen für die Anwendung der allgemeinen Formel (6) der 
Koordinatentransformation zur Berechnung mehrdimensionaler Integrale. 


1) Dabei muß berücksichtigt werden, daß die Dirichletsche Formel die Beziehungen 
4>=0,.., 2,20 voraussetzt; daher muß das Ergebnis, das diese liefert, noch mit 2” 


multipliziert werden. 
2) NIKOLAI JAKOWLEWITSCH SONIN(E), 1849-1915, russischer Mathematiker. 


23 Fichtenholz III 
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Man wird natürlich mit der Einführung verallgemeinerter Kugelkoordinaten durch die 
Formeln: 


4 =TCO89, 
% =rsinQ COSY9, 
%3 =rsin 9, Sin 02 COS 93, 


OR EEE EEE (10) 


%n_1=r sin 9 sin 9 ... SIN @n_2 COS -1 > 
% =rsin 9 sin 99 ... sin 9,_2 Sin @n_-1 


beginnen. Wenn man im 2, .., Raum die Kugel x4 +22 +... +22 = R? betrachtet, 
so kann man ihr im neuen r, 9, ..., $n-ı-Raum offenbar das rechtwinklige Parallelepiped 
0=zsr=R. VEN ET, 1%, 0=9,. Er, 0=9,_ı=2r7 


zuordnen; beschränkt man sich auf den Teil der Kugel, der den Ungleichungen 
u=0, +, 0 entspricht, so durchlaufen alle Winkel 94, ..., %n-ı das. Intervall 


bl. 


Die direkte Berechnung der Funktionaldeterminante 
Dix, &2, +, &n) 
D(r, Ps + Pn-1) 


aus der Definition ist sehr mühselig. Daher berechnen wir sie auf einem Umweg. Die 
Formeln (10) führen leicht auf das Gleichungssystem 


J= 


F, =r? («1 +22 + +22) ei ; 

F,=r?sin? go, (23 +.“ tan) = 0, 

F, =r? sin? 9, sin? 92 (x3 +" +22) = 0, 

F„=r?sin? go .. ‚sin? mAi-i=0, 
für das umgekehrt das Funktionensystem (10) die Lösung ist. Daher gilt nach der For- 
mel aus Nr. 210, Beispiel 8, 

D(F,, F3 .., Fa) 
Dix, &, ..., &n) ee _1y D(r, 94, «+. n-1) 
D(r, 94, ++, Pn-1) D(F,, Fy .., Fan) 
Dix, Lo Ch) 


Die letzten beiden Funktionaldeterminanten lassen sich sofort berechnen, denn sie re- 
duzieren sich auf das Produkt der Diagonalglieder; es folgt somit 


D(F, FF, .., f%) 
D(r, 4 + Pn-1) 


D(F,, Fa, ..., Fin) 
D(z;, %9, 0% N) 
=( — 1)” 2%r* sin?-19, cos 9, sin?”29g C08 93 ... sin 9,_1 COS @n-1- 
Also wird schließlich 
J = Dix, X, ..., &n) 
D(r, 94 +. Pn-1) 


Wir betrachten als Beispiel das Integral 
n 


ua v3... 23 
G= Sf Flair +2) da... dan - 
xi+..+22=R2 


=2%,2n-1 sin?r-39, cos p, sin??-°9, cos 92 ... SIN Pn_ 1 C0B r-1 


=(— 1)? 22,09 0. &n 


=r?-1 sin?-2g, sin?-°pg ... sin @1_2- 
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+ 
Nehmen wir Kugelkoordinaten zu Hilfe, so wird seine Berechnung unmittelbar auf die 
Berechnung von n einzelnen voneinander unabhängigen Integralen zurückgeführt: 


R ; n T T Ir 
" g- fr) a yı dp ... fsin? 9n_3 dpn_3 [sin 95.2 d@n-2 JS dpn-ı- 
Ö 0 0 


Benutzen wir zur Berechnung der Integrale der Sinuspotenzen die Formel 


a 
: a (5) 
[sine-tpap=2 | sine-Iodp=Yr — ——— 
Ö 0 


(4) 


aus Nr. 534, Beispiel 4 (b), so erhalten wir nach Vereinfachungen 


od 
4 


— Hof Kr) dr, 


2 


so daß das Problem auf die Berechnung eines einzigen einfachen Integrals über r zurück- 
geführt worden ist. 


Darin sind als Spezialfälle die Ergebnisse der Beispiele 2 und 3 enthalten. Seinerseits 
ist das erhaltene Ergebnis in der Formel von LioUvILLeE (Beispiel 8) enthalten. 


) eo . ® 2 2 2 
13. Quadrieren wir die Formeln (10). und ersetzen wir z1, 23, ..., &n durch 24, ..., £n!) 
und r?, sin? o,, ..., sin?@,„_ı durch u,, Us, ..., Un, so kommen wir zu folgendem System 
von Beziehungen: 


u =-u(1-u), 

x =Umug(1-u;), 

a ee (11) 
En-1 uU -- Un-ı (l Un); 

In =UUg «+ Un» 


Die Transformation (11) ist also in gewissem Sinne dem Übergang (10) zu Kugelkoor- 
dinaten gleichwertig. Für n=2 hat JACoBI sie zum Beweis der bekannten Beziehung 
zwischen der Beta- und der Gammafunktion (Nr. 617, Beispiel 13) angewandt. 

Man beweise die Liouvillesche Formel (Beispiel 7) direkt durch Anwendung der 
Transformation (11) auf das Integral der linken Seite. 

Dem Simplex 


71 =(, n=0, ...; In =0, 2 +... +2, sl 


entspricht hierbei der Würfel [0, 1; ...; 0,1] im u,, -.., u,-Raum. Für die Funktional- 
determinante ergibt sich 


U YUq (1 —Us) UUZ + Un-A (1 —U,) UUZ vr. Un 
Te 0 — U) 
Ö 0 U ... Un-2 (1 — Un) U ... Un - Un 
| 0 0 — U ... Uni U ... Uni 


Fügen wir zu den Elementen jeder Spalte die entsprechenden Elemente aller folgenden 
Spalten hinzu, so werden alle Elemente unterhalb der Diagonale durch Nullen ersetzt, 
und die Diagonalglieder werden 1, U, Uuy +, U cr Uni. Also ist schließlich 


—1 n-2 
J =U U ... Un—1 . 


1) Natürlich können jetzt diese Veränderlichen nur nichtnegative Werte annehmen. 


23* 
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Nach Formel (6) wird unser Integral auf das folgende zurückgeführt: 
Rn 


‚| 1 
a a +24” me| 
JS... Spluı) u a u) 
0 0 
»++72-1 1 Mmn1 
Xug a ... (1 u.) n-1 i Un du o... du, . 


Dies ist bereits ein Produkt einfacher Integrale; das übrige ist klar. 


14. Die gleiche Transformation erlaubt es, auch die modifizierte Liouvillesche Formel 
zu beweisen, bei der das n-dimensionale Integral über ein unendliches Gebiet erstreckt 
wird: n 


en ein -1 9-1 p 
S..S plaı trat +20.) x 2) I Made; “dr, 
tg 20 
tr +2,21 


_F(pı) IXp2) ... I{pa) f en 
Top +pa + Hp) JA“ ni 


dabei wird vorausgesetzt, daß das Integral rechts absolut konvergiert. 
Diese Formel läßt sich genau wie die vorige verallgemeinern (vgl. Beispiel 8): 


In\r\ m —1 Yu | 
+(2) ) 2" ..o x dx ... dr, 


n 


Mit Hilfe dieser Formel kann man beispielsweise zeigen, daß (für u „A nu +2) 
1 n 


sy Z0 (x 


al+.4+zn>1 
1 n 


I 


A... On f _Pı BE RER 2.) pie +. +2>) 


ist. 
15. Man beweise die folgende Formel (die ebenfalls von LIOUVILLE stammt): 


1 1 
H Le ... Un) (1 Pl —n,)Pan1 


?n-i 7ı 7ı+P» Pı +"+7?._ 
n ung! Tu n-1g4, 


(1 — U n) TRRIZ, dvn 


_T(pı) Ip)... (pn) f ZanPı t?2 + ton 71 
 T(pı+Pp2+"+Ppn) j ylu) (1-u)1 2 n du. 
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Hinweis. Die Formel läßt sich aus der in Beispiel 7 angegebenen Beziehung herlei- 
ten, wenn man dort g(u) durch @(1 —u) ersetzt und 


x -=l1-v) 0 +. 9%; 


&an-ı 1-1) Un; 
£&n =-1-„ 
setzt. Die Funktionaldeterminante der Transformation hat in diesem Fall den Wert 
J=(-1jMowi u on. 
16. Wir betrachten nach CATALAN das Integral!) (n=3) 
n—1i 


d d 
x o... x re 
R= f De f Ilmızı +" + Ma&n) u Be 


9 2 x] 
7 +..+3,=1 
n—1 
; dzı ... dtn-1 
= 2 | mr lmızı +" + Mann) ——— ; 
2 2 Yı yo —In-i 


zıtr.. +2,-ı=1 


wir nehmen dabei an, daß die Funktion (wu) für |u|=M Im +++ +m2 stetig ist. 
Wir nehmen eine orthogonale Transformation aller Veränderlichen einschließlich z,, 
vor. Es sei 
2 =auı +bug +" +kiun-ı +lıtn ; 
29 =aguı +byug +" +kzun-ı + baum ; 


In = AnU +b„u2 ++ kun +lyUn ; 


er ae: n(n+1) , . 
wobei die n? Koeffizienten den a Bedingungen 


\ 


Äarat-+a=1, abıtabat tanbn=0; 


++ +l=1, kıly +kolga+ "+ Knln =0 
unterworfen sind. Aus diesen folgt 
2 Le 2 2 2 2 4% 
u +u3 > +Urn =rı +%)9 4 + .. +%n —] : 
wir wählen als neue unabhängige Veränderliche u}, ..., Un-1 während wir 


„=4+h-W-- ul 
setzen. Die Willkür in der Wahl der Koeffizienten ist so groß, daß wir berechtigt sind, 
4=7 (=1,2, ..., N) 
zu setzen und sogar zusätzlich noch zu fordern, daß die Koeffizientendeterminante der 
Transformation gleich +1 sein soll. Unter diesen Voraussetzungen ist bekanntlich die 
Adjunkte eines Elements der Determinante gleich diesem Element selbst. Berücksich- 


1) In der ersten Form ist dieses Integral dem Wesen nach das Oberflächenintegral 
SS Elm zı + + Man) 48 
über die Oberfläche der n-dimensionalen Einheitskugel (vgl. die Bemerkung zu 
Beispiel 3). 
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\ 


tigt man dies, so ergibt sich, daß die Funktionaldeterminante 


1, — b, —ı — k,—I 
a ars rs ee 
u ur Uni 
D(z,, ..., &%_-1) nr Be. bu, —I, — ka—1 = 
ee er men Un Un n 
DES) | nenne gel 
U Un 
Hn-ıi- ni bn-1 In-1 kn-ı—n-1 - 
haık { } n 
gleich 
U Ur Un: - u 
I I. ee En 
n tan, + re zn n Un 
ist. Also ist 
n—1 
du ... du 
K=2 [ an f Mu) ——— 
e Er VAR NE 2 
ul++u2_j=1 a Un-1 
z n-2 
un 
dus .. dUn_ 
-2 [mwau [.. et 
2 2 EHER 
1 u2+-.+02_]=1-u} (1.-u) -u on un-i 


Das innere Integral ist, wie man leicht aus Beispiel 3 erhält, gleich 
z(n—1)/2 n—3 
a 
n—1 
(7 


so daß schließlich 


mr -1)/2 : EEE N n-3 
K= Ben 1] {lm} + +mnu) (1-u?) ? du 
er u 
folgt. Setzt man hier v=cos A (0=/=r), so kann man das Ergebnis in der Form 
-(n—1)/2 » DREIER U SIOHREEVRSERENEERERE: . 
K=2 ne | {m ++ +m2 cos A) sin®-2 4 dA 


N m 
I' Pr 0 
schreiben. 


Für n=3 ergibt sich hieraus die bekannte Poissonsche Formel, die wir in Nr. 633, 


Beispiel.3, hergeleitet hatten, und zwar im wesentlichen mit der gleichen Methode der 
Koordinatentransformation. 


17. Die uns bereits bekannte Formel von CATALAN (vgl. Nr. 597, Beispiel 15, und 
Nr. 617, Beispiel 16) läßt sich durch Wiederholung der gleichen Überlegungen unmittel- 
bar auf den n-dimensionalen Fall übertragen: 

Rn 


Hz ..., %n) olg(zı, er Cn)) dr ... dc, 


MEI... Iy)EM 


31 M 
j d 
-(8) [ rt) ar) =(R) [ ot) 2 au, (12) 


( 
d 
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wobei 
n 
PP NEE 
y(u) = S:»S Has... u) IX o.- Arm (13) 
MEIT,...,Tn) EU 
ist. 


| M 
Wenn man unter f den Grenzwert lim f versteht, so darf hier auch M =» sein. 
Bee ER: 
Als Beispiel für die Methode von CATALAN leite man die Liouvillesche Formel (Bei- 
spiel 7) aus der Dirichletschen Formel (Beispiel 4) her. | | 


18. N. J. SONIN machte darauf aufmerksam, daß man die Formel von CATALAN mit- 
unter in anderem Zusammenhang benutzen kann. 
Wir setzen voraus, daß die Funktion f(z;, ..., &n) homogen (Nr. 187) vom Grad s und 
die Funktion g(x;, ..., &,) ebenfalls homogen, aber vom Grad 1, sei; beispielsweise kann 
die Funktion g die Gestalt | 


zı+"+ax, oder Va? 4. 422 


haben. Es sei weiter m=0. Dann erhalten wir, indem wir in (13) 24 =u£&,, &» =u£,, ..., 
"Zn =u£, setzen (Funktionaldeterminante J=u”) und berücksichtigen, daß die Un- 
gleichung 0 =g(z,, ..., 2.) =u dabei in die Ungleichung 0 =g(£,, ..., &n) =1 übergeht, 
.. ER 
v(u) =ur*? Ich HE er En) IEr + An - 
ET RE! 
Das setzen wir in (12) ein (nur schreiben wir an Stelle von £ wieder x) und erhalten 
n 
BER x +.., &n) PlglLıs ---, &n)) Ar... den 
0=14(2,..,7)=M | 
_ M 
= SH. %n) Arı ... Arm S Ylu) durt®. 
0=g(7,,...,2n)=1 0 
Wenn es gelingt, erstens die Funktion p und zweitens die Grenze M so zu wählen, daß 
sich das Integral links leicht berechnen läßt, so ergibt sich hieraus ein Ausdruck für das 
Integral 
n 
u 
NER | fi +, £n) da» den. 
0=9(2,,..,7.)=1 
Wenn wir beispielsweise 
zı-i Pant 
Lts +, Un) U rt tn 21, ++, In) = tn 
y(u) =e”*, M=+» 


setzen und uns auf nichtnegative Werte x,, ..., x, beschränken, so wird8s=P +'""+Pn - 
—n, und wir erhalten die Dirichletsche Formel (Beispiel 4) 
pi ?n—1 
.. f fa ... en dr o.. de, 
1, =0 
0=7, + +7,=1 


fe 
0 


(pı+""+Pn) S eu 


(pi>0) 


-7 p 


x 1 Be ge en dan 
I(pıt"tPpat 1) 


v2 +P9 + + -1g, 
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19. Nach dem gleichen Verfahren reduziere man das Integral 


n 
e S an 1 Pan” 1 
f [ a iu. Sn 2 dt 
... (db. + ET a ...o n P] 
set =0 


0=7,+-+2.,=1 
vorausgesetzt, daß 9; >0, b;>0 und 4 +'"+7„ >q>0 ist. 


Hinweis. Man wähle y(u) =e"*, M = + und benutze das Ergebnis von Aufgabe 10 
für ad = =4, 7 1 und bo =(. 


Lösung. 
IXpı) «- [(pn) | ul-Idu | 
I (pı+"+Pp2-9+1) IQ) ” ArbuPt.. (1 + bmu)’r 


20. Von N. J. SonIN stammt auch die folgende Verallgemeinerung der Catalanschen 
Formel: 


N: 
adlt, c) 
(24; u, Ins IR + £n)) dx ... dze„=(R) ii ar ee. ’ 

MIR... y)EM e— 
wobei 

Ölt,c)= | PlX4, 2.5 Lns €) Ar »- ACn 

MIT... tg) 

ist. 


(Die Catalansche Formel ergibt sich hieraus, wenn man der Funktion 9(z;, ..., &n €) 
die spezielle Form /(z;, ..., £n) Y(c) erteilt.) 

Wir geben einen Beweis an, der von FICHTENHOLZ stammt. 

In der offenbar richtigen Gleichung 


R n 


j di f ... f F(x;; ...,. En» t) da ... dr = f ... S dx, ... dx, S F(x,, ..., Ins t) dt 
m m=g<sM m<g=sM m 
setzen wir 
plz, ..., In, t) .. 
P= u für mzgla, .,&n)=t, 


0 für gl, -..., £&n) >t; 


dann erhalten wir 


n : a Iyp( t) j = d 
f dt | “...o f ae an) dıı ... dx = f ... f dx so. dx, f Iplz1, > Zn ©) dt 
gt ot 
m mzgst m<so<sM g 


Wenn man das innere Integral rechts ausrechnet, so ergibt sich hieraus 


Pe 

Vi r PX, +. En, 9) IX +. dry 

m=g= 

=-&(M, M) - f dt f--f „7 Arten un rien = A RR (14) 


mz=g=<t 
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Andererseits gilt nach der Differentiationsregel für mittelbare Funktionen für die to- 
tale Ableitung 


er un ch. { ts 


Wir wenden zur Berechnung der zweiten Ableitung rechts die Leibnizsche Regel an und 
ersetzen diese so durch 


i 0 t 
# R f re nt) day... den. 
mzgst 


Wir integrieren nun diese ONE über t von m bis M. Da ®(m, m) =0 ist, finden wir 


&(M, M)- J di I > mn A ST ERE e f ar 2) de (15) 


m=zg=t 


Faßt man (14) und (15) zusammen, so ergibt sich die zu beweisende Formel. 


31. Wir benutzen die Soninsche Formel zur Berechnung des Integrals 
2471 +" +9,70 


n 
ul Na Pa} 
S= | o Valt +7, day... dan. 
osYat+--+2=1 
Hier ist 
art" tAnin 
ee 2 2 
Pl, 2 Lu, €) =E e ; 4 «-., Xn) Vz? +. +2; m=0, M=1, 
n artı +" tagt 
| 121 n’n 
Ölt,c) = SS e dr ... da, » 


0= Y:i * +22 t 
Es gilt offenbar 


n a4 ++au% ” 
S ... f e c dr ... da, =t° 1% SS Mazı.. . An . 
0=syrr+--+22=t 0=sYal+- Er 


Unter Benutzung des Ergebnisses von Beispiel 11 erhalten wir leicht die Reihenent- 
wicklung 


0) Bir. 
0 url2+%+1) 


wobei o Va} +" +a2 ist. 


Hieraus folgt 
2% 
odtt, 2 —iNn- IIyni2 S ER. AURNEM (2) ’ 
ot c=t aa I’ B +k) 


so daß nach der Formel von SONIN 
Inn? 1 o\2% Irnl2 


Un n _\\2 ae 
wird (vgl. Beispiel 11). 
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22. Man berechne das Integral (4 =0) 


n—-1 
Fi -(m++2 + 2 | na 
Fa n-1 2. m 1ln .n nn 
an) }e In-ilzi © &n-ı da... dm-i 


(vgl. Nr. 617, Beispiel 19). 
Differenzieren wir (für A>0) unter dem Integralzeichen nach dem Parameter A und 
ersetzen wir im Ergebnis die eine Veränderliche x, durch 
in 


Dm——— 
2179 o.. In—i 
so erhalten wir 


’ 


n 
une) ren, 

. n == .- 
db -n | | (mt +m-i+,—) Fi = 2 eg 
di e 

0 0 


en an 2" dry... dan -ıdz, 
dR 
d.h. I,” —nR. Daraus folgt R=(e-n., 
Da das Integral R für A=0 stetig bleibt, ist 
1 2 -1\ 1 nn 
C=R(0) -r(+) I' (2) ei ("=) =+— (2r) ? 
(Nr. 531, 6°). Daher wird schließlich 
| eo. 


Yn 
23. LiOUvILLE benutzte dieses Integral in scharfsinniger Weise zur Herleitung des 
von GAuss stammenden Multiplikationssatzes für die Gammafunktion (Nr. 536). 


Wir multiplizieren beide Seiten der erhaltenen Gleichungeri mit 4P-1(p>0) und inte- 
grieren sie über 4 von A=0 bis A=«». Rechts ergibt sich 


n—1 
1 wen (2x) 2 
Vn (2r) 2 Jar-to-rar = Ns Ip) . (16) 
0 
Links setzen wir die Integration über A an die erste Stelle (bezüglich der Ausführung): 
1 
z ge ı1_, n-i_ en Zen. 
fa et tn dt Aa. dAan-ı Se tr tn-igp-Ia. 
0 0 0 
n 
Das innere Integral reduziert sich durch die Substitution zu =t auf 
" fi ».. n— 


1 p nd 
IT TERBNR 


worauf das übrigbleibende (n — 1)-dimensionale Integral in ein Produkt einzelner ein- 
facher Integrale zerfällt: 


1 p -21 n a; —ı«L. 4 n = 
— TI— e I dr, .. je Ri dan-1 
N n 
0 0 


1 Zi 
| -ir(&r = \ r(ete=1) 
N 7 r 


n 
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Vergleichen wir dieses Produkt mit (16) und ersetzen wir p durch na (a>0), so 
kommen wir zu der Gaußschen Formel in ihrer üblichen Gestält: 
n-1 
1 —1 2r) 2 
I(a)T (a+-, ai r(a +) _ 


N 


I'(neo). 


u nma— Mr 


24. Es seien f(x), fa(&), --., /n(x) beschränkte, in dem endlichen Intervall [a, 5] inte- 
grierbare Funktionen. Man beweise 


1 5 d/Fılzı) Fila) Jı(za) |? 
u Jalzı) Tal) Tl.) 


“ a Ifnlzı) In(ze) In(&n) 


1) 9 b b 
Sfide Strde S hhtndz 
ü b N Q % ’ 
_ Shhde Sfide f Falndac | 
“= ee : ER E E n . 
J InJıdz S Infad f Indz 


Die Determinante rechts nennt man Gramsche Determinante.') 
Wir zerlegen das Intervall [a, 5] in m (>) gleiche Teile und betrachten die Werte 
aller n Funktionen in den Teilpunkten 


b—- 
ji =[ (a +3 ) (=1,2,..,n5j5=0,1,.,m-]1). 


Wir quadrieren die aus diesen Zahlen bestehende Matrix. Nach einem bekannten Satz 
ist die dem Quadrat entsprechende Determinante?). 


( 
Dar 
2 
gleich.der Quadratsumme von. Unterdeterminanten der erwähnten Ausgangsmatrix 
| 
(m) |2 - 
nn E öp 
4 <=j3, << / 
die Summation wird über alle möglichen Kombinationen der m ( >n) Indizes 0,1, ..., m = 1 
zur Klasse n erstreckt. Wenn man von Kombinationen zu Variationen übergeht, wird 


jedes Glied n!-mal wiederholt; man darf auch die Gleichheit von Indizes j zulassen, denn 
diesem Fall entspricht der Summand 0. Infolgedessen gilt 

jm-i m-i m—i (m) (m) | 

— 2 jmp=| 2 Pin. 

n!j=0 „Zo fi | j=0 u | 


. [b-a\® 
Multipliziert man jeden Summanden der mehrfachen Summe links mit (=) und 


gleichzeitig jedes Element der Determinante rechts mit 50 ergibt sich eine Be- 


ziehung von der Art derjenigen, die bewiesen werden soll, nur daß Integralsummen an 
Stelle von Integralen auftreten. Der Grenzübergang m >= vervollständigt den Beweis. 


4) JÖRGEN PEDERSEN GRAM, 1850-1916, dänischer Mathematiker. 
2) Der Kürze halber schreiben wir die Determinante, bei der im Schnittpunkt der ?-ten 
Zeile und der k-ten Spalte das Element a;r steht, in der Form |a;:. 
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81. Einführung 


677. Periodische Größen und harmonische Analyse. In Wissenschaft und Technik 
hat man es häufig mit periodischen Erscheinungen zu tun, d. h. mit Erscheinungen, 
die sich nach einem bestimmten Zeitabschnitt 7, der sogenannten Periode, wieder- 
holen. Als Beispiel mögen die Arbeitstakte einer Dampfmaschine dienen, die nach 
einer bestimmten Anzahl Umdrehungen wieder die ursprüngliche Phase durch- 
laufen, oder auch Wechselstrom usw. Die verschiedenen Größen, die mit einer perio- 
dischen Erscheinung zusammenhängen, nehmen nach Ablauf einer Periode 7 
ihre früheren Werte an, sind also periodische Funktionen der Zeit t, die sich durch 
Beziehungen der Form 


plt+ T)=pl) 
charakterisieren lassen. Von dieser Art sind etwa Stromstärke und Spannung eines 
Wechselstroms oder, beim Beispiel der Dampfmaschine, Geschwindigkeit und Be- 
schleunigung des Kreuzkopfes, der Dampfdruck, die Tangentialkraft am Hand- 
grifi einer Kurbel usw. 

Die einfachste periodische Funktion (von der Konstanten abgesehen) ist die 
Sinusfunktion A sin (wt!+.«), wobei » die Kreisfrequenz ist, die mit der Periode T 
durch 
27 


= (1) 


zusammenhängt. Aus solchen einfachsten periodischen Funktionen lassen sich auch 
kompliziertere additiv zusammensetzen. Es ist von vornherein klar, daß die Fre- 
quenzen der Sinusfunktionen, aus denen sich die komplizierteren zusammensetzen, 
verschieden sein müssen; man überzeugt sich nämlich leicht davon, daß die Addi- 
tion von Sinusgrößen derselben Frequenz wieder auf eine Sinusfunktion, und zwar 
derselben Frequenz, führt. Addiert man dagegen einige Größen der Gestalt 


Yo= Av ’ 
yı=4ı sin (wt+c;) ; 
Y=4, sin (201 + &9) ‚ (2) 


Y=As3 sın (3wt + &s) y 


welche, wenn man sie nicht als konstant annimmt, die Frequenzen w, 2w, 30, «., 


also Vielfache der kleinsten Frequenz w, und die Perioden T, = T, ST, .. haben, 
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so erhält man eine periodische Funktion (der Periode 7’), die aber von allen Funk- 
tionen der Form (2) verschieden ist. 
Als Beispiel bilden wir die Summe (Abb. 121) dreier Sinusfunktionen: 


j I. 1. 
sin {+7 sin 2t+7 sin 3. 


BEE IE IE ER ER ER E 
FÄNEEREEEFLNNENEEE 
ff Kergtarnegunae HAN I 
N ENG IT 
SUBINBANELTENNE 


5 RER 

BERN GN) 

N VEnRERRmRY A 

Han BRERELTENESRENK A 
zZ 


m —3 zo 
2 2 


Ar. 


2 
Abb. 121 


Die Kurve dieser Funktion unterscheidet sich schon wesentlich von einer Sinus- 
kurve. Um so mehr gilt das für die Summe einer unendlichen Reihe aus Summanden 
der Form (2). 

Jetzt kann man sich natürlich die umgekehrte Frage stellen: Kann man eine 
gegebene periodische Funktion p(t) der Periode 7’ als Summe endlich oder unend- 
lich vieler Sinusfunktionen der Form (2) darstellen? Wie wir noch sehen werden, 
läßt sich diese Frage für eine ziemlich große Klasse von Funktionen positiv be- 
antworten, aber nur, wenn man die ganze unendliche Folge von Größen der Form 
(2) heranzieht. Die Funktionen dieser Klasse lassen sich in eine „trigonometrische 


Reihe“ 
olt)= A, +4, sin (wt+a,)+ A, sin (2wi-+a)+ A, sin (3wt+&3)-+ .. 


= An+ A,sin (not +a,) (3) 
ni 


entwickeln; dabei sind Ay, A4 &, Aa, &, ... Konstante, die für jede solche Funk- 
tion bestimmte Werte haben, und die Frequenz w ist durch (1) gegeben. 
Geometrisch bedeutet das, daß man die Kurve einer periodischen Funktion durch 
Überlagerung von Sinuskurven erhalten kann. Deutet man jede Sinuskurve mecha- 
nisch als Darstellung einer harmonischen Schwingung, so kann man auch sagen, 


366 XIX. Fourierreihen 


daß hier eine durch eine Funktion p(t) charakterisierte zusammengesetzte Schwingung 
in einzelne harmonische Schwingungen zerlegt wird. Daher nennt man die in:der 
Entwicklung (3) auftretenden einzelnen Sinusfunktionen die harmonischen Kom- 
ponenten der Funktion g(t) oder einfach erste, zweite usw. Harmonische. Den Pro- 
zeß der Entwicklung einer periodischen Funktion nach Harmonischen nennt man 
harmonische Analyse. 

Wählt man als unabhängige Veränderliche 


rt 
= wi= N 


so erhält man eine Funktion von z, 


/«@)=+(2). 


die ebenfalls periodisch ist, aber mit der Standardperiode 2r. Die Entwicklung (3) 
nimmt dann folgende Form an: 


f(x) = Ayg+ 4, sin (c+x,) + A, sin (22 +05) + Az sin (32 +5) +... 


= Ay+ % A„sin (nxc+a,)- (4) 
ni 

Formt man die Glieder dieser Reihe nach dem Additionstheorem für den Sinus 
um und setzt 


Ayu= au, A, sin Rn Ans 4, cos a,=b, (n= 1, 2, 3, a) y 
so gelangt man schließlich zu der Normalform einer trigonometrischen Reihe, 


fz)=@+ (a, cos z+b, sin x) + (a, cos 2x -+b, sin 2x) +... 


=QAgy+ 2 (a, cosnx+b, sinne), (5) 
n=1 
in der wir sie auch im folgenden stets betrachten wollen.t) Hier ist eine Funktion 
des Winkels x, welche die Periode 2r hat, nach Kosinus- und Sinusfunktionen von 
Winkeln, die Vielfache von x sind, entwickelt. 

Wir gelangten zur Entwicklung einer Funktion in eine trigonometrische Reihe, 
indem wir von periodischen Schwingungserscheinungen und damit zusammen- 
hängenden Größen ausgingen. Es ist jedoch wichtig, an dieser Stelle schon darauf 
hinzuweisen, daß ähnliche Entwicklungen sich oft auch nützlich erweisen bei der 
Untersuchung von Funktionen, die nur auf einem bestimmten endlichen Intervall 
definiert sind und mit Schwingungserscheinungen überhaupt nichts zu tun haben. 


678. Die Bestimmung der Koeffizienten nach der Methode von Euler-Fourier. Um 
zu beweisen, daß die Entwicklung einer gegebenen Funktion f(x) der Periode 2r 
in eine trigonometrische Reihe der Form (5) möglich ist, muß man von einem. be- 
stimmten System der Koeffizienten ay, @4, 54, ++. Ays Ds +, ausgehen. Wir geben ein 
Verfahren zu ihrer Bestimmung bei gegebenem f(x) an, das in der zweiten Hälfte 


1) Von dieser. Entwicklung kann man selbstverständlich leicht wieder zu einer Entwick- 
‘ lung der Gestalt (4) übergehen. 
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des XVIII. Jahrhunderts von EULER und unabhängig von ihm zu Anfang des 
XIX. Jahrhunderts von FOURIER1) benutzt wurde. 


Wir setzen f(x) im Intervall [-r, r] als eigentlich oder uneigentlich integrierbar 
voraus, im letzten Fall dann als absolut integrierbar. Wir nehmen an, eine Entwick-- 
lung der Form (5) liege vor, integrieren sie gliedweise von — r bis r: (was wir vor- 
läufig als erlaubt voraussetzen wollen) und erhalten 


Sex) de=2ray+ 2 B feosnxdx+b, fsinnz a2| 
-tT n=1 -r -t 
Wie man leicht sieht, ist 


T 


[eos nz dt= =(, [sin nzde= - 


ae BB 
Daher sind alle Glieder unter dem Summenzeichen gleich 0, so daß wir schließlich 


FT 


sin nt Tr 


-0. (6) 


cos NT 
(£) 


a0= 5. [ fe) de (m 


finden, 

Um nun die Koeffizienten a,, zu bestimmen, multiplizieren wir beide Seiten der 
Entwicklung (5), die wir als gültig ansehen, mit cos mx und integrieren gliedweise 
über dasselbe Intervall: 


TT 
S fx) cos mx dx 
—7T y 
Tt oo Te T i 
=4, Sf cosmxde+ % Ja, [eosnxzcosmxdr+b, [sin nz cos mx de| 
-T nei rn rn 


Das erste Glied verschwindet nach (6). Ferner ist (nach Nr. 309, Beispiel 4) 


Ti T 
[sin NX COS mx de=- f [sin (n+m) x+sin (n— m) x] dx=0 (8) 
und “ 
T 1 Ti 
[eos NX COS MX dı=z f [cos (n+m) x-+ cos (n— m) x] dx=0 (9) 
=T -T 


für n#m und schließlich 


T T. 
1 +cos 2mx 
[eos mx dt= | 5 der. (10) 
— + ct 


Somit verschwinden alle Integrale unter dem Summenzeichen, außer dem Inte- 
gral, das gerade den Faktor a,, hat. Also ist 


am= | fe)eosmede (m=1,2,3,..). (11) 
-T 


1) JossrH FOURIER, 1768-1830, französischer Mathematiker. 
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Analog erhalten wir durch Multiplikation von (5) mit sin mx und gliedweise Inte- 
gration 


T 
bn=- f f(x) sin mx dx (m=1,2,..). (12) 
_r 
Dabei benutzen wir außer (6) und (8) noch die leicht zu verifizierenden Beziehungen 
R 
f sin nz sin mx de=0 (13) 
-T 


für n&m und 


Tt 
[sin mxdı=r. (14) 
-T 

Die Beziehungen (7), (11) und (12) sind unter dem Namen Zuler-Fouriersche 
Formeln bekannt; die nach diesen Formeln berechneten Koeffizienten heißen 
Fourierkoeffizienten der gegebenen Funktion und die mit ihrer Hilfe gebildete tri- 
gonometrische Reihe (5) ihre Fourierreihe. Mit diesen Fourierreihen wollen wir uns 
in diesem Kapitel ausschließlich befassen. 

Wir wollen uns jetzt Rechenschaft darüber ablegen, welchen logischen Wert 
unsere Überlegungen haben. Da wir von der Annahme ausgingen, es gelte die 
trigonometrische Reihenentwicklung (5), bleibt die Frage, ob sie wirklich existiert, 
natürlich noch offen. Sind nun aber die Überlegungen, mit deren Hilfe wir nach dem 
Vorbild von EULER und FourIER die Koeffizienten der Entwicklung (5) be- 
stimmt haben, tatsächlich überzeugend, selbst wenn die Reihenentwicklung mög- 
lich ist? Wir haben z. B. wiederholt eine Reihe gliedweise integriert, aber das ist 
nicht immer erlaubt (Nr. 434). Hinreichend dafür ist die gleichmäßige Konvergenz 
der Reihe. Daher kann man streng genommen nur folgendes sagen: 

Ist die Funktion f der Periode 2r in eine gleichmäßig konvergente Irigonometrische 
Reihe (5) entwickelbar, so ist diese notwendigerweise ihre Fourierreihe.t) 

Wenn wir aber nicht von vornherein voraussetzen, daß die Reihe gleichmäßig 
konvergiert, so beweisen unsere Überlegungen keineswegs, daß die Funktion in 
eine Fourierreihe entwickelbar ist (vgl. Nr. 749, 750). Welchen Sinn haben sie 
dann? Man kann sie nur als heuristisches Prinzip ansehen, das ausreicht, um bei 
Versuchen, eine gegebene Funktion in eine trigonometrische Reihe zu entwickeln, 
mit ihrer Fourierreihe zu beginnen, dann (in aller Strenge) zu beweisen, unter wel- 
chen Voraussetzungen sie konvergiert, und schließlich zu zeigen, daß sie gerade 
gegen die gegebene Funktion konversgiert. 

Solange das nicht geschehen ist, haben wir nur formal das Recht, die Fourier- 
reihe einer gegebenen Funktion f(x) zu betrachten, und können nichts anderes 
darüber sagen, als daß sie durch die Funktion f(x) „erzeugt“ wird. Diesen Zu- 


{) Die gleichmäßige Konvergenz bleibt auch bei der Multiplikation aller Glieder der 
Reihe mit den beschränkten Funktionen cos mz, sin mx erhalten (vgl. Nr. 429). Die 
gleichmäßige Konvergenz ließe sich hier durch die Beschränktheit der Partialsummen 
ersetzen (vgl. Nr. 528). 
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sammenhang mit der Funktion f deutet man gewöhnlich dich ‚Schreibweise 
(x) »ao+ 3 (a, cosnxc+b, sin nz) (5a) 
n= 
an, wobei man das Gleichheitszeichen vermeidet. 


679. Orthogonale Funktionensysteme. Die in den vorigen Abschnitten angestellten 
Überlegungen sind ein Musterbeispiel für Überlegungen, wie man sie in der Mathe- 
matik bei der Untersuchung vieler Reihenentwicklungen häufig durchführt. 

Wir nennen zwei im Intervall [a, 5] definierte Funktionen (x) und y(x) in diesem 
Intervall zueinander orthogonal, wenn das Integral über ihr Produkt gleich 0 ist: 


b 
Sex) ya) dr=0. 


Wir betrachten ein System {p,(x)} von Funktionen, die im Intervall [a, b] defi- 
niert und dort nebst ihren Quadraten integrierbar sind; dann sind, wie wir wissen 
(Nr. 483, Beispiel 6), auch die Produkte je zweier dieser Funktionen integrierbar. 
Sind die Funktionen eines gegebenen Systems paarweise orthogonal, 


b 
Sy.) 9,2) de =0 (n, m=0, 1, 2,..;n=m), (15) 
17 
so spricht man von einem Orthogonalsystem. Dabei setzen wir stets 
b 
S plz) de=A,>0 (16) 
17 


voraus, so daß in unserem System weder eine identisch verschwindende noch 
eine einer solchen irgendwie äquivalente!) Funktion enthalten ist, für die das 
Integral über ihr Quadrat verschwindet. 

Ist A,=1(n=0,1, 2, ...), so heißt das Funktionensystem normiert (orthonormiert, 
ein Orthonormalsystem). Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so kann man zu dem 
System = Ze) übergehen, das normiert ıst. 


Wir betrachten nun einige Beispiele. 


1. Das wichtigste Beispiel eines Orthogonalsystems ist das trigonometrische‘ 
System 


1, cos x, sin x, COS 2x, sin 2r, ..., COS NT, SIN NT, «.. (17) 


im Intervall [— x, x], das wir oben betrachtet haben. Die Orthogonalität folgt aus 
den Beziehungen (6), (8), (9) und (13). Es ist (vgl. (10) und (14)) offenbar nicht nor- 
miert. Multipliziert man jedoch die trigonometrischen Funktionen (17) mit einem. 
passenden Faktor, so erhält man das Orthonormalsystem 


1 cost sinz cosnz sin nz (17%) 


vr’ Ir’ Ir” Ye’ In 


rm 


1) Vgl. Nr. 733. 
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2. Wir weisen darauf hin, daß das System (17) bzw. (17*) im verkürzten Inter- 
vall [0, x] nicht mehr orthogonal ist; denn es ist 


E74 
[sin nx cos mx dxe=+0, 
0 


wenn von den Zahlen n und m genau eine ungerade ist. Umgekehrt ist, wovon 
man sich leicht überzeugen kann, jedes der Teilsysteme 
1, cos x, C08 2x, ..., COSNT, «. (18) 
bzw. | 
sin x, sin 2r, ..., SIN NT, .. (19) 
in diesem Intervall ein Orthogonalsystem. 


3. Unwesentlich verschieden davon sind die Systeme (vgl. Nr. 688) 


Tr ITX NTX 
1, COS Az ar 3 COS 7° y 009 COS u. y oo. (18*) 
und 
ı TE  . Inne I NTE 
sın Den 5) sın nee y 009 sın P|7€— ...,. (19*) 


I I 
die im Intervall [0, 7] orthogonal sind. 


4. Um auch ein Beispiel eines komplizierten trigonometrischen Orthogonalsystems 
anzugeben, betrachten wir die transzendente Gleichung 
tan &=c$& (c=const).. (20) 
Man kann zeigen, daß sie unendlich viele positive Wurzeln £;, &a, ..., &,, ... hat. Man er- 
hält die Wurzeln graphisch als Abszissen der Schnittpunkte der Tangenskurve n =tan & 
und der Geraden n =c£& (Abb. 122). 


| ı TU] | 
| | I N=CE 
| | | | 
| | | | r 
| | | a j! 
| | r | 
VARTA 
| | | 
| | | 
ae Du u u 
| | | | | Abb. 122 
Wir bilden das System 
ee ine; .,sin— x 
l ’ I 3».=sen5 l > 2 


Man zeigt leicht (für «=+ß) 
I 


Sana ee mega 


2 
0 
ßtanal—atan fl 


=cos al cos fl 22 
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Setzt man & - ‚ß „im (für n +m), so erhält man nach (20) 


ı 


[sin , "sin I gar =0 (nm). 


Damit ist die Orthogonalität des Systems im Intervall [0, 2] bewiesen. 
Analog zeigt man die Orthogonalität des Systems 
Fe. un AL. 
 & 7% + 00877 
wenn &4, &3, «.., &h, ... die Folge der positiven Wurzeln der Gleichung cot &E=c£ (ce =const) 
ist. Jedoch ist keines der beiden Systeme normiert. 


TC, .v.. >] 


5. Ein wichtiges Beispiel eines im Intervall [—-1,+1] orthogonalen Funktionensy- 
stems bilden die Legendreschen Polynome 
1 d*r(&2—-1)” 


Pı(x) =1, P,„(&) on od 


(n=1,2,3, ...) 


(vgl. Nr. 118, Nr. 320). Wegen 


1 

» 2 ) 

J P,dx =. 1 1 
—i 


| ud 
erhält man ein normiertes System, wenn man die Polynome mit V» aan (n=0,1,2, ...) 
multipliziert. 


6. Schließlich betrachten wir noch ein Beispiel, das mit den Besselschen Funktionen 
zusammenhängt. Wir beschränken uns der Einfachheit halber auf die Funktion Jo(), 
jedoch bleibt alles auch für die Funktionen J„(2), n>0, gültig. 

In der Theorie der Besselschen Funktionen wird gezeigt, daß J,(z) unendlich viele 
Nullstellen &, E93 «+, En, -.. hat. Schreibt man die Differentialgleichung, der Ju(z) ge- 
nügt, in der Gestalt 


d — 
= 12, 


d= |” ax 
so.erhält man für beliebige «, ß leicht 
d dJ (xx) | ea BR 
er E u |- — a2rJ (ar); de dr == ß xJ (Px) ® 


Hieraus folgt durch Multiplikation mit J,(ßx) bzw. Jo(«) und nachfolgende Subtraktion 
d ’ ’ 
(B? a2) J (ax) Jolße) =, [ax (x) Jo(ax) -PxJ (ax) JolPx)] ; 


also für «+ß 


1 
a Jola) - BJ Jr 
f I (az) JolPx) dx RR 2 (21) 


0 \ 
Setzt man hier «=£,, P =fm (für n #m), so gelangt man zu 


1 
(I glEnx) IolEmz) de =0 , 
0 


24* 
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womit gezeigt ist, daß das System {VI (EnX)} im Intervall [0, 1] orthogonal ist.1) Das 
System ist jedoch nicht normteert. 

Es sei jetzt im Intervall [a, b] irgendein Orthogonalsystem {p,(x)} gegeben. Wir 
stellen uns das Ziel, eine in [a,b] definierte Funktion f(x) in eine Reihe nach den 
Funktionen o zu entwickeln: 


fx) =C0PolX) +e1P 2) ++ m) +» | (22) 
Um die Koeffizienten zu bestimmen, setzen wir voraus, diese Entwicklung sei mög- 
lich, und verfahren wie oben. Wir multiplizieren also beide Seiten mit @,,(x) und in- 
tegrieren formal gliedweise: 


b 
SI) Gul) dr=% nf Pn(z) Pte) de. 


Re) 
Auf Grund der Orthogonalität (vgl. (15) und (16)) verschwinden rechts alle Inte- 
grale außer einem, und es ergibt sich 


b 
mr f f{&) p„(2) de (m=0,1,2,..). (23) 


Die Formeln (7), (11), (12) sind offenbar Spezialfälle von (23). 

Die mit den Koeffizienten (23) gebildete Reihe (22) wird die (verallgemeinerte) 
Fourierreihe von f(x) in bezug auf das System {y„(z)} genannt, die Koeffizienten c, 
heißen die (verallgemeinerten) Fourierkoeffizienten in bezug auf {p,(x)}. Besonders 
einfache Gestalt nimmt (23) bei normierten Systemen an: 


em=sle) gm)dz  (m=0,1,2,..). (23*) 


Natürlich ist die am Schluß von Nr. 678 gemachte Bemerkung auch hier zu be- 
achten: Bisher ist der Zusammenhang einer gegebenen Funktion f(x) mit ihrer ver- 
allgemeinerten Fourierreihe nur formaler Natur. Daher schreibt man auch im 
allgemeinen Fall 


IR) zZ nPnR) - (22*) 
n=0 
Die Konvergenz dieser Reihe gegen die Funktion f(x) muß, wie im Fall der trigono- 


metrischen Reihe, gesondert untersucht werden. 


680. Trigonometrische Interpolation. Man gelangt ganz naturgemäß zum Problem 
der Darstellung einer gegebenen Funktion f(x) durch eine trigonometrische Reihe, 


1) Der Begriff der Orthogonalität der Funktionen @ und y läßt sich verallgemeinern, 
indem man den Begriff der Orthogonalität mit dem Gewicht p(x) oder mit der Bele- 
gungsfunktion p(x) einführt. 

Die Funktionen o(x) und y(x) heißen orthogonal zum Gewicht p(x), wenn 


b 
J p(x) Plz) ylz) de=0 


ist. Unter Benutzung dieser Redeweise kann man auch sagen, das System der Funk- 
tionen Ju(&nx) sei orthogonal zum Gewicht x. 
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wenn man von der trigonometrischen Interpolation ausgeht, d. h. von der Approxi- 
mation von f(x) durch ein trigonometrisches Polynom 


n 
o„(2)=%+ 2, (a, cos kx +, sin kr), (24) 
ke 


dessen Werte in einer Reihe von Punkten mit den entsprechenden Werten von f(x) 
übereinstimmen. 

Man kann nämlich stets die 2n +1 Koeffizienten 9, &q Pis «++, %, P, eines tri- 
gonometrischen Polynoms n-ter Ordnung der Form (24) so wählen, daß die Werte 
dieses Polynoms gleich den Werten von f(x) in 2n--1 vorgegebenen Punkten des 
Intervalls (—r, x) sind, z. B. in den Punkten 


&;=3R (i=—n, —n+l,.,—10,1,.,n—1,n), 


Tr 


2n+1 
ten die 2r +1. linearen Gleichungen 


wobei A= ist. In der Tat haben wir zur Bestimmung dieser 2n-+1 Koeffizien- 


%0+ 2, (X, cos KE;+ Pr sin k&;) =/(£;) (?= —_N,—Nn+ 1, u, n) s 
k=1 


Zur Lösung dieses Systems brauchen wir uns nur der elementaren trigonometri- 
schen Identität!) | 


1 
1 z sin In+3) h 
ar2 hear, = (26) 
| 2einz 


zu erinnern. 
Wir addieren alle Gleichungen (25). Da sin x eine ungerade Funktion ist, ver- 
schwindet der Koeffizient von f;: 


n 
2, sink&;=0. 


= —-n 


Dasselbe gilt für den Koeffizienten von «,; denn da cos x eine gerade Funktion ist, 


a n_ kr on 
folgt aus (26) für h=kKi= TEE] die Beziehung 
n n 
> cosk&,=1+2 %cosikl=0. (27) 
i=—-n i=1 
Daher ist 
1 n ; 
=. \ 28 
A an, Ne (28) 


h 
1) Man erhält sie leicht, indem mıan die linke Seite mit 2 sin > multipliziert und jedes 


ld . f;_18 ‚ 
Produkt 2 sin > cos ih durch die Differenz sin (i +5) h-sin (i 4) ersetzt (vgl. 
Nr. 307, Formel (2)). 
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Um «,„ (1=m=n) zu bestimmen, multiplizieren wir (25) mit cos m£, und addieren 
wieder. Der Koeffizient von «, verschwindet wegen (27); ebenso verschwindet der 
Koeffizient von £, (da sin x ungerade ist). Für den Koeffizienten von «, ergibt sich 


>, cos k£E, cos Re 2, c08 (k+m) 2 » cos (k— m) E;. 
i=—-n 2 cn Ann 
Für k#=m sind beide Summen rechts gleich O0 (auf Grund von (27)), für k=m ver- 
2n+1. 


5 Somit ist 


schwindet die erste Summe, für die zweite ergibt sich offenbar 


2n+l 
2 


nur der Koeffizient von «,, von O verschieden, und zwar ist er gleich 
findet man leicht 


rn > fe) cos m£; (lzm=zn). (29) 


. Jetzt 


Völlig analog ergibt sich durch Multiplikation von (25) mit sin m&, und Addition 
2 £ : 
Pm= et BA f{£,) sin m£; (lzsm=zn). (30) 


Der Leser hat sicher bei diesem Verfahren die Ähnlichkeit mit dem Euler- 
Fourierschen Verfahren zur Bestimmung der Koeffizienten einer trigonometri- 
schen Reihe bemerkt. Hier sind jedoch unsere Schlüsse einwandfrei; denn man 
überzeugt sich leicht davon, daß die Werte, die sich für die Unbekannten ergaben, 
tatsächlich den Gleichungen (25) genügen. Übrigens folgt das auch ohne besondere 
Prüfung aus einfachen algebraischen Überlegungen. Wir haben gesehen, daß das 
System (25), wenn überhaupt, nur eine einzige Lösung haben kann, welche durch 
(28), (29), (30) gegeben wird, und zwar bei beliebiger rechter Seite. Dann ist aber 
seine Determinante sicher von O verschieden, und das System selbst ist eindeutig 
lösbar. Daher genügt das trigonometrische Polynom o,(z) mit den errechneten 
Koeffizienten den gestellten Bedingungen und kann im Intervall [-r, r] als 
Interpolationspolynom von f(x) dienen. 

Wir setzen nun voraus, diese Funktion sei dort integrierbar, und zwar diesmal 
'im eigentlichen Sinne. Lassen wir jetzt n gegen - streben, so wird sich das Inter- 
polationspolynom ändern und mit f(x) auf einer stets diehteren Menge von Punkten 
übereinstimmen. Es wird sich nicht nur „verlängern“ (mehr Glieder erhalten), 
sondern auch alle seine Koeffizienten werden sich ändern. Um von ihrem Verhal- 
ten ein besseres Bild zu bekommen, denken wir uns das Intervall [- x, x] durch 


Punkte z,= (23i—1) n (-nsi=sn+1)in 2n+1 gleiche Teile zerlegt. Die 5; sind 


2n+1 
. 44 . .1. PR: 2 v ü 
dann die Mittelpunkte dieser Teilintervalle, deren Länge Ag a ist. 


Formen wir (28), (29) und (30) in 


N 


1 n 
=; I ME) An, am=m I fl&) cos mäudz,, 


zen 1=>—nN 


en 5 f{£,) sin m£,Ax; 
u ion 
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um, so sind die Summen auf der rechten Seite Integralsummen, die der gewählten 
Zerlegung des Intervalls entsprechen. Jetzt ist klar, daß für n + 


1 Tt N Te TI 
00-5; [Med m+z [ie) eos mx dz, Bm [ie sin mzdz 


gilt, so daß die Grenzwerte der Koeffizienten des trigonometrischen Interpolations- 
polynoms genau die entsprechenden Fourierkoeffizienten der gegebenen Funktion 
sind. Man kann sagen, daß das Interpolationspolynom „im Limes“ in die Fourier- 
reihe übergeht. 

Natürlich hat dieses Verfahren nur heuristischen Wert. Es beweist nichts über 
den Zusammenhang zwischen einer Funktion und ihrer Fourierreihe, dürfte aber 
unser Interesse gerade an solchen Reihen hinreichend motivieren, In den folgenden 
Paragraphen werden wir schließlich unmittelbar das Verhalten der Fourierreihen 
verschiedener Klassen von Funktionen untersuchen. 


$S2. Entwicklung von Funktionen in Fourierreihen 


681. Problemstellung. Dirichletsches Integral. Die Funktion f(x) der Periode 2r 
sei im Intervall [— x, x] (wenigstens uneigentlich) absolut integrierbar. Sie ist es 
daher in jedem endlichen Intervall. Wir berechnen die Konstanten (ihre Fourier- 
koeffizienten) . 


TE 
Am=— [ie cos mudu  (m=0,1,2,..), 
=-T 


r (1) 
= Irw sin mudu (m=1, 2, ...) 
und bilden PIBOH die Fourierreihe unserer Funktion: 
x) 2 +2 (a,, cos mx + b,, sin mx) . (2) 


Der Leser möge den kleinen Unterschied zu den Bezeichnungen in Nr. 673 be- 
achten: Den Koeffizienten a, bestimmen wir jetzt aus der allgemeinen Formel 
für a,, anders als in Formel (7) von Nr. 678, und das absolute Glied der Reihe 


3 i (Ag 
schreiben wir als 5° 


Ferner weisen wir hier darauf hin (und das werden wir im folgenden benutzen), 
daß für eine Funktion F(u) der Periode 2r das Integral 


&+2r 
f Fu) du 


über ein Intervall der Länge 2r nicht von « abhängt (vgl. Nr. 314, Beispiel 10, 
und Nr. 316). Daher können zur Berechnung der Fourierkoeffizienten die Integrale 
in Formel (1) über ein beliebiges Intervall der Länge ?r. erstreckt werden; beispiels- 
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weise könnte man 


2re 
1 
= — f (x) cosmzede (m=0,1,2,...), 
: | 


1 Ire (1*) 
bn=— [ ix)sinmede (m=1,2, ...) 
0 


schreiben. 
Um nun das Verhalten der Reihe (2) in irgendeinem festen Punkt x= x, zu unter- 
suchen, formen wir die Partialsumme 


a . : 
8,(20) = = 1 2, (a,, COS mxy + b,, sin mxo) 


passend um, und zwar setzen wir für a,,, b,„, die Integrale (1) ein und ziehen die 
Konstanten cos mx,.und sin mx, unter das Integralzeichen 


T T 
1 | i ; 
Sn(Xo) or f fu) du+ 2 = 1) f(u) [cos mw cos mxy + sin mu sin mxy] du 


-_ fm 15 + 2 cos Mm (u )\ du. 


Nach (26) aus Nr. 680 ist (im Fall u=x, ist die rechte Seite als Grenzwert zu ver- 
stehen) 


: uU—Xg 
I. sin (2r +1) Zr 
2 2, cos m a) Fer Tag 5 
m 2 sin - 
so daß wir schließlich 
» j uU—mXto 
1 sin (2r +1) > 
in een 3 
| A — Au (3) 
2 sin 7 


-T 


erhalten. Dieses Integral wird nach DIRICHLET benannt. 

Da wir es hier mit Funktionen von u zu tun haben, die die Periode 2r besitzen, 
können wir das Integrationsintervall [-x, x] nach der obigen Bemerkung bei- 
spielsweise durch das Intervall [x,— 7, 29+ r] ersetzen und 


%Hrr ae 

1 sin (2n +1) > ° 

Sn(Xo) 7. (u) en du 
2 sin 2 \ 


ag 1 
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schreiben. Die Substitution t= u— xy liefert 


1 
1 sin (n +5) t 
S(Xo) = (zo +1) a di. 
2 sin 3 t 


-T 


0 r 
Nun spalten wir das Integral in /-+/ auf, formen den ersten Summanden durch 
-n 09 
eine triviale Substitution wieder in ein Integral von O0 bis x um und erhalten so 


schließlich für die 2-te Partialsumme der Fourierreihe den Ausdruck 
T 1 
1 sın (n +5) L 
Ro) | Mor) + fo) GE an di. (4) 
3 sın E73 t 
v 
Somit läuft unsere Aufgabe auf die Untersuchung des Verhaltens dieses Integrals 
hinaus, das den Parameter n enthält. Die Besonderheit dieser Aufgabe besteht darin, 
daß hierbei der Grenzübergang nicht unter dem Integralzeichen vollzogen werden kann, 
da der Integrand für n- überhaupt keinen Grenzwert besitzt. Bisher (vgl. 
Kap. XIV) war das aber unsere einzige Methode zur Bestimmung des Grenzwertes 
eines Integrals mit einem Parameter. Diesen Sachverhalt wollen wir nun in diesem 
und dem folgenden Kapitel systematisch untersuchen. 


682. Erster Fundamentalhilfssatz. Ehe wir unsere Überlegungen fortsetzen, be- 
weisen wir den folgenden Satz, der von RIEMANN stammt: 
Ist g(t) im endlichen Intervall [a, b] absolut integrierbar, so ist 


.b 
lim fglt) sin pt di=0 


} 


und analog 
b 
lim f g(t) cos ptdt=0. 
p >00 a 


Beweis. Offenbar genügt es, die erste Behauptung zu beweisen. Trivialerweise 
gilt für jedes endliche Intervall [«, $] die Abschätzung (p>0) 


ß 
f sin pt di 
a 


cos PX — cos pP 
p 


=; (5) 


Wir wollen nun zunächst annehmen, g(x) sei eigentlich integrierbar. Dann teilen 
wir das Intervall [a, 5] in » Teile durch die Punkte 


j a=ty<ty<.. <<< <t,=b (6) 


und zerlegen das Integral entsprechend: 


n—ı li+ 


b +1 
fgl)sinptdt=2 S gi) sin ptdt. 
a ; t; 


.w. = 
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Ist m; die untere Grenze der Werte von g(£) im :-ten Intervall, so kann man schrei- 
ben: 


b n-1lir1 n-1 ri 
Sst)sinptd=D% S Telt)—m;] sin pt dt-+ % m, 4 sin ptdi. 
a i=0 1; i=0 L; 


Ist », die Schwankung von g(£) im :-ten Intervall, so gilt dort g(t)— m,=w,; auf 
Grund von (5) folgt jetzt leicht 


d n—i 9 n—i 
f g(t) sin pdt|= 2 ne, 2 Im} 
> ı=0 i=0 


Für gegebenes e>0O wählen wir nun die Einteilung (6) so, daß 
n—1 & 
i=0 2 


ist; das ist auf Grund der Integrierbarkeit von g möglich (vgl. Nr. 297). Da dann die 
Zahlen m; bestimmt sind, kann 


4 
p> Z im, 
gewählt werden. Für solche p erhalten wir aber jetzt 
b 
f gilt) sin pt dt|<e, 
a 


womit der Satz bewiesen ist. 

Ist g(t) uneigentlich (aber immer noch absolut) integrierbar, so kann man sich 
darauf beschränken, im Intervall [a, b] einen einzigen singulären Punkt, etwa 5 
anzunehmen (sonst könnte man das Intervall in endlich viele Teilintervalle mit 
je einem singulären Punkt zerlegen und die folgenden Überlegungen für diese Inter- 


valle einzeln anstellen). 
b b-n 
Es sei 0<n<b-.a. Schreibt man a“ S + fr, so gilt für jedes p 
b—-n 


f g(t) sin pt di|= [ \g(i)| di, 
b-n b—-n 


und das ist für hinreichend kleine n kleiner als e/2. Der erste Summand strebt 
nach dem Bewiesenen für p—» gegen 0, da in [a, b— n] die Funktion g(t) eigentlich 
integrierbar ist; das Integral wird also für hinreichend großes p kleiner als e/2. 
Demnach gilt der Satz im behaupteten Umfang. 

Wir lenken die Aufmerksamkeit des Lesers darauf, daß schon hier die Grenz- 
werte, gegen welche die Integrale streben, nicht durch Grenzübergang unter dem 
Integralzeichen gefunden wurden. 

Als unmittelbare Folgerung unseres Satzes ergibt sich aus den Formeln (1): 

Die Fourierkoeffizienten . einer absolut integrierbaren Funktion streben für unbe- 
grenzt wachsende Indizes gegen 0. 


Ym 
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683. Das Lokalisationsprinzip. Die zweite unmittelbare Folgerung des in Nr. 682 be- 
wiesenen Satzes ist das sogenannte Lokalisationsprinzip. 


Für beliebiges positives ö<r zerlegen wir das Integral (4) in zwei Integrale: 
Ey 


or 
f=JS+Jf. Schreibt man den zweiten Summanden in der Gestalt 


00° 6 
Ir t 1 
— ae ya ik I sin (n +5) tdt, 


2sinzt 


so ist klar, daß der Faktor von sin (n+2) t im Intervall [ö, x] eine absolut inte- 


grierbare Funktion von { ist, da der Nenner dort nicht verschwindet. Nach dem 
oben Bewiesenen strebt dieses Integral für n — © gegen 0, so daß Existenz und Wert 
des Limes der Partialsummen der Fourierreihe, also lim s,(x,), durch das Verhalten 


von 
j 1 
N sın (n +5) t 
mö=— | Wlro+)+ Ma - 1 ——. — dt (7) 


> sın 5 


ö 


0 


festgelegt sind. In dieses Integral gehen aber nur Werte der Funktion /(z) ein, 
die Werten des Arguments im Intervall [x9— ö, x9+ 6] entsprechen. Diese einfache 
Überlegung beweist das sogenannte Lokalisationsprinzip: 


Satz von RIEMANN. Das Verhalten der Fourierreihe einer Funktion fx) in einem 
Punkt x, hängt ausschließlich von den Werten der Funktion in der unmittelbaren 
Nachbarschaft dieses Punktes (d. h. in einer beliebig kleinen Umgebung dieses Punk- 
tes) ab.!) 


Hat man beispielsweise zwei Funktionen, deren. Werte in einer beliebig kleinen 
Umgebung eines Punktes x, übereinstimmen, so verhalten sich die diesen Funk- 
tionen entsprechenden Fourierreihen in diesem Punkt völlig gleich, wie sehr sich 
die Funktionen außerhalb dieser Umgebung von x, auch unterscheiden mögen; 
sie konvergieren entweder beide, und zwar gegen dieselbe Summe, oder sie diver- 
gieren beide. Dieses Resultat erscheint noch merkwürdiger, wenn man sich vor 
Augen hält, daß die Fourierkoeffizienten der betrachteten Funktionen, die ja von 
allen Funktionswerten abhängen, völlig verschieden sein können. 

Dieser Satz wird gewöhnlich nach RIEMANN benannt; er folgt nämlich aus 
einem von ihm im Jahre 1853 bewiesenen allgemeinen Satz. Es sei jedoch darauf 
hingewiesen, daß die Idee des Lokalisationsprinzips in einer Arbeit von OSTRo- 
GRADSKI aus dem Jahre 1828 zur mathematischen Physik enthalten ist und auch 
schon in Untersuchungen LOBATSCHEWSKIS?) vom Jahre 1834 über trigonome- 
trische Reihen vorkommt. 


1) Unter „Verhalten“ verstehen wir dabei Konvergenz oder Divergenz der Reihe in x 
sowie im Fall der Konvergenz den Wert der Summe. 
2) NıkoLAaı IWANOWITSCH LOBATSCHEWSKI, 1792-1856, russischer Mathematiker. 
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684. Die Kriterien von Dini und von Lipschitz für die Konvergenz von Fourier- 
reihen. Wir kehren jetzt zu der begonnenen Untersuchung des Verhaltens der 
Teilsumme s,(x,) einer Fourierreihe zurück, für die wir den Integralausdruck (4) 
hergeleitet hatten. Wir weisen darauf hin, daß diese Identität für jede Funktion 
f(x) gilt, welche den angegebenen Voraussetzungen genügt. Ist insbesondere /(x)=1, 
so ist auch s,(2)=1, und aus (4) folgt 


» 1 

2 sin (n +5) L 
1=— ——d. 

“ ah 

< sın 3 L 

N 
Multiplizieren wir diese Beziehung mit der Konstanten S, worunter wir die 
Summe unserer Reihe verstehen wollen (hier setzen wir die Existenz also voraus, 
und den genauen Wert werden wir später ermitteln), und subtrahieren die erhaltene 
Gleichung von (4), so ergibt sich 


" sinln+z) 
sın Ir +—JIt 


1 2 
Sn(20) 80 = = | Pi) Se ae di, (8) 
2 sin 3 t 
0 
wobei zur Abkürzung 
Pe) =fHxo+t) +0) — 280 (9) 


gesetzt wurde. 

Wenn wir beweisen wollen, daß $, wirklich die Summe der Reihe ist, so müssen 
wir zeigen, daß das Integral in (8) für n + gegen 0 strebt. 

Wir wenden uns nun der Bestimmung von S, zu. Praktisch wichtig sind diejeni- 
gen Fälle, in denen a) die Funktion /(x) im Punkt x, stetig ist oder b) die Funktion 
f(x) im Punkt x, von beiden Seiten eine Unstetigkeit erster Art hat, d.h. einen 
Sprung erfährt, so daß also die beiden Grenzwerte f(xz,+0) und f(xz,—0) existieren. 
Auf diese beiden Fälle werden wir uns im folgenden beschränken und ein für alle- 
mal festsetzen: 

im Falla) S,=f(xo) > 

im Fallb) 0 tm, 

Eine Unterscheidung der Fälle a) und b) erübrigt sich, wenn bei Vorliegen einer 
Unstetigkeit erster Art im Punkt x, die Beziehung 


fx) = (zo ka zu —0) 


gilt. Solche Punkte werden manchmal regulär genannt. 
Wir bemerken, daß wegen 


a) ‚im, tl)=fx) bzw. b). lim tl) = +0) 
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auf Grund der Wahl von $, stets 
‚im olt)=0 (10) 
gilt. Auf Grund dessen können wir jetzt das Kriterium von DinI!) formulieren: 


Kriterium von Dınt. Die Fourierreihe der Funktion f(x) konvergiertim Punkt xy 
gegen die Summe S,, wenn für ein gewisses h>O das Integral 


h 
f en di 
0 


existiert. 
Unter dieser Voraussetzung existiert nämlich auch das Integral 


[ Kaul di i 
t 
Ö 


Schreibt man (8) in der Gestalt 


Tr 


i 1 
—. u sin (+7), 
sın — 
r 2 


so folgt unmittelbar aus dem Fundamentalhilfssatz, daß dieses Integral für n+ 


gegen 0 strebt, da 
1 


Lt 
t 2 
ei und damit auch ee 
sin 63 1 


absolut integrierbar ist. Damit ist der Beweis erbracht. 


Ausführlich geschrieben lautet das Dinische Integral folgendermaßen: 


h 
im Fall a) [ zo +2) an 0 4: 
ö 
h 
im Fall b) f Iiro +) + Mao = Me Ho) re ON di. 
ö 


Offenbar genügt es, die Existenz der Integrale 
h h 
f EZ La en Ar dd [ A Bu dt am 
N 6 


bzw. - 


h j h 
f m Er rn a ad f {zo 8) N dt 
0 0 


4) Urisse Din, 1845-1918, italienischer Mathematiker. 
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einzeln vorauszusetzen. Hieraus kann man eine Reihe von Kriterien herleiten, indem 
man bekannte Kriterien für die Existenz von Integralen benutzt. Beschränkt 
man sich auf Fall a), so erhält man das 


Kriterium von LipscHitz!). Die Fourierreike einer Funktion f(x) konvergiert 
in einem Stetigkeitspunkt x, gegen die Summe f(x,), wenn für hinreichend kleine 
die Ungleichung 

Mzot)—Hao)| = Li 
gilt, wober L und x («=1) positive Konstante sind. 
Für x=1gilt 


Kot) - No) 


, zsL, 


so daß das Integral (11) im eigentlichen Sinne existiert (Nr. 480). Ist aber «<1, so 
ist 


> xo = Kzo)|_ 


Sm : 


rechts steht eine integrierbare Funktion, so daß die Integrale (11) ebenfalls exi- 
stieren, eventuell jedoch als uneigentliche Integrale (Nr. 482). 

Insbesondere ist die Lipschitzbedingung für «=1 sicher dann erfüllt, wenn f(x) 
in x, eine endliche Ableitung f’(x,) hat oder wenn wenigstens die rechts- und die 
linksseitigen Ableitungen 


f(x) = ‚im Kzo +0) Io) , f (zo) = Jim 


t 
existieren, selbst wenn sie verschieden sind (die Kurve einen Knick hat). Somit 
konvergiert die Fourierreihe von f(x), und zwar gegen die Summe f(xo), in jedem Punkt 
x, in dem die Ableitung bzw. die rechtsseitige und die linksseitige Ableüung existie- 
ren und endlich sind. 


K&o 8) - a - (zo) 


Dieses Lipschitzsche Kriterium läßt sich auch leicht für den Fall b) ausspre- 
chen. Als spezielle Folgerung hieraus geben wir auch hier folgenden Satz an: 


In einem Unstetigkeütspunkt x, erster Art konvergiert die Fourierreihe einer Funk- 
tion f(x), wenn die Grenzwerte 


existieren und endlich sind, und zwar konvergiert sie gegen 
xo +0) +f{xo — 0) 
re en 


Diese Grenzwerte ähneln in gewisser Weise den rechts- bzw. linksseitigen Ab- 
leitungen, nur ist der Funktionswert /(x,) in diesem Punkt x, durch seinen Grenz- 
wert von rechts bzw. links zu ersetzen. In der Praxis hat man es meist mit dı/- 


1) RupoLr LiırscHizz, 1832—1903, deutscher Mathematiker. 
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ferenzierbaren oder. stückweise differenzierbaren!) Funktionen der Periode 2r zu 
tun. Für solche Funktionen konvergiert die Fourierreihe überall, und zwar gegen 
die Funktion selbst, mit Ausnahme der „Nahtstellen“, wo die Summe der Werte 
gleich 

Ko +N) + -0) 

2 

ist. 
685. Zweiter Fundamentalhilissatz. Zur Herleitung weiterer Kriterien benötigen wir 
einen zweiten Hilfssatz, der von DIRICHLET stammt: 


Wenn eine Fuktion g(t) im Intervall [0, h] monoton wächst, aber dort beschränkt 
Tst, so Ist 


h 

sin pt T 

lim J a =, 9(+0). 12) 
Beweis. Zunächst kann dieses Integral als Summe zweier Integrale, 

h h 
in pt in pt 
(+0) [| Far [ IW-9 (+01 de, (13) 
0 Ö 


dargestellt werden. Die Substitution pt=2z führt das erste in 


ph, 
9(+0) | —4 
0 


4 


über, und dieser Ausdruck strebt wegen (vgl. Nr. 492, 3°) 


sın 2 T 
1 dz=-— 
z 


für p>» gegen > g(+0). Es bleibt also zu zeigen, daß das zweite Integral (13) 


gegen 0 strebt. 
Zu vorgegebenem e>0 gibt es ein ö>0 (man kann ö<h annehmen) derart, dab 


O=gltl)-g(+0)<e für 0<t=ö 


gilt. Das zu untersuchende Integral zerlegen wir an der Stelle 6, 
ee 
sin pt 
| [+ N [st —-g(+0)} = di=/,+I13. 
er 


1) Eine Funktion f(x) heißt im Intervall [«, 5] stückweise differenzierbar, wenn dieses 
Intervall sich in endlich viele Teilintervalle zerlegen läßt, in deren Innerem sie differen- 
zierbar ist, und wenn sie in den Endpunkten der Teilintervalle nicht nur Grenzwerte 
besitzt, sondern im abgeschlossenen Intervall eindeutige Differentialquotienten, so- 
bald die Funktionswerte in den Endpunkten durch diese Grenzwerte ersetzt werden. 
Man kann sich eine stückweise differenzierbare Funktion vorstellen als aus mehreren 
in den abgeschlossenen Teilintervallen differenzierbaren (also auch stetigen) Funk- 
tionen „verheftet“, wobei in den „Nahtstellen“ (ebenso wie in den Endpunkten ag und 
b des ursprünglichen Intervalls) die Funktionswerte besonders festzusetzen sind. 
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Auf I, wenden wir die Formel von Bonner (Nr. 306) an; es ergibt sich 


sin pt sin 2 


di=[g(6)-9(+0)] fi 

pn 
Hierin ist der erste Faktor ee als e, der zweite ist für alle p gleichmäßig be- 
schränkt. Aus der Konvergenz des uneigentlichen Integrals 


1,=[9)-g(+0)} [* de  (0<n<3). 


sin 2 
1 dz 
2 


0 


folgt nämlich, daß die für z=0 stetige Funktion von z, 


2 


sin u 
[ du P) 
j uU 


0 


die für 2> gegen einen endlichen Grenzwert strebt, für alle z beschränkt ist, 


z 


sin uU 
f du 
u 


0 


=L (L=const), 


so daß also 


ein 24 
dz 


pn 


=WAN 


| ]- f 


ist. Für I, gilt also unabhängig von p die Abschätzung 
/,|<2Le. (14) 
Das Integral /, strebt für >» (und festes ö) nach dem Hilfssatz aus Nr. 682 


gegen 0, da der Faktor von sin pt (wegen t=6) im eigentlichen Sinne integrierbar 
ist. Damit ist alles bewiesen. 


686. Das Kriterium von Dirichlet-Jordan. Wir kommen zur Herleitung eines wei- 
teren Konvergenzkriteriums für Fourierreihen, das auf einem anderen Gedanken 
beruht. 


Kriterium von DIRICHLET-JORDAN. Die Fourierreihe einer Funktion f(x) kon- 
vergiert in dem Punkt x, gegen die Summe Sy, wenn in einem Intervall [x9— Rh, 2o+ h] 
um diesen Punkt die Funktion x) von endlicher Schwankung ist. 


Wir sahen in Nr. 683, daß das Verhalten der Partialsumme s,(x,) für n> 
durch das Verhalten des Integrals o,(6) bestimmt ist (vgl. Formel (7)), wobei ö ins- 
besondere gleich h sein kann. Wir formen o,(h) folgendermaßen um: 
| st sales] 
3 Li sın I|n + L 

L 


di. 


on) =— | Ueo+N) +1) 


sin — t 
2 
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Nach Voraussetzung ist der Ausdruck in der eckigen Klammer von endlicher 
Schwankung, 
1 


DR 


Ei | 
sin Zi 
ist eine wachsende Funktion, also ist das Produkt von endlicher Schwankung und 
‘somit als Differenz zweier monoton wachsender Funktionen darstellbar. Der Hilfs- 
satz aus Nr. 685 ist daher auf Minuenden und Subtrahenden einzeln anwendbar, 
also auch auf die Differenz, und liefert 
1 


4b 


5 (20+0)+ 0 O)]= az Bl u Bud 


lim, 0„(h) 
Damit ist alles bewiesen, denn in einem Stetigkeitspunkt x, geht dieser Ausdruck 
in /(x,) über. 
Es sei darauf hingewiesen, daß DIRICHLET ursprünglich sein Kriterium spezieller 
formuliert hatte. Von ihm stammt folgender Satz: 


Dirichletsches Kriterium. Ist die Funktion f(x) der Periode 2 im Intervall 
[— x, zn] stückweise monoton!) und hat sie dort nur endlich viele Unstetigkeitspunkte, 
so konvergiert ihre Fourierreihe in jedem Stetigkeitspunkt x, gegen f(xo) und in jedem 
Unstetigkeitspunkt gegen 


{zo +0) + fo - 9) 
a e 


Diese Bedingungen sind bis jetzt als Dirichletsche Bedingungen bekannt gewe- 
sen. Jede Funktion, die diesen Bedingungen genügt, ist offenbar in jedem end- 
lichen Intervall von endlicher Schwankung, so daß das Dirichletsche Kriterium 
formal in dem vorhergehenden (allgemeinen) Kriterium enthalten ist. 

Die bisher angegebenen Kriterien genügen den praktischen Erfordernissen der 
Analysis und ihrer Anwendung. Andere Kriterien sind in der Hauptsache von 
theoretischem Interesse; auf sie können wir hier nicht eingehen. 

"Schließlich wollen wir uns noch der Frage zuwenden, in welcher Beziehung die 

Kriterien von Disı-und“von-DIRICHLET-J ORDAN_ zueinander stehen. Man kann 
zeigen, daß sie nicht äquivalent sind, d. h. nicht auseinander hergeleitet-werden 
können. 

Zunächst betrachten wir die Funktion f(x), die auf [-r, rn] folgendermaßen 
definiert (und auf dem Rest der Zahlengeraden durch f(x -+2r)=/(x) periodisch 


fortgesetzt) sei: 


f(«)= z für x=+0, f0)=0. 


Il 
It 


1) Darunter versteht man folgendes: Das Intervall [-r, x] kann in endlich viele Teil- 
intervalle zerlegt werden, in deren Innerem die Funktion monoton ist. 


25 Fichtenholz III 
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Diese Funktion ist stetig und stückweise monoton, genügt also der Dirichletschen 
EB Dagegen divergiert das für x=0 angesetzte Dirichletsche Integral 


[ Ye +H-% -2M0) di=2 ce: di 
L 
o tin = 
offenbar für jedes h>0. 
Betrachten wir andererseits die für [—r, x] folgendermaßen definierte (und 
sonst periodisch fortgesetzte) Funktion 


f(z)=x cos 5 für z=+0, 0)=0, 


so ist in x=0 offenbar die Lipschitzbedingung |/(xz)— f(0)|=]x]| erfüllt, also auch die 
Dinische Bedingung. Dagegen ist diese Funktion in keinem Intervall um x=0 von 
endlicher Schwankung (Nr. 567). 


687. Niehtperiodische Funktionen. Die ganze bisherige Theorie beruhte auf der 
Voraussetzung, die gegebene Funktion f(x) sei für alle reellen x definiert und habe 
die Periode 2r. Häufig hat man es aber mit Funktionen zu tun, die nicht periodisch 
sind, oder auch mit Funktionen, die nur auf dem Intervall [— x, rc] definiert sind. 
Um die Theorie auf eine solche Funktion f(x) anwenden zu können, führen wir an 
ihrer Stelle eine Hilfsfunktion f*(x) ein, die folgendermaßen definiert ist: Im Inter- 
vall (—r, x] identifizieren wir f* mit f, 

Fa)=fe) (-r<ı=n), (15) 
und setzen dann /*(— r)=/*(r); auf den übrigen reellen Werten setzen wir f*(x) 
periodisch fort. 

Auf diese Funktion f*(x) der Periode 2r ist die ganze bisherige Theorieanwendbar. 
Wenn es sich nun um die Entwicklung in einem Punkt x, handelt, der zwischen 
— r und r liegt, brauchen wir uns zur Nachprüfung der Voraussetzungen der Ent- 
wicklungssätze auf Grund von (15) nur mit der tatsächlich angegebenen Funktion 
f(x) zu befassen. Ebenso werden die Fourierkoeffizienten nach den Formeln (1) be- 
rechnet, ohne daß die Funktion f* herangezogen zu werden braucht. Kurz gesagt, 
alles oben Bewiesene überträgt sich unmittelbar auf die gegebene Funktion K@); ohne 
daß man sich um /*(x) zu kümmern braucht. Fi 

Besondere Aufmerksamkeit ‘erfordern allerdings die Intervallenden x= +r. 
Um für die Funktion f*(x) die Voraussetzungen irgendeines der Sätze aus Nr. 684 
oder Nr.'686 nachzuprüfen, etwa im Punkt £=r, müssen wir sowohl Werte von 
/*(xz) links von <=r, wo f* mit f übereinstimmt, als auch Werte von f* rechts von 
xz=r, wo f*(x) mit f(x) für x-Werte rechts von <= — x übereinstimmt, berücksich- 
tigen. 

Wenn wir daher etwa für <=+r das Kriterium von DIRICHLET-JORDAN an- 
wenden wollen, müssen wir in beiden Fällen fordern, daß f(x) links von =r und 
rechts von z=—r von endlicher Schwankung ist. Als 8, hat man dann in beiden 
Fällen 

ee ee de _Fier+9) + -r-0) _ Mor +HMe-N 
2 2 


688. Beliebige Intervalle 387 


zu nehmen. Selbst wenn also die gegebene Funktion f(x) für = +r stetig ist, 
aber nicht die Periode 2r hat, so daß also /{r)+/(—r) ist, und wenn die für die 
Konvergenz der Fourierreihe hinreichenden Voraussetzungen erfüllt sind, ist die 
Summe der Reihe gleich der Zahl 


fr) +fr) 
2 9 


die sowohl von /(—x) als auch von /{r) verschieden ist. Für eine solche Funktion 
braucht die Reihenentwicklung nur im offenen Intervall (—r, r) zu gelten. 

Folgende Bemerkung verdient unsere besondere Aufmerksamkeit. Wenn die 
trigonometrische Reihe (2) im Intervall (—r, z) gegen f(x) konvergiert, so konver- 
giert sie, da ihre Glieder die Periode 2r haben, überall, und ihre Summe $(x) ist 
eine periodische Funktion von x mit der Periode 2x. Diese Summe stimmt aber 
außerhalb von (— r, r) im allgemeinen nicht mit f(x) überein, wenn f(x) auf der ganzen 
reellen Achse definiert ist. In Nr. 690 werden wir dafür zahlreiche Beispiele an- 
geben. 

Statt des Intervalls [—-r, x] könnte man natürlich jedes Intervall [«, «+ 2r] 
der Länge 2r nehmen. 


688. Beliebige Intervalle. Die Funktion f(x) sei im Intervall [—[/, !] der beliebigen 
Länge 22 (l>0) gegeben. Unterwirft man die Funktion der Substitution 


l 
2=— (-rn=esy=sr), 


so erhält man die Funktion (“) von yim Intervall [—-r, r], auf die die Betrach- 


tungen aus Nr.687 anwendbar sind. Wenn bestimmte Voraussetzungen erfüllt 
sind, so kann man sie, wie wir gesehen haben, in eine Fourierreihe 


(&)= ?+2 (a, cos ny+b, sinny) 


” 


entwickeln, deren Koeffizienten durch die Euler-Fourierschen Formeln 


u ji ı@ ) cos ny dy (n=0,1,2,...), 


1 I i 
= J (e) sin ny dy n=1;2,.) 


gegeben sind. 


Durch die Substitution y=-- kehren wir zur Variablen x zurück und erhalten 
. . NTT 
f(x) = + +2 (a, CoS —+b, sın n . (16) 


Hier sind die En und Kosinus nicht Funktionen von Vielfachen von x, sondern 


von — , Mittels derselben Substitution gelangt man übrigens zu folgenden Formeln 


25* 
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für die Koeffizienten: 


I 
= [re COS = dr (n=0, 1,2, ...); 
u (17) 
 . NTT 
bn=- EL sin”de (n=1,2,..). j 


Bezüglich der Intervallenden x= +1 bleiben alle Bemerkungen aus Nr. 687 in be- 
zug auf die Punkte + gültig. Schließlich kann das Intervall [—/, !] durch ein be- 
liebiges Intervall der Länge 27 ersetzt werden, insbesondere durch [0, 22]. In die- 
sem Fall müssen a Formeln (17) ersetzt werden durch 


1 NTE 
=, f (x) a ne dr (n=0, }, 2, ...) ’ 
; i 21 (17*) 
bu=, | (e)sin de (m=1,2,..). 
0 


Bei allen Vorbehalten bezüglich der Enden des Intervalls oder bezüglich der Un- 
stetigkeitspunkte der Funktion haben wir hiermit eine Tatsache von eminenter 
prinzipieller Bedeutung festgestellt: Jede in einem beliebigen Intervall willkürlich 
vorgegebene Funktion einer sehr umfangreichen Funktionenklasse (die z. B. die 
stückweise differenzierbaren und die stückweise monotonen Funktionen umfaßt) 
läßt sich in eine trigonometrische Reihe entwickeln, ist also durch einen einzigen analy- 
tischen Ausdruck, eine trigonometrische Reihe, im ganzen Definitionsbereich der 
Funktion darstellbar. In Nr. 690 werden wir insbesondere viele Beispiele einer sol- 
chen Reihenentwicklung für Funktionen angeben, die ursprünglich auf verschiede- 
nen Teilen des Intervalls durch verschiedene analytische Ausdrücke definiert sind. 
Die trigonomeitrischen heihen sind ein universelles Hilfsmittel zur „Verheftung“ von 
Funktionen, wodurch die Grenzen zwischen solchen Funktionen, die auf ihrem ganzen 
Definitionsbereich durch einen einheitlichen analytischen Ausdruck darstellbar sind, 
und solchen Funktionen, die mittels verschiedener analytischer Ausdrücke definiert 
sind, verwischt werden (vgl. Nr. 46, 3°; Nr. 363, Beispiel 5; Nr. 407, Bemerkung I; 
Nr. 497, Beispiel 11, u. a.). 


689. Entwicklungen in reine Kosinusreihen und reine Sinusreihen. Wir beginnen mit 
folgender Bemerkung: Ist die im Intervall [— x, re] gegebene (eigentlich oder un- 
eigentlich) integrierbare Funktion f(x) ungerade, so gilt 


S fx) dx=0 
Te 0 sr 
Davon überzeugt man sich leicht, wenn man [ als Summe f+jf darstellt und im 
—-r a 0 
ersten Summanden xdurch — zersetzt. Ebenso findet man für gerade Funktionen f(x) 
She de=2 [fe dx 
(vgl. Nr. 314, Beispiel 9). 
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Es sei jetzt /(x) eine in [— x, r] absolut integrierbare gerade Funktion; dann ist 
f(x) sin nx ungerade und 


bu=- f (a) sinnzd«=0 (n=1,2,..). 


Somit enthält die Fourierreihe einer geraden Funktion nur Kosinusglieder: 
f«) 4 2& Q,, COSNZ . (18) 
n= 


Da f(x) cos nx dann ebenfalls eine gerade Funktion ist, können wir die Koeffizienten 
der Entwicklung nach der zweiten obigen Bemerkung auch in der Form 


a,=— 1 f(x) cosnz dx (rn=0,1,2, ..) (19) 
0 


scheiben. 
Ist aber /(x) ungerade, so ist auch f(x) cos nx ungerade und somit 2 


a,=— f x) cos ne de=0 (n=0,1, 2, Nr 
-T 


Die Fourierreihe einer ungeraden Funktion enthält also nur Sinusglieder: 


fa)» b, sin nz. (20) 


n=1 


Dabei ist dann offenbar (da f(x) sin nx jetzt gerade ist) 
b _ ni f(x) sin nx dx (n=1,2,..). (21) 
n Pn ; 3 B 2 


Übrigens kann jede in [— x, x] gegebene Funktion f(x) als Summe einer geraden 
und einer ungeraden Funktion geschrieben werden: 
(2) =fıl&) + Fa(@) 
mit | “i. 
+ - Ä I&)-i-2) 
HN, TR. 


Offenbar besteht die Fourierreihe von f(x) genau aus der Entwicklung von fj 
nach Kosinusgliedern und der von fa nach Sinusgliedern. 

Wir nehmen nun ferner an, f(x) sei nur im Intervall [0, x] gegeben. Wenn wir 
f(x) in diesem Intervall in eine Fourierreihe (2) entwickeln wollen, setzen wir die 
Definition für die x-Werte in [—r, 0] beliebig fest und wenden dann das in Nr. 687 
Gesagte an. Die Willkür bei der Fortsetzung von f(x) ermöglicht es, auf diesem 
Wege verschiedene trigonometrische Reihen zu erhalten. Genügt in einem Punkt‘ 
x, zwischen 0 und x unsere Funktion einem der Kriterien aus Nr. 684, Nr. 686, so 
konvergieren alle diese Reihen gegen f(x.) oder im Fall einer Unstetigkeit gegen 

zo +0) + Fo - 9) 
2 
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Man kann die Willkür bei der Definition von f(x) im Intervall [—- x, 0] benutzen, 
um für /(x) eine Entwicklung nur nach Kosinusgliedern oder nur nach Sinusglie- 
dern zu erhalten. Setzen wir nämlich für O<r=sx 


K-z)=fe), (22) 


so erhalten wir in [—r, rw] eine gerade Funktion:(Abb. 123a) der Periode 2r. Ihre 
Reihenentwicklung enthält, wie wir gesehen haben, nur Kosinusglieder. Die Koef- 
fizienten kann man nach (19) berechnen, wobei nur ursprünglich vorgegebene Werte 
von f(x) benutzt werden. 


y 


N 
\ 
1 


I 


Abb. 123 
Setzt man f(x) für O<r=r durch 


f-»)=-M) (23) 
auf (—r, 0) fort, so wird f(x) ungerade (Abb. 123b), die Entwicklung enthält nur 
Sinusglieder, und die Koeffizienten ergeben sich nach (21). 

Eine in [0, zn] gegebene Funktion, die bestimmten Voraussetzungen genügt, läßt sich 
sowohl in eine Kosinus- als auch in eine Sinusreihe entwickeln. 

Eine besondere Untersuchung erfordern natürlich die Punkte x=0 und ı=r. 
Hier unterscheiden sich die Entwicklungen. Wir nehmen der Einfachheit halber 
an, f(x) seiin x=0 und x=r stetig, und betrachten zunächst die Entwicklung nach 
Kosinusgliedern. Die Bedingung (22) sichert zunächst die Stetigkeit in x=(0, so 
daß, wenn die übrigen Bedingungen erfüllt sind, die Reihe (18) genau gegen /(0) kon- 
vergiert. Da ferner /(— rn +0)=/(r—0)=f(r) ist, gilt Entsprechendes für x=n. 

Anders verhält sich die Sache bei einer Entwicklung nach Sinusgliedern. Ohne 
auf Überlegungen bezüglich des Aufhörens der Stetigkeit einzugehen, bemerken 
wir nur, daß die Summe der Reihe (20) für =0 und x=r offenbar gleich 0 ist. 
Daher kann sie nur dann die Werte von /(0) und f(r) liefern, wenn diese tatsächlich 
gleich O sind. 


Ist die Funktion f(x) im Intervall [0, 7] (!>0) gegeben, so kann man durch die 
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Transformation aus Nr. 688 das Problem auf das der Entwicklung in eine Kosinus- 
reihe 


a Er NT 
—+Da, 008 — 
272 


bzw. eine Sinusreihe 


2», sin "77 


zurückführen. Die Koeffizienten ergeben sich dabei wie folgt: 


4 
2 
=7 1 fix) cos”"dr (n=0,1,2,...) (24) 
: / 
bzw. 
I 
2 ENTE 
2) fix) sin” de (n=1,2,..). (25) 


690. Beispiele. Die nachstehend als Beispiele betrachteten Funktionen sind in der Regel 
differenzierbar oder stückweise differenzierbar. Daher ist die Entwickelbarkeit in eine 
Fourierreihe gesichert, so daß wir auf diese Frage nicht mehr einzugehen brauchen. 


1. Man entwickle die Funktion 
f{z) =e* (a =const, «+0) 


im Intervall (—-r, r). 
Nach (1) ist ° 


TT 
1 gen —e-arn sinh ar 
a =— | erde -—— 2 ——, 
1 ar am 
=-T 
1 acosnc+nsin nz 2 
an,=- | e"cos ne dr = Pi Pe ı 
a:+n -rTc 
2a 
=( —1)? — sinh ar, 
Eee z 
a i 
» 1 ee q 1 asinne—ncosnz „|” 
=— er sınnad=e—— ia ne 
n x er a? +n? _-r 
—T 
2n 
=(—1)"-1— sinh ar 
2+n?2 
Für -z<z<r ist also 
(==2)° 


2 
07.220.008 
e = sinh ar z + 2 FORT 


[a cos nz —n sin nz] R 

Wären wir vom Intervall (0, 2r) ausgegangen, SO hätten wir eine Entwicklung mit 
anderen Koeffizienten erhalten; dann hätten wir (1*) benutzen müssen. Übrigens läßt 
sich die neue Entwicklung auch aus der obigen herleiten. 
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2. Man entwickle die Funktion 


I) = 


im Intervall (0, 2r) in eine Fourierreihe. 
Nach (1*) ist 


T—X 


2 
1 [5 | ) Zr 0 
9=- 5 de=,_ re -5% on 
ar j 2r 
1 x 4 sinn | 1 . 
= | 5 cos nz de = (T-x) he re f sinnedr=0, 
N) 
2re 27. 
0 [ "si 4 1 coanz rn 1 [ q 
Nr 2 sinnz de = pp (rT x) e "Inn. cos nz de =— 


Somit kommen wir zu der bemerkenswert einfachen Entwicklung nach Sinusgliedern: 
T-ı = sinne i 
ug ” ((<xr<2r). 
Für &=0 (oder 2r) ist die Reihensumme 0, und die Entwicklung gilt nicht mehr. Auch 
außerhalb des Grundintervalls gilt die Gleichheit nicht mehr. Das Bild der Reihe S(z) 
besteht aus unendlich vielen parallelen Strecken und einer Reihe isolierter Punkte auf 


der x-Achse (Abb. 124). 


Abb. 124 


3. Angesichts der besonderen Wichtigkeit der Entwicklung aus Beispiel 2 leiten wir 
sie jetzt auf elementarem Wege her, ohne die allgemeine Theorie zu benutzen. 
Es sei O<x<2r. Wir benutzen Formel (26) aus Nr. 680, die wir folgendermaßen 


schreiben: 


un Be > 
sin (Zn + 1) > 


n 1 
2 cos kx Bu Zu 7 . 
sın 2 
Hieraus folgt durch Integration 
Br T t 
sin (2r +1) — 
n kx a x 2 
3 = - ST coskdi= --+ ——d 
kA ki 2 a 8 
2 sin 2 


T sin (An +1) 
:]® ein (Zn +1) di+ 7 BERNER 
0 ns, 


t. 
2sin— 


ie 
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Nach dem Fundamentalhilfssatz aus Nr. 682 strebt der zweite Summand rechts für 
no gegen 01), der dritte geht durch die Substitution u =(2n +1) nJ über in 


(zn+1)2/2 | 
sın u 


U 
0 


und strebt offenbar gegen 


[ta ve 

u=s=. 
7) 2 

1] 


Hieraus folgt aber 


n sınkc r-x 


was zu beweisen war. 


4. Aus der Entwicklung in Beispiel 2 kann man ohne große Rechnung weitere inter- 
essante Entwicklungen erhalten. Ersetzt man x durch 2x und dividiert durch 2, so 
folgt | 


nn 8 > sın ?kxz 


a2 5% % 
und durch Subtraktion. 


rn 2 sin(2k-1)x 
a KR (0 <r<7r) . 
% o 
Bezeichnet man die Summe dieser Reihe mit S(z), so ist S(0) =S(r) =0. Ändert man 
das Vorzeichen von x, so ergibt sich für (—r, 0), da Sinus eine ungerade Funktion ist, 


(0<2<r) 


S(x) = 7; für die übrigen Werte von z ergibt sich der Wert von S(x) aus der Periodizi- 


E17 . j 
tät, so daß insbesondere für (2r, 3r) wieder S(2)=7 ist. Das Bild von S(z) zeigt 


Abb. 125; Abb. 126 zeigt die Approximation dieser unstetigen Funktion durch die 
Partialsummen der Reihe. 


Setzt man x => ‚so erhält man die bekannte Leibnizsche Reihe (Nr. 404, Formel (16)) 


aa. 
Tu Son 
y4 

.— —— ee 


ze me Kon 195 


1) Der Faktor in eckigen Klammern ist, wenn man ihm für t=0 den Wert 0 zuschreibt, 
in diesem Punkt eine analytische Funktion, denn in der Umgebung der Null gilt 


die Potenzreihenentwicklung 


1 1 i 37 
a — 3 u... 
tt 93 tms! + 
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‚Abb. 126 


tt 1,1, 4 
zZ, rrutntm” 


bzw. 


ge "5tr7 "gt 


Kombiniert man diese Entwicklung mit der aus Beispiel 2, so findet man leicht für 
f{@) = 


re „_ sin nx RE 
=2 7% (-1 -..n (-r<r<r). 


Unmittelbar folgt diese Entwicklung nur für O<r<x, sie gilt aber offenbar für 2 =0 
und, da beide Seiten ungerade Funktionen sind, auch für —r <r<0, also für (—r, r). 
Das Bild der Summe der Reihe für —o bis © kann man sich anhand von Abb. 127 
leicht vorstellen. Abb. 128 zeigt die Kurve der Partialsumme 
sin 22 sindz sin4x sin dr 


y=348) =2 (sin - 5 +37 Fuge eo 


5. Unter Benutzung von Beispiel 2 zeige man, daß auf der ganzen reellen Achse 


— für nicht 
i 41 5 sın anna _|® [=] en 
a n 3 für ganze x 


gilt. 
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Abb. 127 


Abb. 128 


6. Man entwickle die gerade Funktion f{x) =x? in eine Kosinusreihe für [-r, r]. 
Nach (19) ist 


TT 
1 1 2 
2% — | 24 2 
0 
Tt 


TT 

2 u 2 sin nx. |T : 

An== 2 cosne de =— x? _ — x sinnxz dt 
er] 2 Te L) 0 NE 

| | 0 
4 cosna |" 4 4. | 
=—XT _ — cosnede=(-1)" (n>0), 
NT n lo nm n 
also 

12 = COS NX | 

2?=— +4 3 (-1)" (-r=sren). 
3 nt n 


Abb. 129 zeigt die Kurve der Summe, die aus unendlich vielen aneinander. anschließen- 


den Parabelbögen besteht. 
Für =r bzw. x=0 erhält man die bekannten Entwicklungen 


q2 a | q2 S (—1)r-1 
6 _ n?” De 92 
von denen man übrigens auch direkt die eine aus der anderen herleiten kann. 


’ 


7. Man entwickle (für nicht ganzes «a) 
(a) fi(z) =cos ax in [-r, r] in eine Kosinusreihe, 
(b) f(x) =sin ax in (—r, r) in eine Sinusreihe. 
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Abb. 129 


Lösung. (a) Es ist 


1 sin ar 
= an=- cos axdr= u 
2 ar 


ur 
T 
-- [| cosarxcosnz de 


0 


Q 
r 
a 


2a sin at 


4 | tontarm arme —n) 2] de =( - 1)? — = Ba (n>0), 
also 
n cosax 1 = „ gcosnz 
2 sinn tr N m 5 reren 
rn sinax n sin nx 
Eee mesAn (-3<2<2). 
Für z=0 folgt z— aus a 
1 
nennt EN 
oder mit ar =z 
41 - 1 1 
sinz z+ zZ (- (nr)? ur z (- -17 |, re 


Hier ist z beliebig, NR kein Vielfachen von rt. Wir haben damit wieder die Partialbruch- 
1 
zerlegung von age erhalten. Setzt man in (a) aber x=r, so erhält man die Partial- 


bruchzerlegung von cot z (vgl. Nr. 441, Beispiel 9). 

Es ist äußerst bemerkenswert, daß man derart wichtige mathematische Beziehungen 
als einfache Folgerungen aus einzelnen trigonometrischen Reihenentwicklungen erhal- 
ten kann. 


8. Die Entwicklungen der Funktionen 

(&) f(x) =cosh ar in [-r, r] in eine Kosinusreihe, 

(b) f(x) =sinh ax in (—-r, r) in eine Sinusreihe 
ergeben sich am einfachsten aus der Entwicklung der Funktion f(x) =e@* (vgl. Beispiel 1), 
deren gerade bzw. ungerade Komponenten sie sind (Nr. 689). 


Sie haben die == 
rw cosh ar a . 
2 sinhar 5 +2 z "rn: ae (-Rszen), 
= ‚sinh ax _ < _m-ı N. _ : u. | 
% sinh zn Ir ET Ne die (-r<r<r). 
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Als Folgerung kann man hieraus die Partialbruchzerlegung von an und coth z er- 
halten. sinh z 

Jetzt betrachten wir Beispiele für die Entwicklung von Funktionen, die im Intervall 
(0, x) definiert sind, in Kosinus- bzw. Sinusreihen (Nr. 689). 


9. Man entwickle f(x) =z in [0, r] in eine Kosinusreihe. 
Nach (19) ist 


T 
1 1 Tr 
> »=Z [rde=5, 
0 
2 fr 2 si 2 rf 1 
sın nx |T COS NT — 
a=— | zsnzde=-2 -— [sinnz de=2 —— (n>0), 
T ern n lo nu Te 
0 Ö 
also 
0 a k=1,2,3 
a2. =v, 2-1 709. _ 1er ( —= 1, 4; er) 


Die gesuchte Entwicklung lautet demnach 
r 4 = cos(2k—1)x 
nd 

Die Kurve der Reihe ist in Abb. 130 dargestellt (vgl. dazu die Darstellung derselben 
Funktion als Sinusreihe in Beispiel 4 und die Abb. 127). Abb. 131 zeigt die Approxima- 


tion durch die Partialsumme 


(V=sr=rn). 


nn 4 1 1 
Y =8,(X) 0°, (cos x +2 cos 3x +27 cos 5x]. 


Durch die Kombination obiger Entwicklung mit der für x? in Beispiel 6 in eine Kosi- 
nusreihe erhält man 


12 n=i n2 


Abb. 130 
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Übrigens bleibt diese Identität auch im Intervall [0, 2r] gültig, da beide Seiten ihren 
Wert nicht ändern, wenn man x durch 2r —x ersetzt. 


10. Die Entwicklung von f(x) =x? im Intervall (0, x) in eine Sinusreihe lautet 
Er Te Ir ) 
x =2 b„ sinnzt mit by a bsr,_1 IR—1 "(2 -1)3 » 
Man stelle die Reihensumme graphisch dar und vergleiche das Bild mit Abb. 129. 


11. Man entwickle f(x) =e*®* im Intervall (0, x) 

(a) in eine Kosinusreihe, (b) in eine Sinusreihe. 
Lösung. Diese Entwicklungen lauten 
eat —I 2a = (I)? een —1 
SE EBPEIESHEIIFENITETE - PER u 


ga) eat — Su 
(a) ar | a?+n? 


COS NX (O=sr=sr), 


Ps: N 
az — — u Br n 177 1 ‘ 
(b) e®" = = „,H ( — 1)” ear] nz ein ne ((<x<r) 


12. Man entwickle 

(a) fı(z) =sin ax in [0, r] in eine Kosinusreihe, 
(b) fa(z) =cos ax in (0, r) in eine Sinusreihe. 
Lösung. (a) Zunächst sei a nicht ganz. Dann ist 


Tr 

1 - f j q 1-cosar 

— u=- sin az dx = ———— 

3 9% ’ 
0 


dh 


T T 
2 f 1 f 
An = J sin ax cos nz de=— | [sin (a+r) 2-+sin (a—n) x] dx 
0 0 


a 
== [1 -(-1)” cosar] SEIPCH, 


Die gesuchte Entwicklung läßt sich folgendermaßen schreiben: 


sin ap _ tes ar fi 42a I en 9, 1 +eos ar 5 008 (2k-1) = 
“ ksı a? — (2k)? TC 1 a? —(2k —1)2 

(=sr=en). 

Jetzt sei a eine ganze Zahl. Hier unterscheiden wir die Fälle a=2m (gerade) und 
a=2m—1 (ungerade). Für a =2m ist 
8m 41 

9=0, ax =(, G-1= 7 (Gm)? (ak 1%’ 
also 
8m 2 cos(2k-1l)x 
tr +4 (2m)2-(2k -1)2 


Entsprechend gilt für a=2m -1 


sin 2mx = ((=x=r) .i) 


92 e cos 2kx 
2m — =— _ 79... 45 Jam 
sın (2m —1) x = f +2 (2m-1) 2, (2m m! 


(b) Hinweis. Man treffe dieselben Fallunterscheidungen wie in (a). 


(V=sr=rn). 


2) Man zeigt leicht: Ersetzt man links den Sinus durch seinen absoluten Betrag, so gilt 
die Entwicklung auf der ganzen reellen Achse. 
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13. Man beweise, daß für 0O=x=r die Entwicklung 


= .cos(2k—-iI)xz 1 
(aha 96 r (rn —2r) (mn? +20 —2r?) 


gilt. 


Hinweis. Man entwickle die Funktion f(x) auf der rechten Seite in eine Fourier- 
reihe und beachte bei der wiederholten partiellen Inte&ration, daß f(0)=f{r) = gilt. 


14. Wir betrachten jetzt Beispiele uneigentlich integrierbarer Funktionen. Es sei in 
(-r, r) die gerade Funktion 


x 
(x) =In 2 cos 2 
in eine Kosinusreihe zu entwickeln. 

In den Intervallenden wird die Funktion unendlich, bleibt aber absolut integrierbar. 
Nach Formel (19) ist 


Tr r/2 
1 1 % 2 
- W=- [In 20085 de=In 2+- In cost d=0 
2 7 2 n 
0 0 


(vgl. Nr. 492, 1°) und für n>0 


2 f x 
an=— | In2c0s2 cos nz de 
0 


T 
a N Xc 
2 sinnz-sin < 
2 z sinne = 1 2 
=—In2cos— + — dt 
Te 2 n \o nu X 
’ COS — 
ze 2 
Bee . 5) 
T 
® T 
sin NnXx COS— 
1 2 
=(—1)r-1 — —— di 
NT x 
sin — 
2 


(hier wurde & durch n —xz ersetzt). Zur Berechnung dieses letzten Integrals schreiben 
wir den Integranden als Summe: 


x. 1 1 
sinnz cos, Sin In +2) x sin In -) x 
EEE TE Di 
sin > 2sinZ® 2s5inz® 
und die Summanden ersetzen wir nach (26) aus Nr. 680 durch 
1 L, i r-1 j 
—+ D ocosix bzw. + 2 cosır. 
2 ia 2:1 
So ergibt sich schließlich 
wer, ee 


N 
und die gesuchte Entwicklung lautet 
COS NT 


In cos = I (-1R-1——  (-n<2<n. 
2 ni N 
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Man kann diese Entwicklung auch für = tr als gültig ansehen, da dann beide Seiten 


x 
cos 


gleich — werden. Nimmt man statt In 2 cos 2 die Funktion In 2 2, 


> 


ad 


„so gilt die 


Entwicklung für alle reellen x. 
Ersetzt man in der Gleichung x durch w—z, so erhält man die interessante Ent- 
wicklung 


. = 2 cosn« 
- In2sin = I ——— (<r<2r). 
2 n=i1 ”n 


Bezüglich einer Erweiterung des Gültigkeitsbereiches gelten die obigen Bemerkungen. 

Zum Schluß geben wir einige Beispiele für Entwicklungen von „verhefteten“ Funk- 
tionen, d. h. solchen Funktionen, die auf Teilintervallen durch verschiedene analytische 
Ausdrücke definiert sind.!) 


15. Man entwickle 
Te 0 für —r<r<0, 
)=\x für 0=zr=r 


in eine Fourierreihe. 
Nach (1) gilt 


1 TS 
300; | @de=7. 
Ö 
Te , re 
1 fr 1 sinn 7 1 . cosnz —1 
an= | z cosn2ede=—x ; [na FI, 
fr, 7 n 0) dr NT 
d.h. 
3 
‚ax=d, au -1= 7 _T%r 
und analog 
u. cos FR, pyn-1l 
zu nz: 
Demnach lautet die Entwicklung 2 
n 2 j sin2z 2 3 sin dx sin 4x 
x) STEHEN Eng, 68 IE + Ta (—r<z<r) _ 


Me na 


16. Man entwickle in [0, r] folgende Funktionen in Kosinusreihen: 


für O=szrsh, 


(a) ho=!, für h<ı=srz; 


x 
1-— für 0=sr=2h, 

(b) falx) = 2h 

0 für 2h<r=sc. 


h 
1 1 2 1 
Lösung. (a) 9,07 fa a, = | En 
0 0 


fr] N. 


2hf1 = sinnh | 
fı(®) - +2 ee nz} (V=sr=r), 


1) Übrigens liegt hier nichts prinzipiell Neues im Vergleich zu den schon behandelten 
Beispielen vor: Man kann beispielsweise die Summe der Reihe in Beispiel 2 ebenfalls 
als aus einer Reihe linearer Funktionen verheftet ansehen (vgl. Abb. 124). 
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mit Ausnahme des Punktes «=h, wo die Summe der Reihe gleich r ist. 


2h 
RE ( FL. 
| a er 


2 x 2 1-cos2nh 2sin?nh 
Gdn =— 1—-—-) cosne de = 


Te In2h ne n2ıh ° 


J2(x) -—l5+2 | = F cos nz! (O=sr=r). 


17. Man beweise die Entwicklungen 


T Bi De T 
— ür 0=zr7r<— 
273 3 
Te fü Te 
— Ür =, 
4Y3 3 
cos dr cos 7x cosilx Jo ei T 27 
(a) 082 -—.— + ae +e= ür 2<2<7;, 
Te fü 27 
- ——. für 7=—-, 
4Y3 3 
% f ZT 2 
— für > <rsr 
23 3 
f T 
er für O=sr=s-, 
2y3 3 
sindx sin7x sin liz  _ n2 de SEE 
(b) sine 5 + 777 Fey 3 3’ 


1 ' ) fü en _ = 
site UT  <2a72T. 
Y3 i 3 


18. Die Funktion f(x) sei folgendermaßen definiert: 
cox für 0=r =>; 


Hz) = 


Te 
—cosx für 7 Er. 


Man entwickle sie in eine Kosinusreihe. 


Lösung. fa) ==13 = = = -1)F- a 


19. Man zeige, daß die Summe der Reihe 


[cos (dk +1) x —sin (dk +1) x 


Te i ae | 
P3 (cos x +sin x) +2 Ki 


— cos (4k +3) x sin (4k +3) x] 
gleich 
rsinz für Mr <U<mr tg j 
Te 
rcosxz für mr +5 <2<(m+1) rn 


26 Fichtenholz III 
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und gleich 


1 
(-1”Z für 2<=mr oder z=(m+2) = (m =0, +1, +2, ...) 


ist. 


20. Einem Kreis mit dem Radius a ist ein regelmäßiges Sechseck einbeschrieben. Um 
jede zweite Ecke dieses Sechsecks schlage man einen Kreis, dessen Radius gleich der 
Sechseckseite ist. So entsteht ein dreiblättriges Kleeblatt (Abb. 132). Man gebe seine 
Gleichung in Polarkoordinaten an; der Pol sei der Mittelpunkt des Sechsecks, die 
Achse seine Verbindungslinie mit dem Mittelpunkt eines der drei Kreise. 


Abb. 132 


Hinweis. r=f($)(-r=#=nr), wobei die gerade Funktion f(#) folgendermaßen defi- 
niert wird: 


2a’cos0# für 0 =6 =- ; 
K6) = 27 Te 
2a cos (0-2) für zen. 


Man entwickle diese Funktion in eine Kosinusreihe.:. 


Lösung. Es ergibt sich 


TE: 1 1 | 1 1 
Pe a Er ve COos 60 +57, 008 99 — (-r=9=<rn). 


21. Unter Benutzung schon bekannter Entwicklungen beweise man 


1 > (_1R co 
(a) xeinez=1-— co8C+2Y (-1)” cosnz 


2, 21 (-nsrszr); 


1. = n , 
(b) pe 0; 221 sın Nx (-n<r<r); 


I. .,3(D 


\ 
(c) sinxzIn 2 cos sin nz (-rn<2<r); 


d Is A AR 
(d) cos In 2 cos, 5 sea. 2, 21 


22. Genügt eine in [0, 2r] definierte Funktion der Bedingung (a) f(2r -x)=/(x) oder 
(b) /(27 —-x) = - f(x), so sind im.ersten Fall alle db, =0, im zweiten alle a, =0. 


Man beweise diese Tatsache entweder auf Grund der Formeln (1) oder auf Grund 
dessen, daß die periodisch fortgesetzte Funktion gerade bzw. ungerade ist.. 


COS nz (-n<zr<rn). 


Bemerkung. Jetzt ist klar, daß die Besonderheiten der Entwicklung der Funktionen 
ERS 


> und In 2 sin 2 (vgl. die Beispiele 2 und 14) im Intervall [0, 2x] vorauszusehen 
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waren, da folgende Beziehungen gelten: 


n-(2n—2) T-X u a Bi x 
> ng n2sin—,— =In2sin. 


23. Man beweise: Erfüllt in [-r, x]eine Funktion f(x) die Bedingung (a) f(x +r) =f{x) 
bzw. (b) = +r) = - f(x), so gilt agyn-1 =bam-ı =0 bzw. am =bam = 


24. Unter Beschränkung auf Funktionen, die in [0, x] definiert sind, beweise man, daß 

(a) aus (m —x)=f{x) bei einer Entwicklung in eine Kosinusreihe aa„_-1ı=0 und bei 
einer Entwicklung in eine Sinusreihe &.=0, 

(b) aus (rm —-x) = - f(x) bei Kosinusreihen aay, =_0 und bei Sinusreihen b>„,_ı=0 folgt. 

Bemerkung. Auf Grund dessen lassen sich die Besonderheiten der Sinusentwicklung 


rı7 


x e1 
von 75 und von 7 in Beispiel 4, der Kosinusentwicklung von sin 2mx und sin (2m — 1) x 


in Beispiel 12 und die der Entwicklungen in den Beispielen 13, 17 und 18 voraussehen. 


25. Durch Wiederholung der Überlegungen aus Nr. 689 beweise man, daß eine nur 
auf Io. =] definierte Funktion unter dem üblichen Vorbehalt dort in eine Kosinusreihe 


mit nur geraden Vielfachen von x bzw. in eine Sinusreihe mit nur ungeraden Viel- 
fachen von & entwickelt werden kann. Man leite die Formeln für die Koeffizienten her 
und wende sie auf Beispiele an. 


26. Es sei eine Funktion f(x) der Periode 2r gegeben; a, , &m seien ihre Fourierkoef- 
fizienten. Man drücke durch sie die Fourierkoeffizienten &„, 5m der: „benachbarten“ 
Funktion f{x+h) aus (k =const). 

Nach der Bemerkung aus Nr. 681 über das Integral einer periodischen Funktion gilt 


1 T 1 rn+h 
.=- J fx -+h) de == J. x) de=a,, 
-T 
m+h 
= Ss f(x +h) cos mx da = = _ f x) cos m (ce —hk) dx 
De 
rc+h r+h 
=cos mh - = f f(x) cos mx de +sin mh - - [ fx) sin mx d« 
eh ee: 


=A4,„ cos mh +b„ sin mh 
und analog 
bm =bm cos mh — am sin mh. 

691. Entwicklung von In I'‘(x). Als etwas komplizierteres Beispiel bringen wir jetzt nach 
Kummer) die Entwicklung der Funktion In /'‘(x) im Intervall (0, 1]in eine Fourierreihe. 

Nach Nr. 688 ist (hier ist 22 =1) im Intervall (0, 22). 

In I) -- + 2 (a, cos Inrz +b,„ sin 2nrz) , 
n—1 

„wobei Formel (17*) aus Nr. 688 für die Koeffizienten gilt: 


1 
@,=2 [In I(x) cos 2nrx dx (n=0,1,2,..); 
4 
1 
b„=2 [In I(x) sin 2nrx d« (n=1,2,3,..). 
Ö . 


1) ERNST EpvAarp KUMMER, 1810-1893, deutscher Mathematiker. 
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Übrigens können die a, fast ohne Rechnung bestimmt werden. Durch Logarithmie- 

ren der aus Nr. 531, 5°, bekannten Beziehung 

OP 

Pie) 2 sin TX 

folgt nämlich 

In T(xz) +1n T{1—-x) =In 2r -In 2sin nz. 
Die Fourierreihe von In T(1-x) ergibt sich aus der Fourierreihe von In I‘(x), indem 
man x durch 1-x ersetzt. Dabei bleiben die Kosinusglieder unverändert, die Sinus- 
glieder ändern das Vorzeichen. Durch Addition erhalten wir 


In (x) +1n I(1-z)=a,+ 2 2a, cos 2nrz. 
ni 


Die Fourierreihe für die rechte Seite läßt sich leicht angeben; man benutze dazu die 


x 
aus Nr. 690, Beispiel 14, bekannte Entwicklung der Funktion —In 2 sin „und ersetze x 
durch 2r«: | 


u | 
In 2r -In 2 sin ze =In 2r + 9% 7, c08 ann. 
n=1 


Somit ergibt sich sofort 


a =!In Var IR. =1,2 
a %=in Zr, An=5n (n=1,2,...).. 

Die Bestimmung der b,„ ist wesentlich schwieriger. Wir gehen von der Formel für 
In I(x) aus Nr. 540 aus: 


a ne) = [ [en = 
1-e”? | z 


[%) 
die wir durch die Substitution e-? =t umformen: 


1 
1 — 17-1 dt 
In [(xz) = II - +5 
0 


Wir setzen diesen Ausdruck in die Formeln für b, ein und vertauschen die Integratio- 
nen nach x und t; das liefert 


1 1 
arten | in ne d 
nF Il 1-7 —-c+1|sın Znne de. 
0 0 

1-11 sin 2nnz 
Diese Vertauschung ist erlaubt; denn ae ze a wird als Funktion 
zweier Veränderlicher nur für t=0 unstetig, während die Stetigkeit für t=1 er- 
halten bleibt, wovon man sich leicht überzeugt. Das Integral über diesen Ausdruck 


nach t konvergiert aber in [0, 1] gleichmäßig bezüglich x, denn für 0<r<1 ist 


T 


1-1 i | Isin 2nr«] 4 1 1 Isin2nnel _ 
S ke a mg Sim nt 
1 1 


Deere 


Daher ist die Vertauschung der Integrationen nach dem Satz aus Nr. 521 zulässig. 
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Nun setzen wir die Rechnung fort. Es ist 


1 1 
1 
[ sin 2nrx dr =0, [ x sin nn de = — —— 
& Inr’ 
; 1 
f {2-1 sin Inrx dx = f e’int sin Inrx dt 
0 
Int» sın Ann — 2nrz cos ?nrtz N 
== — oe? In t r 
t [In?t +4n?r2] 
(1 -t) 2nr 


t[In25+4n2n2] ' 
Hieraus folgt 


1 
1.22 INT 1 lz 
-: (rast In ti 
0 


Setzen wir hierin t=e-??T%, go erhalten wir 


9 =: 
BE NnTU 
bn = nf 1+u2 u 


Insbesondere ıst 


und hieraus folgt 


1 du 1 
nb„ —b - | (e-2m4 ed) = Inn 


(Integral von FRULLANI; Nr. 495). Somit reduziert sich die Bestimmung der b,„ auf die 


von b 
In N r. 535 hatten wir folgende Integraldarstellung der Eulerschen Konstanten ken- 


nengelernt: 
r 1 du 
= (ae) 
i+u U 
0 
Also ist 
-- (a1 1 fer om 
7 1+u? 1i-+u]l u 
0 


Das erste Integral läßt sich unmittelbar berechnen, es hat den Wert 0; das zweite ist 


gleich - -In 2r (Frullanisches Integral). Daher ist 


1 1 
—. (C +In 2r), also 5= (C +In 2nr). 
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Die gesuchte Entwicklung lautet 


ii... lg 1 
In I(x) =In Y2r+ Z& -- cos 2nrzx +— (C +1n 2nr) sin anne | (<r<1). 
ni L2n NT 


83. Ergänzungen 


692. Reihen mit abnehmenden Koeffizienten. Bisher sind wir von vorgegebenen 
Funktionen ausgegangen und haben sie in Fourierreihen entwickelt, nachdem wir 
dazu irgendwelche hinreichenden Bedingungen als erfüllt nachgewiesen hatten. 
In vielen einfachen Fällen gelingt es auch umgekehrt, von einer gegebenen trigono- 
metrischen Reihe zu beweisen, daß sie gegen eine absolut integrierbare Funktion 
konvergiert und deren Fourierreihe ist. Wir bringen hier die einschlägigen Unter- 
suchungen von W. H. Younc.i) 
Wir untersuchen Reihen der Gestalt 


1 os 

z go+ 2 q, C0Svx, (C) 
>, q,sinvr, (S) 
vol 


wobei wir ein für allemal annehmen, daß die Koeffizienten g, positiv sind und mo- 
noton abnehmend gegen O0 streben. Aus Nr. 430 wissen wir, daB beide Reihen in 
jedem abgeschlossenen Intervall, das keinen Punkt der Form 2kr (k=0, +1, ...) 
enthält, gleichmäßig konvergieren. Die Summe der Reihe (C) bezeichnen wir mit 
f(x), die von (S) mit g(x); beide Funktionen haben die Periode 2r und sind mit 
Ausnahme der Punkte 2kr überall stetig. In diesen Ausnahmepunkten kann die 
Reihe (C) auch divergieren.?) Da f(x) gerade und g(x) ungerade ist, dürfen wir uns 
auf das Intervall [0, x] beschränken. 


1°. Ist f (bzw. g) absolut integrierbar, so ist (C) (bzw. (S)) die Fourierreihe von 
f (bzw. g).?) 
- a) Multiplizieren wir g mit sin mx (m=1, 2, 3, ...), 


g(x) sin me= 2, q, sin vr - sinmz, 


‚1 


so erhalten wir eine in [0, x] gleichmäßig konvergente Reihe. Wegen 


a -eos (n+5) 
n cos zx-cos|n+z)= 
a 2sin— 
2 


1) WILLIAMm HenkyY Young, 1882-1946, englischer Mathematiker. 
2) Konvergiert 2, q,, so konvergieren die beiden Reihen (C) und (S) gleichmäßig gegen 
i 


stetige Funktionen, deren Fourierreihen sie sind (vgl. Nr. 678). Alles weitere ist nur 
für den Fall interessant, daß diese Reihe divergiert. 

3) Dieser Satz ist ein Spezialfall eines allgemeinen und sehr schwer zu beweisenden 
Satzes (vgl. Nr. 750, 751). Wir ziehen es jedoch vor, für Reihen des betrachteten ein- 
fachen Typs dieses Problem hier erschöpfend zu behandeln. | 


‘ 
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ist nämlich 


na sin mx| mx 

2, sin vx sin mx |< —— s— =mr, 
en sin- 2 
2 = 


und darauf wenden wir das Dirichletsche Kriterium (Nr. 430) an. Wir haben hierbei 
die elementaren Ungleichungen 


j sinz|=z (2=0) und sin 2>—2 (0<z=2) 
benutzt. Dann kann aber die Reihe gliedweise von 0 bis r integriert werden, und 
wir erhalten 


T 

2 

Im=Z [ot sin medr. 
0 


b) Nun multiplizieren wir f mit 1— cos mx und finden 


fx) (1— cos mx) =; go (1— cos mx) + »3 gq, cos vx (l—cos me). 
Auch diese Reihe konvergiert nach dem Dirichletschen Kriterium im Intervall 
[0, x] gleichmäßig. Um sich davon zu überzeugen, hat man nur zu beachten, daß 


1 
1 s sin In+3) 2 
zZ 008 = 3 (1) 
1 2einn® 


also 


n 
= (1— cos mx) + 2, cos vx (1— cos mx) 


vi 


1 
_—_ m?x2 
= 1 — cos mx Br _ N > mir? 
u nr 2 0 4 4 
2sin —= 
2 Te 


1 i: : 
ist. Dabei haben wir die Ungleichung 1—cos 2<52° benutzt. Durch gliedweise 
Integration von 0 bis x erhalten wir 


T T 
y/ Ss 
1 am=n | fe) da [1e) cosmade (m=1,2,3,..). 
0 0 | 
Jetzt gehen wir für m- zur Grenze über. Nach Voraussetzung gilt q,>0, und 
nach dem Fundamentalhilfssatz aus Nr. 682 strebt auch das letzte Integral gegen 0. 
Somit erhalten wir 


T 9 T 
= 1] fix) dx und allgemein q,=- f f(x) cosmxdr, 
0 0 


womit die Behauptung bewiesen ist. 
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2°, Wenn die Reihe 
w_ 
==Q (2) 


konvergiert, so definieren die beiden Reihen (C) und (8) absolut integrierbare Funk- 
iionen (und sind daher ihre Fourierreihen). Da die Überlegungen für beide Reihen 
gleichartig sind, beschränken wir uns auf (C). Setzen wir 


1 
nz otNt tm: 


so folgt nacheinander 


1 
I n(n+1) 


FRE TIEREN: 9) 


dabei haben wir die Summation nach Nr. 393 vertauscht und die trivialen Identi- 
täten e 


hai 1 hd 1 
——— —-1] und allgemein en 
Zalnt) 5 Pirren, y 
benutzt. 
Nun sei 
Te T 
—— Äıs— 
n+1 N 


Für diese x-Werte stellen wir f(x) in der Form 


1 n [ 
f@)=(4 do+ 2, 9, C08 v2) + 2 ZUE 
v„—1i v„=n+ 


dar. Die erste Summe ist dem absoluten Betrag nach höchstens gleich Q,. Zur Ab- 


v=n+m 
schätzung der zweiten wenden wir auf den Ausdruck 7, g,cosvxden Hilfssatz von 
ABEL an (Nr. 383). Wegen v=n+i 
1 1 
Nn+u sın (r+n +3) 2-sin In+3) | 1 
3, cosyr|= ea em age 
nn | 2einZ® sin — © 
ist 
Tg An+i 
Z q,cosvx mr m<ln+1)g: 
Bend sin — 57 


Diese Ungleichung bleibt auch in der Grenze für die ganze Summe gültig, so daß 
wir schließlich 


Ve)l=Q9,+(n +1) 9 („=2=?) 
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erhalten. Dann ist aber (vgl. (3) und (2)) 


rein 
ji Nalde-2 | Molde= nl +m+1)g 
re 1 in +1) 
= (2.9+20), 


so daß f(x) tatsächlich absolut integrierbar ist. Jetzt braucht man nur noch 1° 
anzuwenden, um den Satz zu beweisen. 

Wie wir in Nr. 732 sehen werden, ist die Konvergenz der Reihe (2) gleichzeitig 
auch notwendig dafür, daß (S) eine Fourierreihe ist, so daß sich in bezug auf (S) 
das erhaltene Resultat nicht verschärfen läßt. Anders ist es mit (C): Hier ist die 
angegebene Bedingung nicht notwendig. Für diesen Fall geben wir eine weitere 
hinreichende Bedingung an, die in der vorigen nicht enthalten ist. 


3°, Wenn auch die Differenz Ag,=q,— qQ,,, mit wachsendem v monoton abnimmt, 
so ist f(x) nichtnegativ und integrierbar (und (C) ist die Fourierreihe von f(x)). 
Wir unterwerfen die Partialsumme 


100: 
O,(&) = 5 9o+ 2 q,eosve (z>0) 


der Abelschen Transformation (Nr. 383). Unter Berücksichtigung von (1) erhalten 
wir 
1 a 1 1 
O2) = — >, Ag, sin (v+3) x+g, sin (n+3) e\ R 
2sin—a 0 | 
2 

Auf diese Summe wenden wir wieder die Abelsche Transformation an. Setzen wir 
zur Abkürzung 4g,— 4g,,,= 4?q, und berücksichtigen wir die Beziehung 


ur | .) 1-cos(m+1)x 
2, sin u re ne 
‚0 2sin—x 


2 


so erhalten wir . in der Gestalt 


Ca) = —— 3 24, 1008 0+1)2) 
a 
1 | +5) 
1.--cos nz er 2 
Ag u 
4sin? 2sinZ® 


Da die letzten beiden Glieder für n— » gegen 0 streben, erhalten wir für /(x) durch 
Grenzübergang eine Entwicklung nach nichtnegativen und stetigen Funktionen: 


= 1-cos v+1)x 
fe)=2 42g, 1 
0 4 sin? ® 


(42q,>0 nach Voraussetzung). Daher ist auch f(x) nichtnegativ. 
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Zum Beweis der Integrierbarkeit dieser Funktion benutzen wir die Folgerung 
aus Nr. 518 und die auf den Fall von Reihen umformulierte Bemerkung dazu. 
Man kann also 


Sre He 2 A2q, fer 
4sin? oz 


schreiben, wenn diese Reihe konvergiert. 


Wegen 


1 
l-csb+1l)z 2 un. 


7 =» —— => Rn en > COS iz 
4 sin? @ 29 2sin ze 1) 
erhalten wir sofort 
T 
1-cose+1l)z =. (+) 
0 4 sin? 5% 


(vgl. Nr. 309, Beispiel 5 (b)), so daß 


Ste) de= 5 2 0+1) 29, 
Ö „=(0 


folgt. Jetzt brauchen wir nur noch die Konvergenz der Reihe rechts zu beweisen. 
In Nr. 375, Beispiel 3, haben wir gesehen, daß aus der Konvergenz der Reihe 


Ta, (4) 
v=0 


mit monoton abnehmenden positiven a, notwendigerweise va,—0 folgt. Hieraus 
ergibt sich ferner, daß die Reihe 


041) (m-0,,)=2 0+1) 4a, 


konvergiert, und zwar gegen dieselbe Summe wie (4). Das folgt nämlich aus der 
Identität 


n—1 n—i 
2 (+1) (a,—a,,,)= 2, a, Nine» 
2) v„=0 

Setzt man jetzt a,= /q,, so folgt 


5 (v+1) A?q, -2 Ag, = go > 


0 


also schließlich 


Fries 
1) 


Damit ist der Satz bewiesen. 
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Beispielsweise genügt die Reihe > - re 
2 n=2 
dieses Beispiel ist lehrreich in der Hinsicht, daß Satz 2° darauf nicht anzuwenden ist, 


e 1 
denn 2%, — -— divergiert (Nr. 367, Beispiel 6). 
n=2 j 


den Voraussetzungen des Satzes; 


vıInn 


Bemerkung. Ersetzt man in (C) und (S) die Veränderliche x durch z-+r, 
so erhält man Reihen mit Koeffizienten abwechselnder Vorzeichen, die aber dem 
absoluten Betrag nach abnehmen. Für solche Reihen bleiben die hier bewiesenen 
Sätze gültig. 


693. Summation trigonometrischer Reihen mit Hilfe analytischer Funktionen einer 
komplexen Veränderlichen. In vielen Fällen kann man durch Untersuchung der 
Koeffizienten von Reihen der Form (C) oder (S) feststellen, daß diese Reihen kon- 
vergieren (eventuell mit Ausnahme einzelner Punkte) und die Fourierreihen ihrer 
Summen sind (vgl. z. B. Nr. 692); in allen diesen Fällen erhebt sich aber natur- 
gemäß die Frage, wie man die Summe dieser Reihen findet, d. h; genauer, wie man 
sie in geschlossener Form durch elementare Funktionen ausdrückt, wenn sie über- 
haupt in solcher Form ausdrückbar sind. Schon EULER (und LAGRANGE) haben 
zur Summation trigonometrischer Reihen in geschlossener Form mit Erfolg ana- 
lytische Funktionen einer komplexen Veränderlichen verwendet. Die Eulersche 
Methode besteht dabei in folgendem: Wir wollen annehmen, daß bei bestimmter 
Wahl der {gq,} die Reihen (C) und (8) mit eventueller Ausnahme einzelner Punkte 
überall im Intervall [0, 2x] gegen die Funktionen f(x) bzw. g(x) konvergieren. Nun 
betrachten wir die Potenzreihe in der komplexen Veränderlichen 2 mit denselben 
Koeffizienten: 


1 on 
3 %r 242°. (8) 
v=1 
Auf dem Rand des Einheitskreises |z|=1, d. h. für z=e*, konvergiert diese Reihe 
nach Voraussetzung, eventuell bis auf einzelne Punkte: 
1 ee Ta — E ; 
5 %t 2q,e”= 5904 >, q, (cos ve+1sin vx)= fr) +ig(e) . (6) 
vi vol 


Dann konvergiert nach einem bekannten Potenzreihensatz die Reihe (5) sicher für 
izl<=1, d.h. im Innern des Einheitskreises, und definiert dort eine Funktion 9(2) 
einer komplexen Veränderlichen. Unter Benutzung bekannter (vgl. Kap. XII, $ 5) 
Entwicklungen elementarer Funktionen einer komplexen Veränderlichen gelingt 
es häufig, die Funktion p(z) auf solche Funktionen zurückzuführen. Dann ist für 
z= re (r< 1) 


1 we A 
= go Es 2 g,re”= o(re'?) : 
vi 


und nach dem Satz von ABEL (Nr. 456) erhält man, sobald die Reihe (6) konver- 
giert, ihre Summe als Limes dieser Funktion: 


f(x)+ig(«)=lim pre”). (7) 
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Meist ist dieser Limes gleich p(e’*), und dann sind f(x) und g(x) in geschlossener 
Form darstellbar. 
Als Beispiel betrachten wir die Reihen 


© COS PX © sin vx 


> —-— und 7% 
v v1 


v=i 
Die Sätze aus Nr. 692 gestatten den Schluß, daß diese beiden Reihen konvergieren 
(die erste mit Ausnahme der Punkte 0 und 2r) und die Fourrierreihen der durch sie 
definierten Funktionen f(x) und g(x) sind. Wie lauten aber diese Funktionen? Zur 
Beantwortung dieser Fragen bilden wir die Reihe 


y 


a 4 
Von der logarithmischen Reihe (Nr. 458) ausgehend, findet man leicht ihre Summe 


e)=—In(i-2)=In —  (kl<1); 


also ıst 


j 1 
f(&)+ig(x)=1In 1_eis (2=+0, 27) . 


Eine leichte Umformung liefert 


1 1 BR sin & 
1-ei? (1-cosx)-isinz 2 +15 (1 -cosx) 


eo )srunl] 
= = Os 29 —1sın 373 R 


2 sin 5 
1 ' 
so daß der Modul dieses Ausdrucks gleich und. sein Argument gleich 
mn x, 2sin 
RE ist. Daher ist 2 
] 1 In2si = .,n—x 
n T_ei =—ın<zsın F +1 ; 


also schließlich 


7 


fix)= —In 2 sin, g(x) = (O<2&<2r). 


> 
Diese Resultate sind uns aus Nr. 690, Beispiel 14 und 2, bekannt und waren sogar 
schon früher mit Hilfe von Überlegungen im Komplexen erhalten worden (Nr. 461, 
Beispiel 6 (b)); aber im ersten Fall waren wir von den Funktionen f und g ausge- 
gangen, im zweiten von der analytischen Funktion o. Hier sind wir zum erstenmal 
von den Reihen selbst ausgegangen. Weitere Beispiele ähnlicher Art findet der Le- 
ser in Nr. 694. 

Wir weisen noch einmal darauf hin, daß man sich zunächst von der Konvergenz 
der Reihen (C) und (S) überzeugen muß, damit man ihre Summe mit Hilfe der 
Limesgleichung (7) bestimmen darf. Die Existenz des Grenzwertes auf der rechten 
Seite dieser Gleichung allein erlaubt noch nicht den Schluß auf die Konvergenz 
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dieser Reihen. Um das an einem Beispiel zu belegen, betrachten wir die Reihen 


1: = 
5t2,cosve und Psin»z, 
“el 


vi 
die für O<x<2r sicher divergieren. Bildet man die entsprechende Potenzreihe 
IS, 1 1 
3r2°=7777: 
so hat diese Summe, wenn der Punkt z2=re'* längs des Radius gegen den Punkt e'* 
auf dem Rand strebt, den wohlbestimmten Limes 


1 L. 2 sin x 
1-ea 3 ST cos (1 0082) ((<xr<2r). 

Wenn die Konvergenz der Reihen (C) und (S) nicht von vornherein erwiesen ist, 
kann man die Gleichung (7) nur als heuristisches Hilfsmittel ansehen. Wenn man 
mit ihrer Hilfe die Funktionen f und g erhalten hat, muß man deren Fourierkoef- 
fizienten berechnen, und nur wenn diese mit den Koeffizienten der gegebenen 
Reihen übereinstimmen, darf man auf die bekannten Konvergenzkriterien für 
Fourierreihen zurückgreifen. 


694. Beispiele. In allen Aufgaben bleibt der Beweis der Konvergenz der angegebenen 
Reihen dem Leser überlassen. 3 
1. Man summiere die Reihen 


COST Cos2rt COS nz sinz sin 2x sin nzc 
1 + 1-3 a re (b) + 


(a) 1+ 


1 1-3 ee a ie 


Lösung. Hier ist (in den Bezeichnungen aus Nr: 693) 


o zv 
Ha=1+ 2 ,,=e, 
also 
p(ei?) =e°08 z+isinz _. 9008 2 [eos (sin x) +isin (sin x)]. 
Daher ist 
(a) f(x) =e°% * cos (sin x), g(x) =e°”® *sin (sin). 


2. Man summiere die Reihen 


cosz cos3r cosdr sin & sin 32 sin dr 
e) rg tg m MO Fr 
cos 22 cos 4x sin 22 sindz sin 6r 
(I) AH (Zur Trubser Tesi dr Trans 
Hinweis. Die Funktion (2) ist gleich 
‚ zz 23 2 
in2= 5, rt; 


in den Fällen (a) und (b); sie ist gleich 


22 za 


cosz=1 Str" 
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in den Fällen (ce) und (d). Man benutze die Zerlegung von Sinus und Kosinus eines kom- 
plexen Argumentes in Real- und Imaginärteil (Nr. 459): 


sin («+ßi)=sin«acosh P-+icos«sinh fß, 


cos (@«+fi) =cos a cosh ß-isin«sinh ß. 


Lösung. 
(a) sin (cos x) cosh (sin x), (b) cos (cos x) sinh (sin x), 
(c) cos (cos x) cosh (sin x), (d) sin (cos &) sinh (sin x) . 


3. Man summiere die Reihen 


a) 1+2 _ (b) er 
(e) P} (1% COS NZ (d) 2 (-17° < sin nz 


(e) 2 (- Ir 3 eo nz, (f) 6 (-1)" 


j5in NK, 


COS NX sin nx 
— 1)? — h n-1i _——— ; 

(e) z( (n+1) (n+2) (h) e: (-1) (n+1) ( (n +2) 

(a), (b) Lösung. Die diesen Fällen entsprechende Reihe 

2? 23 


zZ 
Te gg 


y()=1 
liefert unmittelbar keine bekannte elementare Funktion;. benutzt man jedoch die 
triviale Identität 
1 1 1 
n(n+1) n n+1’ 


so kann man sie umformen zu 


12-242 141-248 84) 
lee digr + 3173 ar 


woraus man unter Bezugnahme auf die logarithmische Reihe (Nr. 458) leicht die Be- 
ziehung 


pz)=1-+1In (1-+z) +2 [In (1 +2) -z] -(1 +2) In (1 +2) 


erhält. Hier setzen wir nun z=el?=eosx-+isinx und erhalten 


I 


1+z2=(1l+cosz)+isinz=2 cos & (cos= +i sin“) s 


x 
so daß für O<z<r der Modul dieses Ausdrucks gleich 2 cos < und sein Argument 2 
ist; ferner ist z 


In (1 =] — 
n(1-+2z) n2cos tin. 


Somit ist also 


p(el?)=[(1+cosz)-isinz]- [in 2 el 2 +i =]; 
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Für - nr <x<7 folgt hieraus 


a | 
fx) =(1-+cosx)1In 2 cos 3175 tsinz, 


1 
9(x) =7% (1+cosx) -sin x In 2 cos z r 


(c)—-(h) Hinweis. In allen Fällen benutze man die Identitäten 


1 B: 1 1 ' ni ( 1 1 
Bi Int nal’ m In-i'nıı) 
1 1 1 


(n+1)(n+2) n+1 n+2 


und ziehe die logarithmische Reihe heran. 


A 
Lösung. (g) (cos x +cos 2x) In2cos2+7 (sin © +sin 2r) —-cosz, 


(h) (sin x -+sin 2x) In 2 cos — (cos 2 +c0s2r7) -sinz. 


3” 2 
(Für (c) bis (f) vgl. Nr. 690, Beispiel 21.) 
4. Man summiere die Reihe 


2 (- = 


ni nr 


cos (2n —1) x 


1 
Hinweis. (2) o In (1 +22). 
Lösung. Beschränkt man sich auf das Intervall 0 =<x=r, so ergibt sich 
T 
cosz1In2cosxz+txsinz für 0=27<2, 
I) = 


. e a 
coszln 2lcosz]+(z-rz)sinz für ZIEn. 


5. Man summiere die Reihen - 


. c08 > a 32 cos A cos 2x cos 3x cos 4x 


(e) on WITT Da 


415 


Hinweis. Man benutze die Partialbruchzerlegung von (n-1)n ang (n -I)n(n+ 1) 


und ziehe die Reihenentwicklung von In Pass heran. 


er 
Lösung. (a) (1-cosz)In2sin „_— ———-8In%+c08s%, 


2. 2 
5 2 3 1 
(b) (1-cosz) In sinZz+tz CBL-7- 


6. Man summiere die Reihen 
= cos (2n —-1)x sin (2r —1) x 
ne N 8, zgynel —e 
(8) 2, ( 1) In 32 1 ) (b) 2 (- ke In — 1 


cos (2r —1) x 


ZT enden 
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(a), (b) Lösung. Wir bilden die Reihe 
n— 
Full ot 


in der wir die Entwicklung des Arkustangens erkennen, 


: 1 h 1-+z1 
arctan 2=>- rue 


die mit Ausnahme von 2= +i für |2| =1 gültig ist (Nr. 459). 
Wir setzen hier 2=e!?, beschränken uns auf das Intervall O=sx=r, schließen aber 


= aus. Nun ist 
1+2zi . cosz : T & 
1-zi i+sin® - nn 3) i 
so daß der Modul des Ausdrucks gleich | tan (£-3) ist, das Argument ist +2 
oder -; ‚ je nachdem, ob 2<> oder x > ist. Daher ist 
In -- =In |tan ie =) #5i 
und 
KT | re & 
arctan 2= I7+ : 5ın tan (£+5) . 
Also ist 
Te . T: 
T für O0=sr >> 
fa)=!" _ e 
-7 für Fe =T 
und für diese Werte von x 
1 1 
9x) =z In tan (= +3) =7 In tan? (= +2). 


(ce) Hinweis. Subtraktion dieses Resultates vom Resultat aus Beispiel 4 liefert 


u | z 
— -—— (coszln2cosxz+xrsinz) für 0sr<-— 
fa)=1* 


Te 

=7 >95 (coszIn 2 |cosxz|+(2.-r)sinz) für —<r=rn. 
7. Man summiere die Reihen 
1cos 3z 1-3cos5x 1-3-5cos7z 


AN Sag oa 


(b) U. sin 3x Are. APR 
2 3 +2373 5 2 

cosxz 1 cos3r 1-3cos5r 1:3-5cos7zr 

(0) Teatz 3a aa Bo Fa ET 


(q Em. 1 sindz 1-3 sin dx 
Tatrg garage rt 
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Lösung. Für die Fälle (a) und (b) ist 
= (2n —3)!! z?r-1 
=arcsin 2 


$(2) = 2 ma 2n-1 


(Nr. 459). Ferner ist für Osr=sr 
— +iln (/1+sinc+Ysinz )- 


arcsin el” =arcsin 
Yi-+sin « 
Das läßt sich leicht nachprüfen, indem man nachrechnet, daß der Sinus des Aus- 
drucks auf der rechten Seite wirklich gleich ei? ist. Übrigens läßt sich dieser Ausdruck 


auch leicht herleiten, indem man u, v aus den Gleichungen 
cos u sinh 9 =sin x 


sin u cosh v =cosz, 


berechnet. Demnach ist (für 0O=se=n) 
ST ua nen 
g(z) =In (y1 +sin x +Vsin x ) 


co 
f{z) =aresin ———, 
Yi+tsinz 


Für die Fälle (c) und (d) erhält man die Reihe 
1-3 2 1-35 z7 


zZ 1 23 
1:-272 3-272°415-6°2-4-6 
123 1-3z25° 1-3-577 
[+7 54 +2,4517- rt 
KiR „ 34. 28 Wh. } 
2.4° 77.3.6” 12.4.6-8 
aus 


(5:2 
2. 
Berücksichtigt man nun noch die Ergebnisse aus Nr. 459, so kann man die rechte Seite 


in der Gestalt 
1 
arcsin 2 255 1 — 22-1) 


schreiben. Hieraus erhält man für 0zsr=zr 
EIERN 7 AR 
— +Y2 sin x cos (5 +7) —-Cc0I3T, 


x) =arcsin 
IK) Yil+sinz 
3 +7 +sın?z. 


g(z) =In (Yi +sinz+ Ysinxz) —Y2 sin x sin E 
695. Die komplexe Form der Fourierreihen. Wir betrachten wieder eine beliebige 
Funktion f(x) der Periode 2r, die in jedem endlichen Intervall absolut integrierbar 


ist, und die mit ihr verknüpfte Fourierreihe 
f(x) + > a, C08 mx +b,, sin mx . (8) 


m=1 


Ihre Koeffizienten sind durch die Formeln 
T 
en ER cosmudu: (m=0,1,2,..), 
(9) 


[rw sin mu du (m=1, 2, ...) 


bn=- 
7 
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bestimmt. Ersetzt man hier cos mx und sin mx durch die Exponentialfunktion 
eines rein imaginären Argumentes (Nr. 457), 


1 i 
cos mı=7 (et! Lo-Mma), 


an um Eillam 
sin Me= 5; (emzi_ g- mai) =z (e-mri_ emzi) 


so erhält man 


. 


f) 4 I z (a Di) emzi, 1 (a, +b,)eÄi. 
2 oo 2 2 
Das läßt sich kürzer in der Form 


f&) » > cyet* (10) 


k=-o 


—_ 


1 1 1 i 
0=75 00» my (am Ol); Cm (amt 51) (11) 


(m=1,2,3, ...) 


mit 


schreiben, so daß also 

C_nin (12) 
ist. (Mit 2 bezeichnen wir die zu z konjugiert-komplexe Zahl.) Das ist die komplexe 
Form der Fourierreihe der Funktion f(x). 

Sind die hinreichenden Bedingungen für die Konvergenz der Reihe (8) bei der 
Funktion f(x) erfüllt, so .konvergiert auch die Reihe (10) gegen dieselbe Summe, 
wenn (wie aus der Art ihrer Bildung von selbst hervorgeht) die Summation als 
symmetrischer Grenzübergang für n — © aufgefaßt wird, d. h. als Limes der Partial- 
summe 


N . 
> ER oa 


m=—n 
für n—-. Wenn übrigens die Reihen 7 c„e” und Yc_„e "A einzeln konver- 


m=0 mi 
gieren, so erhält man den obigen Grenzwert einfach durch Addition der beiden 
Reihensummen. 
Die durch die Formeln (11) definierten Koeffizienten c,, der Entwicklung (10) 
können unter Berücksichtigung der Euler-Fourierschen Formeln (9) einheitlich 
dargestellt werden: 


= [mu ewau (n=0,+1,+2, ..). (13) 


Diese Form der Koeffizienten könnte man auch unmittelbar. erhalten, ähnlich 
wie die a,, und b,, in Nr. 678, wenn man annimmt, f(x) sei in eine Reihe (10) ent- 
wickelbar (so daß „ durch = ersetzt werden kann), beide Seiten mit e”"**! multi- 
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pliziert und von — r bis r integriert, wobei man auf der rechten Seite die Integra- 
tion gliedweise ausführt. 
Haben wir eine komplexe Funktion 


f(&)= fe) +1ale) ; 
wobei /;, f> reelle Funktionen der betrachteten‘ Art sind, so können wir als Fourier- 
reihe von f die Summe der Fourierreihen von f, und f, (die von /, gliedweise mit i 
multipliziert) bezeichnen. In komplexer Form hat die Fourierreihe von f die Ge- 
stalt (10), wobei die Koeffizienten c, wie bisher durch (13) bestimmt sind. Aller- 
dings braucht im allgemeinen Fall nieht c„=©_,„ zu sein. 


Manchmal ergibt sich die Fourierreihenentwieklung einer Funktion naturgemäß und 
unmittelbar in komplexer Form. Als Beispiel führen wir die erzeugende Funktion für 
die Besselschen Funktionen und ihre Reihenentwicklung an (vgl. Nr. 395, Beispiel 14): 


17 _-1 m 
ar Ze I Jnla) 2". 


n=- 


Es ist nicht schwer zu sehen, daß diese Entwicklung für alle von 0 verschiedenen kom- 
plexen z gilt. Setzen wir hier z =e'*, so finden wir 


eai sin? — S J„(a) erzi ; (14) 


n=232-o 

die komplexe Funktion 
ei ein? cos (asinzx)-+isin (a sin x) (15) 
ist in eine Reihe vom Typ (10) entwickelt, die als Potenzreihe (wir meinen die Reihen 


> und 3 einzeln) gleichmäßig in x konvergiert und somit ihre Fourierreihe ist. Auf 
Nn=( n=—i ! 
Grund von 


J_mla) =(- 1)” Jm(a) 
(Nr. 395, Beispiel 14) können wir diese Entwicklung wie folgt schreiben: 


Ja) +2 Imla) [rd +(- 1m o" mei] 


=Jo(a)+2- > Jgr(a) cos 2kx +21 z,’%- ı(a) sin (2k-1)x. (16) 
k=1 u = 


Gleichsetzen von Real- und Imaginärteil in (15) und (16) liefert die interessanten Ent- 
wicklungen 


cos (a sin x) =Jo(a) +23, Jarla) cos 2kz , 
, sin (a sine) -2 3 Jsr_ıla) sin (2k-1)®. 
Ersetzt man z durch x +5 ‚ so findet man noch die Entwicklungen 
cos (a cosz) =J (a) +22 (- 1)F Jorla) cos 2kx , 


sin (a cos x) =22 (—1)%-1 Jar-ı(a) cos (2-1). 


27? 
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Wendet man schließlich zur Berechnung der Koeffizienten der Entwicklung (14) die 
Formeln (13) an, so gelangt man zu den bekannten Integralausdrücken für die Bessel- 
schen Funktionen: 

If 1 f 
J„(a) = f ea sin z-n2)igg -_ [ eos (asinz—nx) de, (17) 
7 0 


denen wir schon mehrmals begegnet sind. 


696. Die konjugierte Reihe. Eine trigonometrische Reihe 
+ X (om cos mx +b,, sin mx) (17) 
Mm= 
mit beliebigen reellen Koeffizienten kann man formal!) als Realteil der Potenzreihe 
+ (a bni) 2m (18) 
mi 
in 2 für z=e* betrachten. Dann ist nämlich 


zm — emzi — cos mc -+-isin mx 
und 
(an— 5,1) 2" = (a,, COS mx +b,, sin mx) +1 (—b,, COS mx +a,, sin mx) . 


Der Imaginärteil wird formal durch die Reihe 
I (—b,, C0S mx -+q,, sin mx) (19) 
m=1 
dargestellt. Die Reihe (19) heißt die zur Reihe (17) konjugierte Reihe. 

Besonderes Interesse bietet die zu der Fourierreihe einer absolut integrierbaren 
Funktion der Periode 2r konjugierte Reihe. Insbesondere kann man parallel zur 
Frage nach der Konvergenz der Fourierreihe (17) die Frage nach der Konvergenz 
der konjugierten Reihe stellen. Übrigens entsteht hierbei eine zusätzliche Schwie- 
rigkeit dadurch, daß von vornherein nicht klar ist, welche Summe die konjugierte 
Reihe natürlicherweise haben sollte. 

Wir beginnen wie in Nr. 691 mit der Herleitung eines geeigneten Ausdrucks für 
die Partialsumme 3,(x,) der Reihe (19) für den Punkt x,. Setzen wir für a,b, 
die Integrale (vgl. (9)) ein, so finden wir 


n 1 [ . j 
s,0)= Z J fu) [-sin mu cos mxy + C0S mu sin mxg] du 
m= 1 [u 


== TE ) 


T 
1 dl 
= —— Jr) 2, sin m (u—x,) du. 
RL m=1 
Formen wir die Summe unter dem Integralzeichen nach der Beziehung 


1 1 
n EI UTC nt, t 
2 sın a ea 
m=1 2 sin Zt 


1) Formal, weil wir nichts über die Konvergenz der angeschriebenen Reihen wissen. 
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um, so folgt 
. 1 1 
1 c085 (u —x9) — cos (n +— 5) (u —:xo) 
= | Me ——  — — du. 
sin — „(u - x) 


-T 


Das ist das Analogon des Dirichletschen Integrals. 
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Gehen wir zum Intervall [y—r, xz4+r] über und substituieren u— x,9=t wie in 


Nr. 681, so finden wir 


Te 


1 1 
COS F T—-Ccos (n +) t 


E 1 2 
3ulo= 3 | MroHt) —— di 
sin $ i 
-7T 
j -t-cos(n+4) 1 
ee —COos gr 
1 2 
sın > 


mit 
Yen +Nd- Mrd. 


Setzen wir die (nicht notwendig absolute) Konvergenz des Integrals 


voraus, so können wir 


z 1 
. _ 1. COS (n +2) 17 a 
3u(%0)- 80 = vl) Be a i 
2 sın t 
2 
0 


(20) 


(21) 


(22) 


schreiben ; wir versuchen zu beweisen, daß dieses Integral für n — © gegen 0 strebt. 
Dann wäre S, genau die Summe der Reihe (19). Wir beschränken uns darauf, dafür 
eine hinreichende Bedingung vom Typ des Dinischen Kriteriums (Nr. 684) anzu- 


geben: 


Die zu der Fourierreihe einer Funktion f(x) konjugierte Reihe konvergiert im Punkt 


x. gegen So, wenn das Integral 


R 
f en de (k>0) 
0 


eristiert. 
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Wegen 


ve) _ YO), 2 


2t I, t 1, 
an 2 an > 
folgt aus unserer Annahme sogar die absolute Konvergenz des Integrals (22). 
Analog beweist man die absolute Konvergenz von 
T 
t 
vo L, 


0 zein Zt 


und daraus folgt nach dem Fundamentalhilfssatz aus Nr. 682 die Beziehung 
5.(20)—- 80-0, die zu beweisen war. 
Offenbar genügt es, die Existenz der Integrale 


h h 
0 0 


einzeln vorauszusetzen oder die speziellere Annahme zu machen, daß die Lipschitz- 
bedingung 

Kaotl)-ro)l=0t (0<a=l) 
erfüllt sei. 

Wir weisen darauf hin, daß alle diese Bedingungen die Stetigkeit von f(x) im 
Punkt x, voraussetzen oder wenigstens die Übereinstimmung der Grenzwerte 
f(xz9+0) und f(x,—0). Übrigens kann man auch im allgemeinen Fall beweisen, daß 
beim Vorliegen eines Sprunges von f(x) in x,, d.h. unter der Bedingung 


zo +09)-Mo-0)S0 


die konjugierte Reihe (19) und natürlich auch das Integral (22) in diesem Punkt 
sicher divergieren, so daß die Voraussetzung über die Stetigkeit von /(x) in x, 
notwendig ist. Dabei ergibt sich ein interessanter Sachverhalt in bezug auf die 
Reihen (17) und (19): Für die Fourierreihe (17) bedeutet das Vorliegen eines 
Sprunges an sich keine Beeinträchtigung der Konvergenz. 


Auf eine eingehendere Behandlung der zu Fourierreihen konjugierten Reihen 
müssen wir hier verzichten. 


697. Mehrfache Fourierreihen. Man kann auch Fourierreihen von Funktionen 
mehrerer Veränderlicher betrachten. Um einen Begriff davon zu vermitteln, 
wollen wir uns auf den Fall einer Funktion zweier Veränderlicher beschränken. 

Es sei für alle reellen x und y eine Funktion f(x, y) gegeben. Sie möge sowohl 
in x als auch in y die Periode 2r haben und im Quadrat (9) =[—r, n;—r, r] (eigent- 
lich oder uneigentlich) integrierbar sein. - 


Wir schreiben die der Entwicklung (10) entsprechende Entwicklung als Doppel- 
reihe 


lY)r Z Ymettmii, (23) 


Nn,m= — 
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wobei die Koeffizienten y, ‚nach den zu (13) analogen Formeln 


1 
vg) SIe y) e-brtmWidrdy (v, u=0, E22.) 
(9 
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zu bestimmen sind. (23) ist die Fourierreihe von f(x, y) in komplexer Form. Ihre 
Koeffizienten können in üblicher Weise berechnet werden, wenn man in den obigen 
Beziehungen - durch = ersetzt, beide Seiten der „Gleichung“ mit emr+tmi 
multipliziert und über das Quadrat (Q) integriert, und zwar die Reihe gliedweise. 

In reeller Form sieht die Fourierreihe hier recht kompliziert aus. Vereinigt 


man in der komplexen Reihe die konjugierten Glieder, so erhält man 


sy)» 2 [Qu,m 608 nx c08 my + by 608 nx sin my 
Nn,Mm=0 / 


+6, m Sin nz cos my+d,, .„, Sin nx sin my] 
mit 
1 
09,0 = [Ste Y) dıdy ’ 
(2) 
1 
Ano 55 | [te y) cos nz drdy (n=1,2,3, ..), 
()) 


1 
am | [fe y) cos my dxdy (m=1,2,3,..),, 
(9 


1 i 
br | Ste y) sin my d«dy (m=1,2,3, ..), 
(Q) 


1 j 
no 5 [fie y) sin nz dxdy (n=1, 2,3, ..) 
(@) 


und schließlich für m,n=1, 2,3, «. 


a um 1 J fix, y) cos nx cos my dıdy, 


(9 
m : f f(x, y) cos nz sin my dıdy, 
j (Q 
nm = f fi fix, y) sin nx cos my dıdy, 
(9° 


1 > : i 
dnm= [ J f(x, y) sin nx sin my dxdy. 
(9) 
Übrigens schreibt man die Reihe (24) gewöhnlich in der Gestalt 


sy) I Anm [En,m 608 RX C08 my + bn,m COS nz sin my 
n,m=0 
+ Cn,m Sin nz COS my +d,„, Sin nz sin my]; 


(24) 


(25) 


(24*) 
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dabei ist 
| r für n=m=0, 
I,m= n für n=0 oder m=0 (aber nicht n=m=0), 
1 für n-m>O. 


Dann kann man sämtliche Koeffizienten a, d,,m» Cn,m In,m nach den Formeln 
(25) berechnen. 

Das Problem der Konvergenz der Reihe (24) [oder (24*)] läßt sich durch Unter- 
suchung ihrer Partialsumme $,, „(Xo, 40) lösen, für die man einen Integralausdruck 
finden kann, der dem Dirichletschen Integral ähnelt: 

1 1 
1 sın ( +) usın (m +5) ® 
S,m(Xo> %0) = Ar? zo +%, Yo+®) a Vz As dudv. 
sın p3 usın 2 ® 
(Q) 

Wir gehen nicht weiter darauf ein, sondern bemerken nur, daß eine Funktion 
f{z, y) sicher im Punkt x,, %0 in eine Fourierreihe entwickelbar ist, wenn folgende 
Bedingungen erfüllt sind: 

1. Die partiellen Ableitungen /, und /, existieren überall und sind beschränkt; 

2. in der Umgebung des Punktes (x, 4.) existiert die zweite Ableitung /,, (oder 
fya), die überdies in diesem Punkt stetig ist. 


84. Der Konvergenzcharakter von Fourierreihen 


698. Einige Ergänzungen zu den Fundamentalhilissätzen. Wir wollen nun den 
Charakter der Konvergenz von Fourierreihen untersuchen und beginnen mit hin- 
reichenden Bedingungen für die gleichmäßige Konvergenz dieser Reihen. 

Zu diesem Zweck bringen wir zunächst eine Ergänzung zum ersten Fundamental- 
hilfssatz aus Nr. 682, und zwar wollen wir uns jetzt dafür interessieren, ob die 
Integrale in bezug auf die darin auftretenden Parameter gleichmäßig gegen 0 stre- 
ben. 


1°. Es sei g(t) im Intervall [A, B] definiert und absolut integrierbar; dann streben 
die beiden Integrale 


d 1) 
S gt) sin pldt, fglt) cos ptdt 
.G a 


für p> gleichmäßig in bezug auf a und b, die beliebige Werte im Intervall [A, B] 
annehmen, gegen 0. 


t 
Es genügt, das erste Integral zu untersuchen. Da f |g(s)| ds gleichmäßig stetig 
4A 
in [A, B]ist, kann man zu gegebenen e>0 durch Punkte 


A = Tg<Ty< .<—T,<T,,4< wer-B 
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das Intervall [A, B] in so kleine Teile teilen, daß 


"+1 
f Is!)j|di<e (=0,1,.,n-—1) 
?; 


gilt. Für die Integrale der Form 


%5 
f g(t) sin pt dt 19-0,1, 2,3850) (1) 
%; 
kann man, da es insgesamt nur endlich viele sind, ein gemeinsames A>0 finden 
derart, daß für p> 4 ihre absoluten Beträge sämtlich kleiner als e sind. Nun unter- 
scheidet sich aber, wie man leicht sieht, das Integral 


b 
f git) sin pt dt 
@ 


bei beliebigen a und 5 für jedes p von einem der Integrale (1) um weniger als 2e. 
Daher ist es für 9> 4, unabhängig von a und 5, dem absoluten Betrag nach kleiner 
als 3e, was zu beweisen war. 


2°. Man kann ferner behaupten, dab auch die Integrale 
d b 
Sg(c+t) sin pi dt, fg(<=+t) cos pt dt 
a @ 
für p>» in bezug auf a, b und alle x, für die 
A=srx+ta, x+b=zB 
ist, gleichmäßig gegen 0 streben. 
Das erste dieser Integrale läßt sich durch die Substitution w- uin 


ztb tb 
L g(u) sin p(u—x) du=cos px f g(u) sin pu du— sin pr f; ai cos pu du 
ara ra 


a, sodaß sich das Problem auf den schon betrachteten Fall 1° reduziert. 


3°. Führt man schließlich in den Integranden noch einen beliebigen Faktor y(t) 
ein, der in [A, B] von endlicher Schwankung ist, so streben auch die Integrale 


b b i 
SHeHt) yl)sinptdt,  Sglett) ylt) cos pt dt 
@ a 


für p> > gleichmäßig gegen O. 

Da y(t) als Differenz zweier monoton wachsender Funktionen darstellbar ist, 
genügt es, y(f) selbst als monoton wachsend vorauszusetzen. Dann ist nach dem 
zweiten Mittelwertsatz (Nr. 306) 


b T b 
Sg(z+t) ylt) sin pt di=y(a) [ g(x+t) sin pt di+y(b) [ g(x+t) sin pl dt 
& a T 


(a=zr=b). 


Da y(t) beschränkt ist, reduziert sich das Problem hier wieder auf den schon be- 
handelten Fall 2°. 
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Wir gehen nun zum zweiten Fundamentalhilfssatz (Nr. 685) über, den wir durch 
folgende Bemerkung ergänzen: 

4°. Die Funktion g(t) sei in [A, B] stetig und monoton wachsend; ferner sei A<a< 
<b<B. Dann strebt 


h 
[set 2 dt, 
0 


wobei OQO<hza— A und O<h= B-b ist, in [a, b] für p>» gegen den Limes — 5 92); 
und zwar gleichmäßig in x. 
Wir schneiden den Beweis von Nr. 685 unmittelbar auf unseren Fall zu. Das 
erste der a (13) aus Nr. 685, das wir jetzt in der Gestalt 
ph 


gl« IE sin pt di=gl« 5 sin 2 


schreiben, er Me der Beschränktheit von g(z) in [a, b] gleichmäßig in be- 


zug auf x gegen > g(z). Andererseits ermöglicht uns die gleichmäßige Stetigkeit 


von g(x) in [A, B], zu gegebenen e>0O (unabhängig von dem zwischen «a und b 
variierenden x) eine Zahl ö>0 derart zu wählen, daß 

gectt)—glie))<e für 0<i=ö 
ist. Wenn wir wie dort das zweite Integral (13) aus Nr. 685 in eine Summe /,-+J/; 
zerlegen, gilt die Abschätzung (14) nicht nur unabhängig von p, sondern auch un- 
abhängig von x. Schließlich strebt /, in bezug auf x gleichmäßig gegen 0 auf Grund 
von 3°, Insgesamt folgt daraus die zu beweisende Behauptung. 


699. Kriterien für die gleichmäßige Konvergenz von Fourierreihen. Jetzt ist es 
nicht mehr schwierig, bequeme Kriterien aufzustellen, nach denen man entschei- 
den kann, ob eine Fourierreihe in einem Intervall [a, 5] gegen die Funktion f(x) 
gleichmäßig konvergiert. Diese Funktion muß natürlich in dem betreffenden Inter- 
vall als stetig vorausgesetzt werden (vgl. Nr. 431). Wir formulieren zunächst das 
modifizierte 

Kriterium von Dint. Die Fourierreihe einer im Intervall [a, b] stetigen Funktion 
x) konvergiert in diesem Intervall gleichmäßig gegen diese Funktion, wenn für eın 
h>0 für . x aus.[a, b] das Integral 


f a di (2) 


0 
konvergiert, und zwar (für t=0) gleichmäßig in bezug auf x. 
In diesem Fall ist nämlich 


olt)=fr+t)+ fx -t)—-2f(x) 


: i sin (n +3) t 
sn(2)— fx) = it) ae a di. (3) 


2sinzt 


und 
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Zu beliebig vorgegebenen e>0 existiert auf Grund unserer Voraussetzung eine 
nicht von x abhängende positive Zahl ö derart, daß für alle x aus [«, b] 


ö 
f lau di=e 
0 


ö Te 
ist. Dann läßt sich das Integral (3) in der Form & f +2 f darstellen. Dabei ist 
offenbar für jedes n . 8 


4 1 : 1 
( sin (n +4) —t 
| 2 1 t 2 
(a fen s 
%sın —t “ sin —t- 
| r 2 2 


0 
1 el! 
ot € 
[Ma 
0 


2 
gleichzeitig für alle x aus [a, b] (das folgt aus sin 2>—2 für 0<2<?) ; 


Wenden wir uns dem Integral 


2 1 

sın (n+3) 1 
= Born 4 
= 1 PO or di (4) 
: sın 2 


jan 


zu, so sehen wir, daß 
2 i Lt) 1 —- sin (n >) dr 
z | fas0 i tzjt 


8° 2 sın -—t 
2 


für n> © gleichmäßig in bezug auf x aus [a, b] gegen 0 strebt (nach 3° aus Nr. 698). 
Das gilt auch für 


— j(@) f — . sin In+3) RT 
ö6 sın 3 v 

auf Grund der Beschränktheit von f(x) in [a, b]. Daher existiert eine von x unab- 
hängige Zahl N derart, daß für n>N auch das Integral (3) dem Betrag nach kleiner 
als e wird, und zwar für jedes x aus [a, b]. Damit ist alles bewiesen. 

Hieraus folgt insbesondere das 

Kriterium von Lirsctutz. Die Fourierreihe einer Funktion fix) konvergier 
im Intervall [a, b] gleichmäßig gegen f(x), wenn in einem umfassenderen Intervall 
[A, B](A=a=b<=DB) die Bedingung 


a’)— fa)lzC | — x“ 
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erfüllt ist, wobei x, x’ beliebige Punkte aus [A, B]-und C und a (a=1) positive Kon- 
sianten sind. 


Wählt man nämlich für h die kleinere der Zahlen B—b,a— A, so wird das 
Integral (2) für alle x aus [a,b] durch das Integral 


"20 
[4 


0 


majorisiert. 

Offenbar ist die Lipschitzbedingung für «=1 erfüllt; daher ist die Konvergenz 
gegen fix) in [a,b] gleichmäßig, wenn in dem größeren Intervall die Funktion f(x) 
eine beschränkte Ableitung f(x) hat. 

Übrigens ist diese Bedingung als Spezialfall im folgenden Kriterium enthalten: 

Kriterium von DIRICHLET-JORDAN. Die Fourierreihe einer Funktion f(x) kon- 
vergiert im Intervall [a, b] gleichmäßig gegen diese Funktion, wenn in einem umfas- 
senderen Intervall [A, B] die Funktion f(x) sietig und von endlicher Schwankung ist.. 

Im Anschluß an die Überlegungen von Nr. 686 stellen wir 


1 
sin In +-—1}t 
== | Ie+d+/e@-N] ee, 
> sin 2 i 


Te 


in der Form — u ee | dar, wobei wir O<kh=min [@a— A, B-b] wählen, also un- 


abhängig von x in [e, B]. Für den zweiten Summanden ist klar, daß er für n— 
nach 3° gleichmäßig in bezug auf x gegen O strebt. Aus dem ersten Summanden 
sondern wir, nachdem wir 


a 17 1 
w |; 1, |: 
ee) Kr 


gesetzt On zunächst den Teil 


- f Me+ + 1e-0) - 5] sin (n +5) ei 


I sin —t 


ab, der, ebenfalls nach 3°, gleichmäßig gegen 0 strebt (vgl. die Fußnote auf S. 393). 
Schließlich untersuchen wir das Integral’ 


sin 6) 
= f Ke+t)+fa@-)) —— di. 


Da f(x) in [A, B] als Differenz zweier stetiger monoton wachsender Funktionen 
darstellbar ist, 


K2)= ha) Fa) , 
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überzeugt man sich durch Anwendung von 4° auf fi und f, davon, daß das Integral 


ebenfalls gleichmäßig gegen den Grenzwert u 2f(x)=f(x) strebt. Damit ist 
unser Beweis beendet. mn 

Insbesondere gilt also: Ist eine in [-x,r] definierte Funktion f(x) dort stetig 
und von endlicher Schwankung und gilt überdies —-r)=f(r), so konvergiert ihre 
Fourierreihe dort gleichmäßig gegen f(x). 

Zum Beweis braucht man nur f(x) mit der Periode 2r auf die ganze reelle Achse 
fortzusetzen und für [A, B] ein beliebiges Intervall zu nehmen, das [—-r, r] im 
Innern enthält. 


700. Das Verhalten einer Fourierreihe in der Nähe eines Unstetigkeitspunktes. Ein Spezial- 
fall. Wir wollen nun das Verhalten der Fourierreihe einer Funktion f(x) in der Nähe 
eines Unstetigkeitspunktes dieser Funktion betrachten und beginnen mit der Unter- 
suchung einer speziellen Reihe, die das uns interessierende Phänomen in größter Ein- 
fachheit und Deutlichkeit zeigt. 

Bekanntlich strebt die Reihe 


- sin (2k—-1)x 


gegen die Summe 


sin 32 sin 5x } 


— . X 
-2 sin + = + 5 (5) 


5 für 0<r<r, 
o(z) =\ 0 für z=0, Er, 
-7 für —r<rc<D. 


(vgl. Nr. 690, Beispiel 4); im Punkt x=0 hat die Funktion einen Sprung, und zwar 
von links und von rechts, und es ist 


Te Te 
o( +0) - o(0) =. o(0) —co{ —0) =>. 


Wir wollen das Verhalten der Partialsumme 


0 n sin (2k —1)x 
Oam-ı(X) = ‚2 IE —1 


untersuchen (offenbar ist 02n(®) =09n-ı(2)). Da diese Funktion ungerade ist, genügt es, 
sie in [0, rn] zu betrachten. Überdies zeigt die triviale Identität 


Tr nm, 
sin (2 —1) (= te) =sin (2k —1) (#-: ; 
Te o ® 
daß 03,_ı(z) in bezug auf den Punkt x => symmetrisch ist: 
TE... m. .; 
m-ı\5 tr?) =0m-ı\g 7]: 


daher kann man sich auf lo. = beschränken. Für o3,_-ı(z) erhält man leicht 


I ® 
sin nu 


0n-ı(x) =2 [teosu +00s 3u +" +oos (n-1) uldu= | iny du (6) 
v 0 


E77 
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oder, wenn man 2nu =t setzt, 
zn 


1 sin t 
on) f iu. (7) 


0 sın —— 


Diesen Ausdruck kann man in der Gestalt 
kr nz 


2% 
1 r x sin & 
On-ıl2) =5, [+ | ++ J + [ an (8) 
0 T (k-1)n kr re 


2 
schreiben; dabei ist k [=] . Setzt man allgemein für ?=0,1,..,n—1 


(G+1)r T 
F sin Lt PR Vf einz (1) 
?n , en In z-+ir iz er 
in sın 5 0 In 
so folgt offenbar 
%4>0 und v,ı<v;. (9) 
Daher ergibt sich schließlich 
Om) eu -utr + NET -ı rl DE, (8*) 


wobei mit (—1)*ö, der letzte („unregelmäßige“) Summand in (8) bezeichnet ist; er hat 
das Vorzeichen ( —1)* und ist dem absoluten Betrag nach kleiner als v;. 
Hieraus lassen sich leicht einige Schlußfolgerungen über das Verhalten von 0o2,-1(X) 


“ . 17 .. 
ziehen, wenn n fest ist und x von O0 bis 63 variiert: 


1. Die Summe 09,_-ı(2) ist positiv und verschwindet nur für z=0. 
; £ MT . .. 
2. Sie hat Extrema in den Punkten mn ==- (m=1,2,..,n), und zwar Maxima für 
2n 


T Tr 
ungerade m, Minima für gerade m. Im Intervall |m In’ (m +1) an wächst nämlich 


O9n-1(&) für gerades m und fällt o2,_.ı(x) für ungerades m, wie aus (8*) folgt.!) 
Schließlich erhält man aus der Darstellung 


In-1m) FU -vı + + 1)" Um 
des Extremalwertes mit Rücksicht auf Ungleichung (9): 


T 
3. Variiert x innerhalb des Intervalls [0.5] ‚so nehmen die Maximalwerte von 0n-1(X) 


von links nach rechts ab, die Minima zu. 
Abb. 133 illustriert am Beispiel o,,(x) diese Aussagen. Wir untersuchen nun das größte 


; T 
Maximum von 0,_1(2), d. h.das auf x =0 folgende erste Maximum. Es wird für 2%) = 5, 


1) Die Behauptung 2 über die Extrema von o,_1(2) ergibt sich auch leicht, wenn man 
die Ableitung 


sin 2nz 


d 
Be Om-1(X) = wege 


(vgl. (6)) untersucht. 
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za e u 
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15 HL ZI ERBE AREEAERE Sy. 
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a HEHE HEN EHE BEE EEE EEE RI ERLERNEN 


Abb. 133 


05 1,0 1,5 20 2,9 30 II X 


angenommen und hat den Wert (vgl. (7)) 


T 
1 sin b 
MN == | 


0 sın-- 
2n 


Hier haben wir den Index n eingeführt, weil wir diesmal auch die Absicht haben, das 
Verhalten der Funktion für variables » zu untersuchen. Offenbar nimmt „" ) mit BE 


sendem n monoton ab und strebt für n +» gegen 0. Um die Untersuchung von MY 1 zu 
erleichtern, formen wir den Ausdruck etwas um: 


: t 
sint In 
reg, dt o 
v 
2n 


M” = 
sin 
0 
Da der zweite Faktor im Integranden mit wachsendem gleichmäßig (in bezug auf t), 
und zwar abnehmend,!) gegen 1 strebt, strebt offenbar auch Mf” abnehmend gegen 


einen Grenzwert: 
TT 


lim (9 — [ am. 19) 
0 


NN. 


Also können wir sagen: (n) 


4. Das erste (größte) Maximum von 0-1 (%) wird für einen Wert <= =x1 ’ angenommen, 
der für unbegrenzt wachsendes n monoton abnehmend gegen V strebt; der Maximalwert 


MW strebt dabei monoton abnehmend gegen einen Grenzwert ui, der durch (10) gegeben 


ie: 
Eine analoge . gilt für das k-te Extremum der Funktion (bei festem k): Es 


wird für den Wert a No — — (rn >k) angenommen, der für n—> gegen 0 strebt, und der 


Wert M; (N) des k-ten a strebt dabei monoton gegen den Grenzwert 


sind. 
U = je 


u 
1) Dabei benötigen wir die Tatsache, daß —— 


\ 


“ T .. 
wächst, wenn z von 0 bis 5 wächst. 
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und zwar abnehmend, wenn es sich (für ungerades k) um ein Maximum, wachsend, wenn es 
sich (für gerades k) um ein Minimum handelt. 

Zur Illustration dieses Sachverhaltes vergleiche man Abb. 134, wo die Kurven der 
ersten sechs Summen o9,_ı(z) für n=1, 2, ..., 6 gezeichnet sind. 

Die Zahlen u; sind, wie aus den Überlegungen von Nr. 502, 2°, hervorgeht, ab-: 
wechselnd größer bzw. kleiner als 


[Fa Te 
t 8°" 


0 


pe 
Für die Differenzen 0; =wr 75 ergeben sich die Werte!) 
01% 0,281, 095% — 0,153, 030,104, 04% — 0,078, 0; 0,063, . (11) 


Jetzt sind wir schon imstande, die Konvergenz der Partialsumme a der Reihe 
(5) gegen die Summe o(x) hinreichend vollständig zu charakterisieren; wir wollen uns 
dler Einfachheit halber auf das Intervall [0, r] beschränken. 


4 


RN ME 


BIN MER Kun = 
ml, Fra re 
LIT ER AIR ES A ER DR BR EU EU EU BE BEN 


0 FE 
0,9 70 43 30 25930 35 x 


Trennt man die Unstetigkeitspunkte 2=0 und z=r durch beliebig kleine Umge- 
bungen [0, ö) und (nr -ö, x] ab, so konvergiert die Reihe nach dem in Nr. 699 Bewiesenen 
im übrigbleibenden Intervall [ö, m —ö] gleichmäßig. Mit anderen Worten, die Kurven 
der Partialsummen O9n- 1) schmiegen sich bei hinreichend großen n in diesem ganzen 


Intervall der Geraden y = beliebig dicht an. In der Nähe der Punkte z=0 und =r 


Te 

aber, wo die Funktion o(x) von 3 nach 0 springt, ist die gleichmäßige Approximation 
en T | 

natürlich gestört, denn o,_ı(©) geht von nahe bei 5 liegenden Werten für =ö (bzw. 


.2=nr-ö) stetigin den Wert 0 für z=0 (bzw. x=r) über. 

Es ist jedoch sehr bemerkenswert, daß sich die Störung der gleichmäßigen Konver- 
genz hierin nicht erschöpft, und hierauf möchten wir den Leser besonders hinweisen. 
In unmittelbarer Nähe der y-Achse ren die Kurve von 0o%,_ı(x), ehe sie schnell 


gegen (0, 0) strebt, um die Gerade y= n ‚ wobei die Amplituden dieser DE WANEDDEEN 
für n > © keineswegs beliebig klein werden. Im Gegenteil, wie wir tig haben, strebt 
die Höhe der ersten und größten Erhebung oberhalb der Geraden y = dabei gegen 
den Wert 0, 0,281; auf diese erste Erhebung folgen, sich mit wachsendem n von rechts 


1) Vgl. Nr. 502, 2°, 
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nach links verschiebend und an die y-Achse anschmiegend, weitere „Berge“ und ‚„Tä- 
ler“, deren Höhen bzw. Tiefen im Vergleich zu der Geraden %y = für n>o gegen die 


Werte os, 03, ... der Folge (11) streben. Ein analoges Bild zeigt sich links in der Nähe 
der Geraden x =r; genau wie bei der Annäherung an die y-Achse von links wiederholt 
sich das Bild, allerdings haben alle betrachteten Abweichungen jetzt entgegengesetztes 
Vorzeichen. 

Man kann sagen, daß fürn» die Grenzkurve der Kurven y =0o9,_-ı(2) nicht der in 
Abb. 135a abgebildete Streckenzug (wie man erwarten sollte) ist, sondern der vertikal 
entsprechend „verlängerte“ Streckenzug der Abb. 135b. Die Verlängerung beträgt 


Lo 
u 


übrigens 0,281: 3° 18%). 


Abb. 135 


Dieses eigenartige Konvergenzverhalten wurde zuerst von J. W. GIBBs!), ebenfalls 
an einem speziellen Beispiel einer trigonometrischen Reihenentwicklung, bemerkt 
(Ende des vorigen Jahrhunderts) und ist unter der Bezeichnung @ibbssches Phänomen 
bekannt. Wir werden sehen, daß dieses Phänomen in gewisser Weise auch im allge- 
meinen Fall auftritt. 


701. Der Fall einer beliebigen Funktion. Wir betrachten eine absolut integrierbare 
Funktion f(x) der Periode 2r mit einem isolierten Unstetigkeitspunkt erster Art z=xy. 
Dann gibt es in einem Intervall [x9 -4, 29 +4] (4 >0): keine weiteren Unstetigkeits- 
punkte. Der Einfachheit halber nehmen wir noch an, in diesem Intervall sei /{z) von 
endlicher Schwankung. 

Wir führen die Funktion o(x—x,) ein, die sich von der in Nr. 700 untersuchten 
Funktion durch eine Rechtsverschiebung um x; unterscheidet, und bilden 'mit ihrer 
Hilfe die Funktion 


zo +0)+fx,o-0) 1 
He) =) HN +0) Han 0] 02-20) 
| 0) +, —O 
Nimmt man für f(z,) den Wert ua) A u Bee ‚ so ist, wie man leicht nach- 
rechnet, 


plz, +0) =plz, -0) =plxo) =U. 
Die Funktion (x) ist in xy stetig. Mit Hilfe der Funktion o konnte man also die Un- 
stetigkeit von f beheben; p ist auch in den übrigen Punkten des Intervalls [x, —4, 
&u +4] stetig, solange A=r ist. Außerdem ist mit f und o auch 9 in diesem Intervall 


von endlicher Schwankung. 
Jetzt können wir 


fa) =I&0) +2 Ulm +0) Nas -0)] olz -20) + Pl) 


1) Josıam WıLLarD Gızes, 1839-1903, amerikanischer Physiker. 
28 Fichtenholz III 
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schreiben. Hierin ersetzen wir nun o(&—x,) und (x) durch ihre Fourierreihenent- 
wicklungen und erhalten so die Fourierreihenentwicklung der gegebenen Funktion. 
Die Partialsumme s„(x) dieser Reihe hat die Gestalt 


Sm(x) =xo) + na Beiden Om(% —xo) + Ym(X) - 


Hierin ist für m =2n —1 oder m =2n 


r sin (2-1) (2 —-%0). 
me 


N 
= u [cos (2k — 1) z,sin (2k —1) x -sin (2k —-1) x, cos(2k —1)x], 
und 9„(x) bezeichnet die entsprechende Partialsumme der Reihe für y(z). 

Da y(x,) =0 und y(x) in x, stetig ist, sind für hinreichend kleine A alle Werte von 
im Intervall [x —-4A, 29 +4] beliebig klein. Gleichzeitig strebt in diesem Intervall 
Pm(x) gleichmäßig gegen (x), so daß für hinreichend große m auch die Werte von 
YPm(x) beliebig klein sind. Somit wird das Verhalten von s„(z) im Grunde durch das 
Verhalten von o„ (®—x,) bestimmt. Das Vorhandensein des Zusatzgliedes 9„(x) führt, 
nur zu einer unbedeutenden Verzerrung, die um so kleiner ist, je näher x bei x, liegt 
und je größer m ist. 

Setzen wir für ungerades m =2n —1 


% — 
In: 


und für gerades m =2n 


Te 
Em=x+ x ee 


Ti 


T 
Im=it+ 7, tn 


so ıst 


lım Em =%I» 
m>o 
Außerdem ist, wenn man (10) berücksichtigt, 
1 
lim Sm(Em) =/0) + zo +0) - wo 0)] mr; 
da offenbar 


Om(Em) =[IYm(Em) - PlEm)] + PlEm) >0 


Te 
für m >» gilt. Ersetzt man u, durch ara und führt D=f(xz,+0) - x, —0), die Größe 
des Sprunges, ein, so kann man 


D 
lim sn(&m) Ho +0) +01 (12) 
mMm>o T 


schreiben. Analog erhält man mit 


Tı 
bzw. 29 er 


; Te 
im=g— m+1 
je nachdem, ob m ungerade oder gerade ist, 
lim om) =Ha0-0)-— a1. (13) 
m Te 


Somit erweist sich auch im soeben betrachteten allgemeinen Fall der Grenzwert der 
Abweichung der Summe s„(x) in der Umgebung des Unstetigkeitspunktes x, vom 
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D 
= | 04, d.h. um dieselben 18%, größer als die 


Größe |D| des Sprunges von f(x). Und auch hier genügt es nicht, zur Kurve y=ffx) 
die geradlinige Verbindungsstrecke der Punkte (x f{&ou-0)) und (2 zo +0)) zur 
graphischen Darstellung von s„(x) hinzuzunehmen, wenn man das geometrische Bild 
im Grenzfall erhalten will, sondern diese Verbindungsstrecke muß nach oben und nach 
unten verlängert werden. Auch bei beliebigen Funktionen tritt also das Gibbssche Phäno- 
men auf. 


Funktionswert in diesem Punkt x, um 


Bemerkung. Die mit dem Gibbsschen Phänomen zusammenhängenden Unter- 
suchungen führen noch zu anderen interessanten Resultaten. So können mit ihrer Hilfe 
Formeln aufgestellt werden, die für eine Funktion f(x) endlicher Schwankung ihre links- 
und rechtsseitigen Grenzwerte /(&,+0) und die Größe des Sprunges in einem beliebigen 
Punkt x, bestimmen, und zwar unmittelbar aus der Fourierreihe von f(x). Zu diesem 
Zweck können z. B. die Formeln (12) und (13) benutzt werden. Durch Subtraktion 
erhält man nämlich 


=5, Jim [en(Em) -Sm{Em)] 

und hieraus läßt sich f{xz,+0) leicht bestimmen. Verschiedene Formeln dieses Typs 
wurden von L. FEJER!) angegeben. 
‘02. Singularitäten von Fourierreihen. Vorbereitende Bemerkungen. In allen Kri- 
terien für die Konvergenz von Fourierreihen, die sich auf stetige Funktionen bei- 
ziehen, wird von der Funktion mehr gefordert als die Stetigkeit: sei es die Existenz 
eines Integrals, das Bestehen einer Ungleichung, die Existenz einer endlichen Ab- 
leitung, endliche Schwankung oder stückweise Monotonie. Natürlich entsteht die 
Frage, ob nicht für die Konvergenz einer Fourierreihe schon die Stetigkeit der 
erzeugenden Funktion hinreichend ist. Jedoch konnte bereits im Jahre 1876 
P. pu Bois-ReymonD?) ein Beispiel einer stetigen Funktion konstruieren, deren 
Fourierreihe in einzelnen Punkten divergiert, und damit war die Frage entschieden. 

Im Jahre 1906 gab H. LEBESGUE ein Beispiel einer stetigen Funktion an, deren 
Fourierreihe zwar überall gegen die Funktion konvergiert, aber nicht gleichmäßig. 

Wir bringen hier Beispiele sowohl für die du-Bois-Reymondsche als auch für die 
Lebesguesche Singularität, und zwar im Anschluß an Methoden von FEJ£R. 

Wir gehen in beiden Fällen von endlichen trigonometrischen Polynomen aus 
(m, n bedeuten natürliche Zahlen): 


cosmx cos(m-+1)x cos (m+r—1)x 
Pynla)=| n + n—1 Br 1 
E (m+n +1) cos(m+2n-1)x cos hd 
u 1 a n—1 N * 
sinmz sin{(m+1l)x sin (m+n-1)x 
Amm(2) = = re in, I 
sin(m+nr+1)x sin(m+2n-1)xz sin(m-+2n)x 
u 1 as n—1 n i 


Zunächst beweisen wir einige für das Folgende wichtige Eigenschaften dieser Poly- 
nome. 


1) LEOPOLD FEssrR, 1880-1959, ungarischer Mathematiker. 
2) PauL pu Boıs-REexyMmonD, 1831—1889, deutscher Mathematiker. 
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1°. Es existiert eine Konstante M derart, daß für jeden Wert der Veränderlichen 
x und für alle m, n 


[Pun@)l=M und |Q,n@)lsM (14) 


gilt. 
‚Zum Beweis formen wir P und Q um, indem wir jeweils die Glieder mit gleichen 
Koeffizienten zusammenfassen. Setzen wir (für v=1, 2, ..., 7) 


co (m+n—v)xz cos(m+n+r)x sin vx 
——  ———————-=2sin (m+n) x 


— 


v v 
ein, so erhalten wir 
2 sin »x 


Pan)=2 sin (m+n)x 2 


v1 


Analog ergibt sich 


sin vxX 


nn) = —2 cos (m+n) x 5 


„=i 
Da die Faktoren der Summe beschränkt sind, bleibt die Beschränktheit dieser 
Summe zu zeigen. Schon in Nr. 690, Beispiel 3, hatten wir die Darstellung 


(n+5) 


> RI - men lets 5)tde+ J rau 


vi 
0 2 ee 
2 


gefunden. Der zweite Summand auf der rechten Seite ist beschränkt, da er für 
Nn— gleichmäßig gegen O0 strebt (vgl. Nr. 698, 1°), der dritte Summand ist be- 


schränkt, da bekanntlich das Integral J“ — du konvergiert. Damit ist aber die Be- 
hauptung bewiesen. 


2°, Anders verhält es sich mit den Teilsummen von P und Q, d.h. mit den Sum- 
men beliebig vieler aufeinanderfolgender Glieder (vom ersten an). Nimmt man für 
P an(z) die Summe der ersten n Glieder, so erhält man für x=0 den Wert 


1 1 
a u 
der mit wachsendem » unendlich wird (Nr. 365, Beispiel 1). Da offenbar 
„+1 
1 " de 
Fi f ——ın (+1)—-In» 
ist, erhält man für 7, die bekannte Abschätzung Z7,„>In n. Die Teilsummen von 


Q,n,n(%) verschwinden sämtlich für x=0. Berechnen wir jedoch die Summe der ersten 


n Glieder für den (für große m und n) beliebig nahe bei 0 gelegenen Punkt z= 
so erhalten wir 


1. (= vr ) 
2, — sin 2 2 (m+n) . 


v1 


T 
2(m+n) 
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R 7 ge Din de u Be r 
Da aber für 0O<z<, bekanntlich sin 2>— 2 ist, ist diese Summe größer als 


Le | 1 ' 
> Ee )=H,-_"—>In n—1, 


und dieser Ausdruck wächst ebenfalls unbegrenzt mit n. Darin strecken sozusagen 
im Keim schon die Singularitäten' von Du Bo1s-REyMOND und LEBESGUE. 

3°. Wenn wir aber für beliebig vorgegebenes e>0 die Variable nur im Intervall 
[e, 2— e] (oder, was auf dasselbe hinausläuft, für ganzes k im Intervall [2kr-+e, 
2(k-++1) n—e)] variieren lassen, so sind alle Teilsummen der beiden Polynome dem 
absoluten Betrag nach durch ein und dieselbe Konstante L(e) beschränkt, die von 
m und n nicht abhängt. Es genügt, dies für Ausdrücke der Form 

5 cos .. , > sin ns (15) 

A=1 1=1 
zu beweisen, da, wie man leicht sieht, die betreffenden Teilsummen sich als Dif- 
ferenzen zweier solcher Ausdrücke darstellen lassen. Wir untersuchen beispiels- 


weise den Ausdruck 
zent 


und schätzen ihn mit Hilfe des Abelschen Hilfssatzes ab (Nr. 383). Der Faktor : 


nimmt mit wachsendem 4 ab, bleibt aber positiv. Die Summe beliebig vieler Fak- 
toren cos (p+/) x, 


cos u Be +4) x 


1 1 
io sin (r +49 +5) x —sin ( +2) x 
2,00 (I 


x 
1=1 I sin — 
3 


übertrifft dem absoluten Betrag nach die Konstante nicht. Daher folgt 


sın P3 
cos (p+A)x|_ 
rg 


1 


av 


.„.? 
sın — 
2 


Das gilt auch für die anderen Ausdrücke (15). Daher kann man für L(e) die Kon- 


A 


stante - - z nehmen. 
sin 3 
Alle diese Eigenschaften werden in Nr. 703 benutzt. 
703. Die Konstruktion von Singularitäten. Wir wählen jetzt eine Folge positiver 


Zahlen a,, für welche Sa, konvergiert, und zwei unbegrenzt wachsende Folgen 
natürlicher Zahlen m,, n, und bilden die beiden Reihen 


D IP o=9e, MM) Inn) = Pl). 
k=1 k=1 
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"Beide Reihen konvergieren absolut und gleichmäßig, denn nach (14) werden sie 
beide durch die konvergente Reihe M Sa, majorisiert. Nach Nr. 431 sind daher die 
Funktionen (x) und Y(x) stetig. 

Nun wählen wir die Zahlen a,, m,, rn, so, daB folgende Bedingungen erfüllt 
sind: 
a) m. 1 >Mm,+2n, (fürk=1,2,3, ...), b) a,Inn,>» für k>o, 


TR 1 5 
Beispielsweise kann man a,= ;, m =n,= 2% wählen. 


Auf Grund von a) enthalten zwei verschiedene trigonometrische Polynome 
ayPnyn,(%) oder a,Qm,,n,(%), die in den Reihen (I) bzw. (II) vorkommen, keine Glie- 
der mit denselben Vielfachen von x. Wenn man jetzt alle Glieder der aufeinander- 
folgenden Polynome in (I) bzw. (II) einfach hintereinander aufschreibt, d.h. alle 
Klammern auflöst, so erhält man zwei trigonometrische Reihen (eine Kosinus- 
reihe und eine Sinusreihe), welche genau die Fourierreihe von P(x) und Y(r) sind. 
Multipliziert man nämlich (I) mit cos px und integriert von 0 bis 2r, so darf man 
wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe gliedweise integrieren. Dann 
läßt sich jedes Integral 


my,n,(%) 608 px dx 


Ir 

SP 

0 
durch eine endliche Summe von Integralen ersetzen, die alle verschwinden, mit 
Ausnahme des Falles, daß cos pr in a,P,„,.n,(2) vorkommt. Auf diese Weise über- 
zeugen wir uns davon, daß der Koeffizient von cos px der Fourierkoeffizient ist. 

Jetzt untersuchen wir die Konvergenz dieser Fourierreihen. Beschränkt man x 

auf das Intervall [e, 2r— e], so konvergieren beide Reihen, und zwar sogar gleich- 
mäßig, ähnlich wie die Reihen (I) und (II). Das geht daraus hervor, daß jede 
Partialsumme, etwa der Fourierreihe von ®(r), sich von einer gewissen Partial- 
summe 


s—i1 
2 a, nn, \%) 
k=1 
der Reihe (I) um eine Partialsumme des trigonometrischen Polynoms 


a,P mgms (X ) 


unterscheidet, deren absoluter Betrag nach Nr. 702, 3°, die Größe a,L(e) nicht 
übertrifft und bei unbegrenzt wachsendem s gleichmäßig gegen 0 strebt. 

Da e beliebig war, ist die Konvergenz der Fourierreihen von (x) und Y(x) 
‚für alle x in (0, 2r) gesichert. Für 2=0 (oder £=2r) divergiert aber die erste Reihe. 
Hier haben wir also die Singularität von DU Boıs-REYMonD. Bezeichnen wir näm- 
lich ihre m-te Partialsumme mit s ‚(z), so folgt 


COS MgX cos (m; +rr —1) x 
Dr IE = | ’ 


Smy +. 1%) — Sm, 1%) —=d; | n% 1 


also (vgl. Nr. 702, 2°) 


Smy tn.) 3,1) = 4,4, ,>a; In nz, 
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was, zusammen mit der Bedingung b), zeigt, daß die Grundvoraussetzung für 
die Konvergenz einer Reihe (Nr. 376) verletzt ist. 

Die Fourierreihe von Y(x), die eine Sinusreihe ist, konvergiert zwar für x=0 
(oder =2r), aber diese Konvergenz ist in der Umgebung von x=0 nicht gleich- 
mäßig, und wir haben hier ein Beispiel für die Lebesguesche Singularität. Um uns 
davon zu überzeugen, bezeichnen wir ihre m-te Partialsumme mit 3,,(x) und be- 
rechnen die Differenz 


z 2 sin mxX sin (m; +n, —-1) x 
my tn; 1) — Im, -ı(R) = 9% | N tm De] 
k 
Te 
. = R 909 o « .. ns .. 
im Punkt x ne nach Nr. 702, 2°, ist sie größer als a, (In n,— 1) und wächst 


mit k unbegrenzt. 

Durch eine etwas komplizierte Konstruktion gelingt es, eine stetige Funktion 
®(x) der Periode 2x zu definieren, deren Fourierreihe in jedem Teilintervall des 
Intervalls [0, 2x7] Divergenzpunkte hat. 

Bisher ist jedoch das Problem, ob die Fourierreihe einer stetigen Funktion über- 
all divergieren kann, noch nicht gelöst. Zwar ist von A. N. KoLMoGoROFF!) mit 
Hilfe einer verfeinerten Konstruktion ein Beispiel einer überall divergierenden 
Fourierreihe angegeben worden, doch gehört die Funktion einer komplizierteren 
Funktionenklasse an, und überdies wird dabei ein allgemeinerer Integralbegriff 
(das Lebesguesche Integral) benutzt. 


85. Restabschätzungen in Abhängigkeit von Differenzierbarkeits- 
eigenschaften der Funktion 


704. Der Zusammenhang zwischen den Fourierkoeflizienten einer Funktion und 
ihren Ableitungen. Wir betrachten eine Funktion f(x) der Periode 2x, die Ablei- 
tungen bis zur &-ten Ordnung einschließlich (£=1) besitzt. Die ersten k—1 Ab- 
leitungen sind naturgemäß stetige Funktionen; von der k-ten setzen wir einst- 
weilen absolute Integrierbarkeit voraus. Wie bisher sollen «a,b, die Fourier- 
koeffizienten von f(x) bezeichnen, a®, 5% seien die Fourierkoeffizienten der i-ten 
Ableitung f(x) @=1, 2, ...., k). 
Durch partielle Integration ergibt sich (für m=1, 2, 3, ...) 


1 Te 
sin mx |" 1 : 
N = _— ; d 
TO f f{x) cos me d«= fix) — u: [ (x) sin mxdxr, 
—-r =-T 
also 

[4 a’. 

An=-— .n und analog b„= Fr 


Wendet man diese Formeln auf a,,, b,, an und setzt in die sich für a, , b,, ergebenden 
Ausdrücke die für a, db, ein, so folgt 


’ 
Am bi 
a.n=— — = —., 


1) ANDREJ NIKOLAJEWITSCH KOLMOGOROFF, geb. 1903, sowjetischer Mathematiker. 
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Durch Induktion ergibt sich, wobei die Fallunterscheidung für gerades und unge- 
rades k zu beachten ist, 


a®) u%) 
für k=2h:  , b,=(-1)° ne (la) 
2%) ak) 
für k=2h+1: a,=(-1)**! > bun=(-N I - (1b) 


Wir stellen uns nun die Aufgabe, unter Benutzung dieser Formeln eine Ab- 
schätzung für den Rest der Fourierreihe einer k-mal differenzierbaren Funktion 
herzuleiten, wenn die k-te Ableitung bestimmte Bedingungen erfüllt. Zu Anfang des 
vorigen Paragraphen untersuchten wir das Problem der gleichmäßigen Konver- 
genz einer Fourierreihe, d.h. das Problem, wann der Rest gleichmäßig gegen 0 
strebt. 

Jetzt sind wir, wenn auch unter schärferen Voraussetzungen, in der Lage, die 
Geschwindigkeit dieser Konvergenz abzuschätzen, nachdem wir eine Ordnung 
für die Größe des Restes in Abhängigkeit von den Differenzierbarkeitseigenschaf- 
ten der Funktion eingeführt haben. 


705. Eine Abschätzung für die Partialsumme im Fall einer beschränkten Funktion. 
Zur Vorbereitung geben wir zunächst eine Abschätzung für die Partialsumme s,(x) 
einer Fourierreihe, die auch für die Partialsumme 3,(x) der konjugierten Reihe gilt, 
wobei wir nur voraussetzen, daß f(x) beschränkt ist: 


a)l=4; 
unter M kann man dabei etwa die obere Grenze von |f(z)| verstehen. Nach Nr. 681, 
Formel (4), ist 
T 1 
1 ‚sın (m +5) t 
ul=z | Mrrd+e-) ——— dt. 
2sin —t 


0 
Hieraus ergibt sich!) 


ERO)E vn 


. 1 
sin (n +5) 17 | 
— di<M 
2 sin 2 t 
s 2 
9) +) 


—- M N; au <a [dura ie du 


a (n+3 3 ne 


2 
1) Wegen sin z >—2 für O<z <> . 
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Versteht man unter A eine hinreichend große Konstante, so wird für n=2 der 
Ausdruck in der Klammer kleiner als A In r, so daß man schließlich 


Is.()| AM In.n (n=2) (2) 


1+Inr 


In? nehmen. Das ist natürlich nicht 


erhält. Beispielsweise kann man A=2.. 
die bestmögliche Konstante A. 
Für die konjugierte Reihe war nach Nr. 696, Formel (20), 


Te 


COS 5 1-cos (n +5) t 
s.(n)=—- a a) en 


2sin —t 
2 


Daher ist 


Te 


1 | :) 
3M c08 ZEC08 Ben | 


RE — : di 
2sinzt 
0 
1 = ] De, Eu 
4M a „iM 2 | 
rn nn a ui © | I Anne — ; 
= 1 Te 1 
sin —t 2 sin —1t 
2 2 
0 N 


Wie oben gelangt man zu 
3,@)l=eAMInn (nz2), (3) 
wobei A eine neue Konstante ist, die im allgemeinen von der obigen verschieden 
ist, aber ähnlich wie diese nicht von der Wahl von f(x) abhängt. Übrigens kann man 
in beiden Fällen dieselbe, nämlich die größere, Konstante nehmen. 
Die Differenz R,(x)=/(x)—s„(x) (das ist der Rest der Fourierreihe, wenn sie 
gegen (x) konvergiert) läßt sich analog (2) abschätzen: 


\2,@)]eAM Inn (n=2). 
Es ist nämlich 
2,@)el fa) +. le M+AMInn, 


so daß man nur die Konstante A entsprechend groß zu wählen braucht, um zu der 
gewünschten Ungleichung zu gelangen. 

Wir dürfen uns nicht darüber wundern, daß in dieser Ungleichung rechts eine 
Größe steht, die mit n gleich wird. Wir wissen ja, daß für einige beschränkte (so- 
gar stetige; vgl. Nr. 703) Funktionen f(x) die Größe R,(x) tatsächlich unendlich 
werden kann, und unsere Ungleichung soll ja für alle beschränkten integrierbaren 
Funktionen gelten. 


706. Eine Abschätzung des Restes für eine Funktion mit beschränkter k-ter Ab- 
leitung. Wir wollen nun wieder eine Funktion f(x) der Periode 2x betrachten, die 
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Ableitungen bis zur Ordnung %& einschließlich (k=1) besitzt, jetzt aber die k-te 
Ableitung als beschränkt und eigentlich integrierbar voraussetzen; insbesondere ist 
also 

P@)l=M;,- 


Zunächst wollen wir folgenden wichtigen Satz, der von 8. N. BERNSTEIN!) 
stammt, herleiten: Unter unseren Annahmen existiert eine absolute Konstante 4 
derart, daß (für n= 2) 


In n 
I,(@)| = AM, —- (4) 


gilt. 
Beim Beweis unterscheiden wir die Fälle eines geraden und eines ungeraden X. 
1°. Es sei k=2h. Der Rest der Fourierreihe von /(x),2) 


Rn=R,&)= 2 (0m 608 mx +b, sin mz), 
m=n+i 


kann unter Benutzung der Formeln (1a) in der Form 


& 1 
R„=(-1%” 3 — (a cos mx +b%) sin mx) 
m=n+i 
geschrieben werden. 
In der Klammer steht das m-te Glied der Fourierreihe der Funktion f®(x); 
führen wir die Partialsummen o„=o,,(x) dieser. Reihe ein, so können wir dieses 


Glied durch o„,— 0, _, ersetzen: 
= 1 
R„=(-1* 2 me (Om Im-ı1)» 
m=n+i1 
Fassen wir die Glieder anders zusammen (vgl. Nr. 383), so erhalten wir 
App an. eo. (re 
( 1) Ru (n +1)* + 2 \mk (m +1)* Om. (8) 


Diese Operation ist erlaubt, da lim m ist; dies folgt aus der Ungleichung 
Mm>o mM 


o„lz4M, Inm, (6) 


die sich ergibt, wenn man die Ungleichung (2) auf /®% anwendet. Aus (5) und (6) 
folgt 8 


Hrn, 5 (- )In 
= —— —— ——— Ilnm. 
M,. (n+1)* enge Ne (m +1)* 


Die letzte Summe formen wir (vgl. Nr. 371) weiter um in 


In(r-+1) 


(n +1)* PEBET TR PANNE 


= 1 
nz yı(m+m) 
1) SERGEJ NATANOWITSCH BERNSTEIN, 1880-1968, sowjetischer Mathematiker. 


2) Unter den obigen Voraussetzungen konvergiert die Fourierreihe überall gegen die 
Funktion f(x); vgl. Nr. 684. 
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Benutzt man noch die Ungleichungen 


1 co 
In (m +1)— In m=In (144)<- und B2 ern 
mi m mans mt kn 
(vgl. Nr. 373, a), so erhält man dafür sukzessive 
In (rn +1) = 1 In(n-+1) = 1 
ıy BEE u Br 
(n +1) BER m (m+1)E " (n+1)* + 2, mk +1 
Inn 1 1 1 Inn+2 
ee 
Für |R,| ergibt sich jetzt die Abschätzung 2 
»Alnn 9A 
Bu<M,  —a 0 (mE, 


woraus für passendes A die zu beweisende Abschätzung (4) folgt. 
2°, Jetzt sei k=2h+1. Unter Benutzung von Formel (1b) schreiben wir R, in 
der Gestalt 


R„=(-2" 3 2 (u«® sin mı— b®) cos ma) . 
m_n+ı 
In dem Ausdruck in der Klammer erkennen wir das m-te Glied der zur Fourier- 
reihe von /(®(z) Konjugierten Reihe (Nr. 696). Da für ihre Partialsumme ö,,=6,,(x) 
ebenfalls die Abschätzung || = AM, In m (vgl. (3)) gilt, unterscheiden sich die 
weiteren Überlegungen nicht von den vorhin angestellten. 


707. Funktionen, deren k-te Ableitung von endlicher Schwankung ist. Zunächst 
betrachten wir eine Funktion f(x) der Periode 2x, die im Intervall [—r, x] von 
endlicher Schwankung ist. Gehen wir zum Stieltjesintegral über und benutzen die 
Formel für die partielle Integration (Nr. 577), so können wir den Koeffizienten a, 
von f(x) wie folgt darstellen: 


17 


j . (S) | sinnxzdfx&). (7 


sin nz sin Nn& 


= (x) 


NT 


=— (8) fie )d 


Das integralfreie Glied verschwindet; für das Integral erhalten wir, wenn wir es in 
üblicher Weise abschätzen (Nr. 582, 2°), 


= max |sin nz] Vi@ 


[sin nx df(x) 


Somit ergibt sich schließlich |a,| = a =, u wobei V die Totalvariation von f(x) 


in [—r, r] ist. Ebenso läßt sich b, ichätuen, 
Ist für zwei von ein und derselben unabhängigen Veränderlichen abhängende 


Größen « und $ der Quotient beschränkt, 


[ =M (M=const),, 
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so kann man das mit Hilfe des Landausymbols O folgendermaßen ausdrücken 
(vgl. Nr. 60, wo wir das Symbol o eingeführt hatten): 


P=0O(e). 
Unter Benutzung dieses Symbols läßt sich die oben bewiesene Eigenschaft der 
Fourierkoeffizienten a,, b, einer Funktion endlicher Schwankung in der Gestalt 


ol), ol) 


schreiben. 

Existiert für eine Funktion f(x) der Periode 2x die k-te Ableitung fx) und ist 
diese im Intervall [—-r, x] von endlicher Schwankung, so gelten für die Fourter- 
koeffizienten von f(x) die Abschätzungen 


k Ir 1 
la„| x „kr? Ib,| a kt (n= 1, 2, 3; is) N 


wobei V,. die Totalvariation von fx) in [—-r, r] ist. 

Das folgt sofort aus dem oben Bewiesenen und den Formeln (1a) und (1b) 
aus Nr. 704. 

Dann ist also 


1 1 
ol). ol) o 


Nachdem man die Ordnung der Fourierkoeffizienten kennt, läßt sich der Rest 
der Fourierreihe leicht abschätzen; unter unseren Annahmen gilt für den Rest 
R„(x) der Fourierreihe: von f(x) die Ungleichung |R,(x)| < F,/n*. Es ist nämlich 

pr ae = 2V; = i 2V 1 Vr 
Ik)! = 2 (laz.| 7 16,1) = 2, mer Ion i ne ne .. 

Somit ergab sich unter der im Vergleich zu Nr. 706 etwas schärferen Annahme 
über die k-te Ableitung eine Verbesserung für die Abschätzung des Restes R, (x): 
Im Zähler konnte auf den Faktor In n verzichtet werden. 


Bemerkung. Wir weisen nochmals darauf hin, daß hier und in Nr. 706 die Tat- 
sache eine wesentliche Rolle spielte, daß die Funktion f(x) nebst ihren Ablei- 
tungen periodisch war. Wäre die ursprüngliche Funktion nur in [—r, x] gegeben, 
so müßte man zusätzlich 


-R)= fe), Ref)... PR)=f®lr) 
fordern, wobei an den Intervallenden die einseitige Ableitung zu verstehen ist. 
Nur dann sind Stetigkeit und Existenz der Ableitungen für die periodisch fort- 


gesetzte Funktion und damit auch die Gültigkeit der oben hergeleiteten Abschät- 
zungen gewährleistet. 


e 


708. Einfluß von Unstetigkeiten der Funktion und ihrer Ableitungen auf die Ord- 
nung des Kleinerwerdens der Fourierkoeffizienten. Wir haben gesehen, daß die 
Existenz mehrerer stetiger Ableitungen einer Funktion ein schnelles Kleinerwerden 
des Fourierkoeffizienten und damit die schnelle Konvergenz der Fourierreihe sichert. 

In der Praxis hat man es jedoch häufig mit Funktionen zu tun, die zwischen — r 
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und rm aus mehreren Funktionen „verheftet“ sind, die einzeln in ihrem Definitions- 
bereich eine bestimmte Anzahl von Ableitungen besitzen. An den „Nahtstellen“ 
entstehen daher sowohl bei der Funktion selbst als auch bei den Ableitungen 
Sprünge. Diese Unstetigkeiten erniedrigen die Ordnung des Kleinerwerdens der 
Fourierkoeffizienten und, wie leicht einzusehen, auch die Ordnung des Kleiner- 
werdens des Restes der Fourierreihe. Dieses Problem wollen wir nun im einzelnen 
untersuchen. 


1°. Die Funktion f(x) sei in [—-r, x) stetig mit Ausnahme der „Nahtstellen“ 
reihen (9) 
in denen sie eine Unstetigkeit erster Art habe, d. h. einen Sprung 
SO-/E, +00) (u=1,2,...,m) 


erleiden möge. Dazu muß man noch den Punkt &,=—r rechnen, wenn die Dif- 
lerenz 

O0 =f-r+0)- fr 0) 
von 0 verschieden ist; denn dann tritt bei der periodischen Fortsetzung der Funk- 
tion dort eine Unstetigkeit auf. 

Wir nehmen ferner an, mit Ausnahme der erwähnten Punkte existiere überall 
eine endliche Ableitung f(x), die in [—- r, r] etwa absolut integrierbar sei. Um einen 
passenden Ausdruck für die Fourierkoeffizienten a, von f(x) zu finden, gehen wir 
wieder zum Stieltjesintegral über und integrieren partiell (vgl. (7)). Führen wir im 
letzten Integral den Summanden ein, der dem Sprung von f(x) entspricht (Nr. 579, 
Formel (15)), so erhalten wir 


7 T 
1  & 1 f 
ee ER LER (0) Bee : SiT :-d 
=- [re cos nxdx nm Zu On sin nd, — jr@ in nz dx 
_=r _T 


oder kürzer 


An bi 
ee (10) 
wobei 
An=—- I 60 sin nE, (11) 
Em 


gesetzt und mit b,, wie früher der Fourierkoeffizient von (x) bezeichnet ist. Analog 
ergibt sich 


B, «a 
een Re 12 
wobei 
= 2, 00 cos nE, (13) 


ist und a, den EEE von f'(x) bedeutet. 
Von der Ableitung f(x) fordern wir jetzt, daß siein [— r, r] von endlicher Sch wan- 
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1\.. 
kung ist. Da ihre Fourierkoeffizienten dann von der Ordnung O (>) sind (Nr. 707), 


kann man (10) und (12) auch folgendermaßen schreiben: 


role). os 
bu= +0 (4) (15) 


Diese Formeln zeigen mit aller Deutlichkeit, daß das Vorliegen von Unstetig- 
keitspunkten der Funktion (ohne Rücksicht auf die Existenz der Ableitung in 
allen übrigen Punkten) die Ordnung des Kleinerwerdens der Fourierkoeffizienten 
erniedrigt. 

Es sei jetzt umgekehrt bekannt, daß die Fourierkoeffizienten einer Funktion 
f(x) die Form (14) bzw. (15) haben, wobei die Größen A,, D, durch (11) und (13) 
definiert und {5@} eine gegebene Menge von m+1 Zahlen seien. Dann hat /(x) 
notwendigerweise Unstetigkeitspunkte erster Art in den Punkten (9) und in diesen 
Punkten Sprünge der Größe 6% (u=1, 2, ..., m). Außerdem existieren die Grenz- 
werte!) {—r+0) und /({r—0); ihre Differenz ist gleich 6%. In den übrigen Punk- 
ten ist f(x) stetig. 

Um sich davon zu überzeugen, bildet man eine Hilfsfunktion f(x), beispiels- 
weise aus Funktionen, die in (£,, &,;.) linear (oder konstant) sind, und zwar derart, 
daß die Hilfsfunktion in den Punkten £, genau die betreffenden Sprünge erleidet. 
Für eine solche Funktion ergeben sich analog (14) und (15) die Fourierkoeffizienten 

ol), el). 
wobei A, und B, die frühere Bedeutung haben. Dann erhält man für die Diffe- 
renz f(x)— f(x) eine Entwicklung der Form 


1 = s 
5 %0+ 2 [x, cosnx+ß, sin nz] 
N = 


K K 
l«,| SZ \P, = (K=const) . 


mit 


d.h. 


ud eh 
Diese durch die konvergente Reihe 2K 2, z majorisierbare Reihe konvergiert 


1 

überall gleichmäßig. Hieraus folgt offenbar, daß f{x)—f(x) eine stetige Funktion 
der Periode 2r ist; daher hat f(x) dieselben Unstetigkeiten, und zwar in genau 
denselben Punkten wie f(x). 


2°, Jetzt setzen wir überdies voraus, daß für f’(x) die Grenzwerte (—-r+P0), 
(&,+0), F(r—0) existieren, ferner, daß außer an den Nahtstellen überall /”(«) 


1) Hier und im folgenden sei stets 


1 1 
fe) =z ME + +MEn-0), Km) =Im)=z (M-r+0) +40), 


so daß alle Unstetigkeitspunkte regulär sind (vgl. Nr. 684). 
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existiert und daß /”(x) in [-r, r] von endlicher Schwankung ist. Auf Grund des 
oben Bewiesenen kann man dann behaupten, daß 


4’ h’’ A’ 1 B}, a’’ RB’ 1 
LET, MR, 
ae are +0 (>) i b, nen nn +0 (>) 


ist, wenn mit u B, analog (11) und (13) die Größen 


A=-- > öl)sinnE,, (16) 
i. 
B,=- 2 5% cos mE, (17) 


(n=1, 2, 3, ...) bezeichnet werden und 
=, -FÜE,-) (k=h2,., Mm), 
= f(-r+0)-f(r-0) 


st. Setzt man diese Ausdrücke für «a, und 5, in (10) und (12) ein, so ergibt sich 
schließlich 


en me (=) 02) 
B„ 44 1 
= ++ a). er. 


Auch hier läßt sich in gewissem Sinne die Umkehrung beweisen. Die Fourierkoef- 
fizienten einer Funktion f(x) mögen die Gestalt (18) und (19) haben, wobei A,, B,, 
A’, B., für gegebene Zahlen 6“, 66) durch die Formeln (11), (13), (16), (17) be- 
stimmt, seien. Dann kann man von der Funktion f(x) behaupten, daß sie in (—r, r) 
stetig ist und eine stetige Ableitung /’(x) hat, mit Ausnahme der Punkte &,, wo 
sowohl f(x) als auch f’(x) Sprünge der Größe ö@) bzw. ö\)? haben, und daß außer- 
dem 
K-r+0)-fr-0)=80 und (-r+0)-f(r-0)=80 

ist. ‚ 

Der Beweis läßt sich wie oben mit Hilfe einer Hilfsfunktion f(x) führen, die jetzt 
aber aus quadratischen Funktionen zusammengesetzt sein kann, und zwar so, daß 
f(x) und }’(x) an den gegebenen Punkten genau die gegebenen Unstetigkeiten haben. 
Man sieht leicht, daß die Differenz f(x)—f{x) in eine Fourierreihe mit Koef- 


fizienten der Ordnung © (>) entwickelbar ist. Dann konvergiert aber nicht nur 
diese Reihe, sondern auch die durch gliedweises Differenzieren erhaltene Reihe, 


deren Koeffizienten die Ordnung O = ,) haben, gleichmäßig; folglich ist diese Dif- 


ferenz /—[ eine nebst ihrer Ableitung stetige Funktion der Periode 2x. Daraus 
folgt aber die Behauptung. 

3°. Im allgemeinen Fall seien f, f’, ..., /*"" Funktionen, die in (—r, x) mit Aus- 
nahme der Punkte &, (u=0, 1, ..., m) stetig sind, in denen alle Funktionen Sprünge 
der Größe 60, 5%, „., 9 (u= 0, 1, ..., m) erleiden. Außerdem wollen wir anneh- 
men, überall (mit Ausnahme der Nahtstellen) existiere 9 und seiin [-r, x] von 
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endlicher Schwankung. Es sei 


| Im... 
ie 2 sin n&,;, 
u=> 


mM 
BO=n 2 @cosne, (=0,1,.,k-1;n=1,2,3,..). 


Dann gelten (für ungerades bzw. gerades k) die Formeln 


n i i 
Am are HD 0 er) 
a u au pa ı en 
122 O 
+(— ) nk + nk+i ’ 
kA nk-1) 1 
; u ce 2 n A — 
B, AL Be Ay I: 7 +0 (ver) Ä 
b„=— VENEN SER en j (21) 
nn mn? mA E,, 4%&-D 
| 5 +1 An | 1 
IE Be Man TEE 


‘Wenn dagegen bekannt ist, daß solche Formeln gelten, dann kann man hieraus 
umgekehrt (wie oben) Schlußfolgerungen über die Unstetigkeitspunkte und die 
Sprünge der Funktion und ihrer ersten &—1 Ableitungen ziehen. 


709. Funktienen, die in [0,rr] gegeben sind. Bekanntlich kann eine nur im Intervall 


von 0 bis x definierte Funktion f(x) unter bestimmten Bedingungen in diesem 
Intervall sowohl in eine Kosinusreihe 


Iz) = x + 5 Q, C08 nX ((=sxı=r) (22) 
n=1 
als auch in eine Sinusreihe 
fa&)= 2 b, sin nz (O<r<r) (23) 
n=i 


entwickelt werden (Nr. 689). Solche Entwicklungen trifft man in der Praxis häufig 
an. Die Resultate aus Nr. 708 können auch auf diesen Fall angewandt werden, 
wenn man sich die Funktion f(r) auf das Intervall [—r., 0] (a) als gerade Funktion 
cder (b) als ungerade Funktion fortgesetzt denkt; (a) liefert eine Kosinusreihe, 
(b) eine Sinusreihe. 

Es seien O<&,<&,<...<&,<r die Unstetigkeitspunkte von Funktionen und Ab- 
leitungen bis zur (k—1)-ten einschließlich und m, N, u, 6 N (u=1,2,..., m) 
die Größen der entsprechenden Sprünge. 

Wird die Funktion gerade fortgesetzt, so entspricht einem Sprung £, der Sprung 
mit entgegengesetztem Vorzeichen in — £,, bei ungerader Fortsetzung jedoch der 
Sprung mit demselben Vorzeichen in — &,. Ferner ist für eine gerade Funktion 


X+9)-f-9)=0, N-r+0)-fr-0)=0, 


für eine ungerade Funktion jedoch können die Sprünge 
K+9)-X-09)=2f(+0), 
K-r+0)- r-0)= —2/r-0) 
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von 0 verschieden sein. Schließlich weisen wir noch darauf hin, daß bei der Dif- 
ferentiation eine gerade Funktion in eine ungerade, eine ungerade Funktion in 
eine gerade übergeht. Unter Berücksichtigung aller dieser Bemerkungen erhalten 
wir für die Koeffizienten a, und b, der Entwicklung unserer Funktion in eine Ko- 
sinus- bzw. Sinusreihe Formeln der Art (20) und (21), jedoch mit folgenden Wer- 
ten für A® und B@:. 


: 2 ER 
AU — = 2 eo sinn£,, 
- (24) 


BO= 2 I, 80 cos nE,+-f®(+0)- cos ur - [Or o) 
‘ ni 


In diesem Zusammenhang bringen wir noch folgende wichtige Bemerkung. Es sei f(x) 
im ganzen Intervall [0, x] nebst ihren Ableitungen bis zur (k -1)-ten Ordnung ein- 
schließlich stetig. Die k-te Ableitung existiere und sei dort von endlicher Schwankung. 
Dann kann man trotzdem im allgemeinen nicht behaupten, die Koeffizienten a,, b„ der 


1 
Entwicklungen (22) und (23) seien von der Ordnung O (- P za} ; vgl. dazu Nr. 707 und 


die Formeln (8). Denn obwohl alle Summen A® in diesem Fall 0 werden, kann man 
das von der Summe 


BD =— 100) -cos nr: [Ün)} 


nicht sagen. Die ungerade Fortsetzung schafft eine künstliche Unstetigkeit inz=0 und 
verletzt die Periodizität der Funktion und ihrer Ableitungen gerader Ordnung, die 
gerade Fortsetzung tut dasselbe für die Ableitungen ungerader Ordnung. 

Soll eine Funktion f(x) mit den erwähnten Eigenschaften im Intervall [0, r] in eine 
schnell konvergierende Reihe entwickelt werden, unter voller Benutzung der Diffe- 
renzierbarkeitseigenschaften der Funktion, so ist es daher zweckmäßig, sie auf das In- 
tervall [-r, 0] mit Hilfe eines Polynoms r(z) vom Grad 2k—-1 fortzusetzen, das durch 
Definition in den Endpunkten festgelegt ist: 


r(0) =/(0), r’(0) =f’(0), ..., r#D(0) =/#0(0), = 
r(-r) =fr), r(-r)=fr), dr) fen). 
(Das läßt sich beispielsweise nach dem Verfahren aus Nr. 257 machen.) Auf diese Weise 


bleiben alle re von f(x) auf dem ganzen ERROR 


[I-r, r] erhalten. 
Es sei für Osr=r etwa f(x) =r 7. “. Um diese Funktion in eine Reihe mit Kooffi- 


zienten der Ordnung ) a) zu entwickeln, setzen wir sie mit Hilfe des Polynoms 


7 2.30% 2.20. 20 = 
a) =2-242| -2-2- =|-- zug ete-z 


n2 ri 7e3 72 


fort. Für die so fortgesetzte Funktion bilden wir die gewöhnliche Fourierreihe und er-, 


a at. i 
halten auf diese Weise für’ die Funktion f{x) =2-7 in [0, x] die geforderte schnell 
konvergierende Entwicklung 


240 > 1 12 | u - 4 
_—— EU Ba ET TRETEN v—i1 sin 2yx . 
7.3 2|lon SIerzaT a a PIE 


Dieses Verfahren wurde von A. S. MALIJEW ah 


1) ALEKSEJ SEMJONOWITSCH MALIJSEW, geb. 1895; sowjetischer Mathematiker. 
29 Fichtenholz III 
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710. Die Methode der Abtrennung der Singularitäten. Es sei /(x) im Intervall [0, x] 
durch eine Entwicklung (22) nach Kosinus von Vielfachen von x bzw. durch eine 
Entwicklung (23) nach Sinus von Vielfachen von x gegeben!) die Koeffizienten 
mögen die Form (20) bzw. (21) haben, wobei A®, B® durch die Formeln (24) 
definiert seien. Diese Reihen konvergieren schlecht, und wir wissen, daß dies an 
den Unstetigkeiten der Funktion und ihrer Ableitungen liegt. Zur Verbesserung der 
Konvergenz dieser Reihen schlug A. N. KryYLow2) ein eigenartiges Verfahren vor, 
die Abtrennung der Singularitäten. 

Das Wesen dieser Methode ist eigentlich schon in den vorhergehenden Über- 
legungen enthalten. Es besteht in der Konstruktion einer (aus Polynomen zusam- 


mengesetzten) Hilfsfunktion f(x) mit bekannter trigonometrischer Reihenent- 
wicklung, welche sozusagen alle Singularitäten von f(x), die aus der Reihenent- 
wicklung ersichtlich sind, in sich vereint. Subtrahiert man von der Funktion 
f(x) diese Hilfsftunktion und entsprechend von der gegebenen Entwicklung die 
Entwicklung der Hilfsfunktion, so trennt man den langsam konvergierenden Teil 
der gegebenen Entwicklung ab, und es bleibt eine schnell konvergierende Reihe 
übrig. 

Am besten ist es, wenn man die schlecht konvergierenden Teile unter Benutzung be- 
kannter Entwicklungen direkt summieren kann. 


1°. Gegeben sei eine Kosinusreihe (22) mit 
A 1 


n A 2 m : 
An = +0 na) > n= = 2, C#ein nE, (25) 
Die Punkte 0<$,<$,3<""<2„<r seien ebenfalls gegeben, ebenso die Zahlen c,. Wir 
bilden unmittelbar 


oo A, 
ga)= 2 —cosne. 
n=i n 
Eine einfache Umformung führt auf 
M cu] & sinn(z-E,)) > sinn(x-+£ 
ui 7 iIn=i 
wobei sich die Summe 
= sinn(x-E,) 2 sinn(x-+£,) 


I- zZ Eule), 


x) = 
Pu »2 ” n=1 n 
R A j © sin nz 
leicht berechnen läßt, wenn man sich der bekannten Entwicklung von % ne 
j is n=i 
erinnert (Nr. 690, Beispiel 2), welche für 0 <z <2r die Summe z.— und für —27r <2<0 
offenbar die Summe — Bi > - hat. Daher ist 
n+2—£, n-2-8 
ie) Zr Tu az <=-rH+E, für x <E&,n 
Pula) A - nr—-x—-$ 
an Ei ERROR 5 E=E, für >g,- 


1) Der in der Praxis häufig vorkommende Fall, daß im Intervall [0, 1] nach Kosinus 
TC 
bzw. Sinus von Vielfachen von 7 zu entwickeln ist, ergibt sich aus dem betrach- 


TE 
teten Fall, indem x durch =: ersetzt wird. 


2) ALEKSEJ NIKOLAJEWITSCH KryLow, 1863—1945, sowjetischer Mathematiker. 
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Hieraus folgt g(x) =const =y,im Innern jedes der Intervalle (£,, Ben): u=0,1, .., m 
(der Einfachheit halber nehmen wir &,=0 und &„+1=7 an); die Funktion g(x) springt in 
Eu (u=1, 2, ..., m) genau um c,. Daher ist y„—Yy„-ı=c, (u =1, 2, ..., m) und 


7 
Yu=Yo 2 c5 (26) 
wegen 9,(0) = nr +£, ist außerdem 
m Cy Mm Mm 0 
vol) = I Zn HE) = 2 au 2,0 (27) 
Damit ist g(x) völlig bestimmt. 
Ist z.B. 
Te 
„sinn 
g(z)= 2 cosnz, 
n=1 
so ist 
Te 
An=--qsinnZ 


mit q= -5 ‚& => . Dann folgt 


oder, unmittelbar, 


„. annz = (-W or 
yv=a)= 2 —, 0723-17 


also gilt 


Te 
Yı=Yo tcG>=— 2° 


a. T Tr RE 
Somit ist g(x) = für 0=r “5 und g(x) = 7 für gen 


B 1 
2°, Wir betrachten jetzt eine Sinusreihe (23) mit b, =—- +0 (4) ; 


(m 
B, | Z 6„cosn&, +69 —Cm+1 08 art. (28) 
v1 
Dieses Mal wollen wir die Reihe 
aö B, 
h(z) = — sın nz 
2, L 


direkt summieren. Es ist 


m c,„[ 2 sinn(+&,), = en] 
rl on am 
%o 2 SANT Cm+if & sinn(e+rn)  sinn(z-r) 
Tr ni n ” n=i | n 


mc co Cn+i 
"2. ZB NT vr) 


29* 
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mit 
(x) Ma a =-x für alle x; 
n-(2+ — 
a ee Eu _ my für x<8£,, 
Pul®) == r—-(z+$,) r-(2—£,) 


5 > =nr—-x für x>E£,. 


Offenbar ist 
h(+0)=c, hir —0) =cn+15 hE,„+0)—-hiE„-09)=c,„ (u=1l,2,..,m). 
Außerdem existiert bis auf die Unstetigkeitspunkte die Ableitung Ah’(x) =const =y, 
nämlich j 
( 2) 
y=— \em+1 60 2 c,)- (29) 


Die Funktion k(x) ist innerhalb jedes Intervalls (£,, &,;,) linear, mit dem Richtungs- 
koeffizienten y: 
h(z)=yx+ö, für &,<7<6,r1 (u=0,1, .., m), 
mit 
Ög =CH öl =Cygt+tCh «+, Öm =Cg9+tC4 +... +Cm:- (30) 
Die Kurve von A(x) läßt sich leicht zeichnen (Abb. 136). Die Gerade, welche die Punkte 
m 
(0,c,) und (rt, cm+1— 2% c,„) verbindet, hat offenbar den Richtungskoeffizienten y. Der 
1 


Rest der Konstruktion ist aus Abb. 136 ersichtlich. 


y| _ 
| De 7 
r "u | 
j 1 mx 
Abb. 136 Abb. 137 
Es sei z.B. T 
„ co8n— 
k(x) = = „2 —_ sinn, 


2 Te [a7 
so daB B„= = END, o=-5n=-0I, a = —-1,$& = ist. Hierbei ist (vgl. Abb. 137) 
1 Te 
|r® für 0=sr<-—, 
2 
kKa)=1ı i T 
|- 2-1=-@-7) für Zen. 


Dieses Resultat läßt sich benutzen, um die Konvergenz von 


2: n 1. 
x) = 2 na _j cosn ein NE (31) 
zu verbessern. Wegen 
mn Ai 1 1002 
2-1 n il n n(n?-1) 
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ist in unserem Fall 


u. 2 2 2 T 1 
SE - n 7 en n (n?-1) 


Wenn man von /(z) die soeben berechnete Funktion Ah(x) abzieht, erhält man für 
(x) -h(x) die Entwicklung 


Te 
BNZ 
conz | 
rn 
1 
deren Koeffizienten schon von der Ordnung O (-;) sind. 


3°. Wir wenden uns der Kosinusreihe (22) zu und nehmen jetzt an, es sei 
A„ B 1 
A,n= —_— +0 | ’ 


wobei A, durch (25) gegeben sei, während sich B} durch Ersetzen der Co, Cs +.., Cm+1 
durch andere Konstanten c), C1, ---, Cn+ 1 ergebe. Da wir schon (vgl. 1°) den Teil einer tri- 
gonometrischen Reihe, der von Gliedern erster Ordnung abhängt, abtrennen können, 
wenden wir uns nun den Gliedern zweiter Ordnung zu. 

Es sei (der Einfachheit halber schreiben wir B,„ statt Br) 


oo B, 
xy — —— LOSNE. 
g1( ) 2 n?2 


Offenbar ist g,(x) eine stetige Funktion von x. Durch gliedweises Differenzieren der 
Reihe erhalten wir die neue Reihe 

= B 

gi@)= & — sinne, 

ni N 
die wir schon summieren können (vgl. 2°). Da diese Reihe in jedem abgeschlossenen 
Teilintervall von [0, x], das weder die Intervallendpunkte noch Unstetigkeitspunkte 
enthält, gleichmäßig konvergiert,!) stellt ihre Summe tatsächlich (mit Ausnahme die- 
ser Punkte) die Ableitung von g,(x) dar. Also ist nach 2°. 


g4(z) =yc+Öö, für En <r<dyri (u =0,1,...,m), 


wobei y und ö, durch (29) und (30) gegeben sind. Durch Integration ergibt sich (mit 
Rücksicht auf die Stetigkeit) 


1 
91%) = yxl+öcte, für &„sersiysı (v„=0,1,..,m). | 


In den Teilpunkten £,;ı erhält man den Wert von gı(z) gleichzeitig aus zwei Formeln, 
so daß also 


1 I 
9% yerrı +ÖyEurt +E, u, Year + Öyr 18a +&4+1 


folgt. Wegen ö,,1 =Öö4 +c,,1 ergibt sich hieraus &,,1 =&,—Cy+1&a+1- Ist &0 bekannt, so 
jassen sich hieraus &,, ..., &m ermitteln; e, kann man aus 


=9(0)=- I „3 


BE 5 © sin nz. 
1) Das folgt aus bekannten Eigenschaften der Reihe 2 ; 
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erhalten. Die Summe dieser Reihe läßt sich in geschlossener Form bestimmen, wenn man 
den Ausdruck für BD, einsetzt und die aus Nr. 690, Beispiel 9, bekannte Entwicklung 


> cosnz 3x2 —-6rr +27? 


Pier a ee ((=sr=2r) 
heranzieht. Ist z. B. 
„1-ecsnz 
g1(z) =2 —; cos nz, 
so ist 
Te Te T 
Bn=-1+cosn-, o=7; a1=7> o9=0, 41=5; 
Te 
y=0, o=-7; 4=0. 


Zur Bestimmung von 


= „ cosnZ 
= = m ,2, n? 
setzen wir in der oben En PAEICRIUBE x=0, dann x =. Damit finden wir 
5n2 
&= 36° also ist g = -cı&ı = 36 . Schließlich folgt 
rn 5n? a et 
|-3°+% ur Z1=75; 
gı(2) = n2 = 
| 26 für „EIEn. 


4°. Jetzt setzen wir in der Sinusreihe (23) 
B„ 45 5 
b,=— ST +0 |—) ; 


B,„ ist wie früher durch . definiert und A, nach dem Vorbild von (25) konstruiert, 


wobei c durch c’ ersetzt ist. Auch hier genügt es, sich auf die Glieder zweiter Ordnung zu 
beschränken. 


Wir betrachten die Reihe (wieder A, statt A}, 


o> 


A 
hı(2)= — sin nz, 
ai N 


die offenbar eine stetige Funktion darstellt. Durch Differentiation folgt 
= 4A 
hilz)= Z — cosnz =g(x) 
n=1 ”n 


(vgl. 1°). Wie oben überzeugt man sich leicht davon, daß mit Ausnahme der Intervall- 


endpunkte und der Punkte &, die Funktion g(x) tatsächlich die Ableitung yon h(®) 
ist. N ach 1° ist A 


Kla)=y, für <a<iı (u=0,l,.,m), 134 
wobei Yu durch (26) und (27) definiert ist. Hieraus folgt hı(x) =y,x +6, für &,=xr =$,+1- 


Dabei ist ö,=0 (da h4(0) = 0 ist), und die übrigen Öö, lassen sich sukzessive auf Grund der 
Stetigkeit von h(x) in &,;,ı bestimmen: 


Yuduri +Ö = Yurtkuit +öyı1 (u=0, 1, ... m—!1); 
das ergibt ö,, 1 =ödu —Cyr1furt- 
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Es sei z. B. die Reihe 
hı(x) =si ai 3 = 5 
1 x) =sın vr — g Sin ur sın 97 —... 
gegeben, die auch in der Gestalt 


MER... 
„sinn -— 
hı(z)= 2 sin nz 

n=1 n? 


geschrieben werden kann. Hier ist 


T T Ts T „2 
& 9 ArTos Yyo=7> y1=77> ö,=0, 4=T 
{vgl. das Beispiel in 1°), also gilt 
- f 0=sr=s z 
A % ur =T =7 ; 5 
hı(2) = - 2 = m 
7? 47-1 (n-x) für 9„EIEn 


5°. Man könnte in ähnlicher Weise auch die Teile einer trigonometrischen Reihe sum- 

mieren, die mit Gliedern höherer Ordnung in der Entwicklung der Koeffizienten zu- 

sammenhängen. Statt allgemeine Regeln aufzustellen, ist es praktischer, in jedem 

konkreten Fall so vorzugehen, wie wir es oben bei der Untersuchung von Reihen allge- 

meiner Form getan haben. Wir wenden uns wieder der Reihe (31) zu; diesmal setzen wir 
N 1 1i 1 


min mtnmı-i)’ 


dann erhalten wir b, in der Gestalt 


» 2 r1 2 nr 1 2 Te 1 
n > Tassen Dyn > en 5 n3 (n?—1) . 
Dementsprechend wird f(x) in drei Summanden zerlegt. Der erste ist die schon in 2° be- 
rechnete Funktion h(x); der zweite lautet 


erg 
COSN— 
(x) 2 S sin nx 
x)=-- gl . 
9 | n> 


Durch Differenzieren ergibt sich 


T 7 
2 = co8nZ " 2 = COBNZ 
= —— cos nt, 7) =— 
g9'(z) 22 g = 


SINN. 


n? ” 


Die Funktion g”(x) unterscheidet sich nur durch das Vorzeichen von A(x): 


1 u 
-—% für O=sı=ZS, 
” T 2 
g’(x) = 1 5 
/ -— (2-r) für ZeTEn i 


Hieraus erhalten wir durch Integrieren 


1 2 fü = er 
5% +Y9 ur z127; 
9 (x) = 


1 Te 
pe (gr)? +Yyı für Zer=r s 
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Te 
Durch Vergleich der beiden so erhaltenen Werte g’ (2) folgt 9, =Y9. Den Wert y9 findet 


man leicht, indem man in der Entwicklung von g’(x) für x den Wert 0 einsetzt: „= 


Durch nochmalige Integration finden wir unter Beachtung von g(0) =g(2r) =0 24 


1 T 
Be i A 
6, ? +Yor für 0=2=5 : 
g(x) = 1 Pn 
= (2 -nr)+y (cr) für Zeven.) 


Somit ist g(x) völlig bestimmt, und wir finden schließlich 
!z) =hi&) +g(2) + p(@) ; 
wobei p(x) zwar nicht in geschlossener Form bekannt, aber durch die Reihenentwicklung 


Te 
CO8N— 
2 


sın nz 


(2) = -- een 


1 
gegeben ist, deren Koeffizienten von der Ordnung O (= ) sind, so daß sie sehr schnell 
konvergiert. n 


86. Das Fourierintegral 


‘11. Das Fourierintegral als Grenzfall der Fourierreihe. Wir wollen hier in großen 
Zügen die äußerst durchsichtigen, wenn auch nicht strengen Überlegungen wieder- 
geben, die FOURIER zu seiner Integralformel führten. Diese Formel wurde unab- 
hängig von FOURIER auch von CAucHY gefunden. 

Ist eine Funktion f(x) in einem endlichen Intervall [—/, !] gegeben, so kann man 
‚sie unter bestimmten] Bedingungen, die uns jetzt nicht interessieren, in diesem 
Intervall in eine trigonometrische Reihe entwickeln: 

f@)=I+ I a, cos — tr b sin 
m>1 L | 
wobei 


! 
1 
an=7 fi Ku) cos” "du (m=0,1,2,..), 
3e 
= me sin "du (m=1,2, ...) 
7 = 
ist (vgl. Nr. 688). Setzt man die Ausdrücke für die Koeffizienten ein, so kann man 
l a 
1 1 er 
ka)=3; [fwdur 3 [ iu) eos 77 (u-2) du (1) 
— u 


schreiben. Es sei jetzt f(x) in dem ganzen Intervall (— &,o>) definiert. Dann kann 
man für jedes x mit Ix]|<! den entsprechenden Wert von /(x) durch die Entwick- 


1) Durch Vergleich der beiden erhaltenen Werte von g (2) finden wir wieder Yo=5z 5 
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lung (1) ausdrücken. Wir wollen versuchen, durch den Grenzübergang !—» die 
„Grenzform“ dieser Entwicklung herzuleiten. 
Vom ersten Glied der rechten Seite von (1) kann man naturgemäß annehmen, 


daß es gegen 0 strebt.1) Bei der unendlichen Reihe können wir den Faktor u unter 


9x 


. . T T R re A 
dem Kosinus als diskrete Werte y=7,29= :-—— , ..„. einer Veränderli- 


T’ ...,. I j [) 


chen z betrachten, die stetig von 0 bis variiert. Dabei strebt das Inkrement 


für > offenbar gegen 0. In diesen Bezeichnungen kann man unsere Reihe auch 
in der Gestalt 


a 3 A223 [1tu) cos 2, (u— x) du 


schreiben, was an die Integralsumme für die Funktion 


= [rw cos z (u—.x) du 


von z im Intervall [0,+ ©] erinnert. Für 7» erhält man statt der Samme ein 
Integral, und so gelangt man zur Fourierschen Integralformel 


fe)=z [4 [re cosz (u—r)\du, 
0 = co 
der man auch die Gestalt 


f{z)= f Tal) cos 27 +b(z) sin zx] dz 
0 


mit 
If ne 
aR)=- fi) cos zu du, be)=- Ir) sin zu du 
‚geben kann. Hier ist die Analogie zur trigonometrischen Beihenertwicklung klar 
erkennbar, nur ist der Parameter m, der die Folge der natürlichen Zahlen durch- 
läuft, jetzt durch den stetig veränderlichen Parameter z ersetzt und die unendliche 
Reihe durch ein Integral. Die Koeffizienten a(z) und b(z) erinnern in ihrer Struk- 
tur an Fourierkoeffizienten. | | 
Natürlich haben diese Überlegungen nur heuristischen Wert, die tatsächlichen 
Bedingungen für die Gültigkeit der Fourierschen Formeln müssen noch geklärt 
werden. Aber auch bei der Durchführung der strengen Überlegungen werden wir 
in den Grundzügen den Überlegungen folgen, die mit Faurierreihen zusammen- 
hängen. ' 


.1) Das ist trivial, wenn man 2. B. voraussetzt, daß f (u) du konvergiert. 
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712. Vorbereitende Bemerkungen. Die Funktion f(x) sei im unendlichen Intervall 
(— ©, ©) absolut integrierbar. Unter dieser Annahme betrachten wir das Integral 


A oo 
1 ) 
J(A)=— | dz | f{w) cosz (u—x,) du, 
far Ä 


wobei A eine beliebige positive Zahl und x, ein beliebiger fester Wert ist. Dieses In- 
tegral ist das Analogon der Partialsumme der Fourierreihe; man erhält daraus das 
Fourierintegral 


- f def Mu cos 2 (u--20) du (2) 
0 co 


für A >o, 


Da f(x) auch für beliebiges B>O in [ — B, B] absolut integrierbar ist, ist nach Satz 4* 
aus Nr. 510 


A B B A 
f dz f fu) cosz (u—-x,) du= S (u) du S cos 2 (u—x,) dz 
0 -B - 


- [ho =» Au. (3) 


Das Integral 


f lu) cos 2 (2a— x,) du (4) 


wird aber durch das nach Voraussetzung konvergente Integral 
S\fu)] du 
majorisiert und konvergiert daher gleichmäßig bezüglich 2 (sowohl für =» als 


auch für u=—») in jedem Intervall, Daher strebt JS fu) cosz (u—x,) du für 


B-» gleichmäßig gegen seinen Grenzwert (4). er PR kann man in (3) 
für B- im Integral links unter dem Integralzeichen zur Grenze übergehen (vgl. 
Satz 1 aus Nr. 506).!) So erhält man für J(A) den Ausdruck 


sin A a To) 
AA)=- Smmsrte ZI Au, 
xo 
der an das Dirichletsche Integral (Nr. 681) erinnert und tatsächlich auch dieselbe 
Rolle spielt. Durch eine elementare Transformation geht es über in 


sin - sin n— er 


d. (5) 


KA=- Sie =; 31 [Mzo+1) + f&0—0)] 


1) Vgl. Satz 4 aus Nr. 508, wo wir. den Integranden als stetig vorausgesetzt hatten. 
Hier machen wir diese Voraussetzung nicht. 
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Für das-Weitere benötigen wir die folgende triviale Ergänzung zu dem Funda- 
mentalhilfssatz aus Nr. 682: 


Ist f(x) absolut integrierbar im unendlichen Intervall [a, ], so !st 
lim Sf olt) sinptdi=0 und lim Sf glt) cosptdt=0. 
a .. | 


Den Beweis führt man wörtlich so wie den für den Hilfssatz aus Nr. 682 (für den 
Fall, daß /(x) einen singulären Punkt hat). 


713. Hinreichende Kriterien. Wir multiplizieren beide Seiten der Identität 


2 * sin At 
| —dt (4>0) 


mit der Konstanten S,, dem vermutlichen Wert des Integrals (2), und subtrahieren 
das Resultat von (5). So erhalten wir 


1a-5=: [0 Ta, (6) 
0 


wenn, wie in Nr. 684, zur Abkürzung 


pl!) = fre+t) + fx) 280 
gesetzt wird. 
Auch hier beschränken wir uns auf die Fälle, daß f(x) (a) in x, stetig ist, (b) 
dort von beiden Seiten eine Unstetigkeit erster Art hat. 
Dann setzen wir 
im Fall (a) Sy=f(xo), im Fall (b) 5,= 
Unter diesen Annahmen gilt das 
Kriterium von Dimt. Das Fourierintegral von f(x) konvergiert in x, und hat 
dort den Wert S,, wenn für ein h>0 das Integral, 


‚h 
J u dt 
VÖ 


zo +0) +fzo -0) 
a 


konvergiert. 
Wir zerlegen (6): 


er h ös 
1 1 if 
ren] 
0 0 h 
Nach dem Fundamentalhilfssatz aus Nr. 682 strebt das erste Integral für 4—- 


gegen 0. Das zweite zerlegen wir, nachdem wir p(t) eingesetzt haben, in die Dif- 
ferenz 


3 


= 2 sin At 
-f Ned 9 zn Ara 5 | dt. 
PR” 5 h 
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Da {nach Voraussetzung absolut integrierbar ist, gilt dies auch für 
zo +1) +Mxo -1) | 
t 9 
so daß der Minuend für A—> nach der Ergänzung zum Fundamentalhilfssatz (vgl. 
Nr. 712) gegen 0 strebt. Schließlich strebt auch 


[ #r- [a 
Ri z 
Äh 


nach der Definition des uneigentlichen Integrals gegen 0. 

Hieraus kann man, wie in Nr. 684, einfachere Kriterien herleiten. So erinnern 
wir daran, daß die Existenz einer endlichen Ableitung von f(x) in x, oder auch 
schon die Existenz endlicher einseitiger Ableitungen hinreichend ist. 

Auf das Fourierintegral ist auch das folgende. Kriterium anwendbar: 


Kriterium von DIRICHLET-JORDAN. Das Fourierintegral von f(x) konvergiert 
in x, und hat dort den Wert S,, wenn in einem. Intervall [xy —h, zo +h] um xy die 
Funktion f(x) von endlicher Schwankung ist. 


Stellt man 


sin u: 


J(A)=Z f [zo +0) + 20-0] 


in der Forni 


h oo 
if 1 
Fl 
0 h 
dar, so strebt der zweite Summand für A» gegen 0, wie wir soeben bewiesen ha- 
ben. Der erste strebt nach dem Hilissatz aus Nr. 685 gegen 


— 2 [fkeo+0)+ 0 0)]=8 


Die Funktion fxo+t)+flzo—t) ist nämlich im {-Intervall [0, A] von endlicher 
Schwankung, also als Differenz zweier monoton wachsender Funktionen darstell- 
bar, und auf diese ist der Hilfssatz einzeln anzuwenden. 


714. Modifikation der Grundvoraussetzung. Bisher beruhten unsere Betrachtungen auf 
der in Nr. 712 formulierten Annahme, die Funktion f(x) sei auf dem ganzen unend- 
lichen Intervall von —& bis & absolut integrierbar. Alsdann gelang es unter zusätz- 
lichen Voraussetzungen über das Verhalten der Funktion in der unmittelbaren Umge- 
bung des uns interessierenden Punktes, hinreichende Bedingungen für die Darstellbar- 
keit der Funktion durch ein Fourierintegral herzuleiten. 

In der Praxis erweist sich jedoch die erwähnte Grundannahme vielfach als zu ein- 
schränkend, so daß wir jetzt nur folgendes voraussetzen wollen: 


1°. Die Funktion (x) sei in jedem endlichen Intervall absolut integrierbar. 
Die Bedingung für das Verhalten im Unendlichen ersetzen wir dureh die Forderung: 


2°, Für |«|=H (d.h’für ze=H und für x= —H einzeln) sei f(x) monoton abnehmend, 
und es gelte 


„im_ (a) = (7) 
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% x 


_ Wir erinnern daran, daß in den Überlegungen von Nr. 712 die gleichmäßige Konver- 
'genz des Integrals (4), 


S Hu) cosz (u-x,) du, 


bezüglich z für v=» und für u = — » eine große Rolle spielte. Da für z=a >0 
- 2 2 
a cos z (u—x,) du SE, 


ist, können wir nach dem Kriterium 2° aus Nr. 515 sofort auf die gleichmäßige Konver- 
genz dieses Integrals bezüglich 2 schließen, diesmal aber, wie wir sogleich sehen werden, 
nur für Werte z=a, wobei a eine beliebige feste positive Zahl ist. Das zwingt uns, statt 
J(4A) das Integral 


4A oo 
J(A, =- | dz f fu) cos2z (u—x,) du (A>a>0) 


zu betrachten, aus dem sich das Fourierintegral durch doppelten Grenzübergang er- 
gibt: für A>» und a—0. Für J(A, a) kann man genau wie in Nr. 712 den Ausdruck 


If sin At 
KA, a)=— | Liao+t) +Ha0 0) de 
1 
ir sin at 
-— | Ieo+9 +0] de (8) 
0 
erhalten, so daß 
If in At 1 f . „sin at 
HA, 0) -50=— [90 &t-— | Uao +) +91 de (9) 
0 0 
folgt. | 
Zunächst beweisen wir 
° . t 
lim [ Litao+) +91 dt=0. (10) 
Ö 
A oo 


Wir schreiben unser Integral in der Gestalt [+f, wobei A jedenfalls so groß ange- 
. 0 4 


nommen werde, daßz9-A=-H, 2, +4 >H ist. Alsdann ist offenbar für genügend klei- 


nes a 
A 


J 
6 


so daß bei jedem 4 dieses Integral für «>0 gegen 0 strebt. . 
Für das zweite Integral folgt unter Berücksichtigung von (7) nach dem zweiten 
Mittelwertsatz aus Nr. 487 die Beziehung 


4 
=qa S ao +H9I+ Mo -Hllde, 


ads’ . 
sın at sın 2 


[Heo0 u =Ne+4) [ : de=f(2+4) | - dz (4’>4). 
4 A ad 


Da der zweite Faktor beschränkt ist (wir werden das im folgenden nicht nochmals er- 
wähnen) und der erste nach (7) in Abhängigkeit von 4 beliebig klein gemacht werden 
kann, gilt das auch für das Produkt. Damit ist (10) bewiesen, und das Verhalten der 
Ausdrücke (8) oder (9) hängt nur von dem Integral ab, das 4 enthält. 
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Oben hatten wir die Beziehung 


in A 
im | Tileo+0) +Ma0-01”, " =0 
h 


bewiesen (wobei h > eine beliebige feste Zahl war), und zwar unter der Annahme, daß f 
im unendlichen Intervall absolut integrierbar sei. Das kann nun auch unter unserer 
neuen Annahme gezeigt werden. Für 4A>h gilt nämlich 

Fe. 

S=S+J. 

hh 4 
Das zweite Integral rechts kann ebenso behandelt werden wie das analoge, den Parame- 
ter a enthaltende Integral; das erste strebt nach dem Fundamentalhilfssatz aus Nr. 682 
für A>o gegen (0. 

Jetzt ist klar, daß sowohl das Dinische als auch das Dirichlet-Jordansche Kriterium 
(Nr. 713) unter unseren neuen Voraussetzungen über f(x) gültig bleibt. 

Aus unseren Ausführungen ergibt sich insbesondere folgende Bedingung für die 
Anwendbarkeit der Fourierschen Formel: Ist die Funktion f(x) im ganzen Intervall 
[—- ©, ©] von endlicher Schwankung und gilt überdies die Beziehung (7), so konvergiert ın 
jedem Punkt x, das Fourierintegral, und zwar gegen den Wert S,. 

Unter diesen Annahmen kann man nämlich f(x) als Differenz zweier monoton wach- 
sender beschränkter Funktionen f(x) und f(x) darstellen, die für >» und für - 
auf Grund von (7) gleiche Grenzwerte haben: 


h() =fy(®)=c’, h(-) =fo( — ») =c, 
Statt fi und f) führen wir jetzt folgende Funktionen ein: 


Iı(z)-ce’ für z2=0, 
Y1(2) =! f(x) -c” für z=<0, 


Sha&)-ce für x=>0, 
PR) | fol) -c” für z<0. 


Dann wird wie früher f(x) =9,(x) -y.(x), aber jetzt 
a. Yılz) - lim px) =0 


so daß sowohl für 9, als auch für 9 die Bedingungen 1° und 2° erfüllt sind. Außerdem 
ist für jeden Punkt das Kriterium von DIRICHLET-JORDAN anwendbar. 


715. Verschiedene Formen der Fourierschen Formel. Wir setzen voraus, daß hin- 
reichende Bedingungen für die Anwendbarkeit der Fourierschen Formel erfüllt 
sind, und nehmen der Einfachheit halber an, die Funktion /(x) sei in dem betrach- 
teten Punkt x stetig oder sie genüge, falls sie unstetig ist, der Beziehung 


ja) et +te-0), 


d. h., der betrachtete Punkt sei regulär (Nr. 684). Dann gilt jedenfalls 
1 oo > 
fia)=— [ 42 | fu) cos 2 (u-2) du. (11) 
10) — co 


Da das innere Integral offenbar eine gerade Funktion von z ist, kann man diese 
Formel auch folgendermaßen schreiben: 


I&)= = [4 J fu) cosz (u—x) du. (12) 
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Man kann ferner leicht zeigen, daß unter den allgemeinen Annahmen von Nr. 712 
(oder Nr. 714) über f(x) auch das Integral 


( fiu) sin z (u—x) du 


existiert. Dieses Integral ist eine stetige, offenbar ungerade Funktion von z.!) 
Zwar kann man nicht behaupten, daß das uneigentliche Integral von — » bis über 
diese Funktion existiert, sicher existiert es aber im Sinne des Hauptwertes (Nr. 484), 
und zwar ist 


V.p..fdz f fu) sinz (u—-z)du=0. 
Durch Multiplikation mit 35 und Addition zu (12) gelangt man zu 


je)=5; [ de [Hu erw -man , (13) 


wobei das äußere Integral im Sinne des Hauptwertes zu verstehen ist. In dieser Ge- 
stalt hat CaucHy die Formel zuerst dargestellt. Wir wenden uns wieder der For- 
mel (11) zu und schreiben sie in der Gestalt 


on oo o©2 ., 


fx) = [cos 2x dz [ f(u) cos zu dur. sin 2x dz [rw sin zu du. 
0 oo 0 co 
Ist /f eine gerade Funktion, so Ist 
f u) coszudu=2f fu) cos zu du, f Ku) sinzudu=0, 
2 0 — oo 


und wir erhalten eine vereinfachte Form, bei der nur Kosinus auftreten: 


2 
fx)=- | coszxdz | f{u) coszu du. (14) 


Analog erhalten wir für eine ungerade Funktion f eine Darstellung, die nur Sinus 
enthält: 


9 co co 
f{x)=— | sin zr.dz (u) sin zu dv. (15) 


Jetzt sei /(x) nur im Intervall [0, ) gegeben und genüge dort analogen Bedin- 
gungen, wie wir sie früher in bezug auf das ganze Intervall (— ©, &) gestellt hatten. 
Setzen wir dann f(x) mittels der Beziehungen (für xz>0) 


f-2)=f&e) bzw. f-2)=-/@) 
auf (—&,0) fort, so erhalten wir im ersten Fall eine gerade, im zweiten Fall eine 
ungerade Funktion im Intervall (— , ). Für positive x können wir daher (wenn 


1) Legt man die Voraussetzungen von Nr. 714 zugrunde, so kann nur bei z=0 eine 
Ausnahme vorliegen. 
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die entsprechenden hinreichenden Bedingungen erfüllt sind) sowohl (14) als auch 
(15) benutzen. 
' Wird im Punkt x=0 die Funktion f(x) als stetig vorausgesetzt, so ist auch (13) 
in diesem Punkt anwendbar; denn die als gerade Funktion fortgesetzte, Funktion 
bleibt hier stetig. Formel (15) ist im Punkt x=0 im allgemeinen nicht anwendbar, 
sie liefert f(O) nur dann, wenn /(0) =0 ist. 

Diese Überlegungen sind den Ausführungen von Nr. 689 über Fourierreihen 
völlig analog. 


716. Die Fouriertransformation. Wir wollen annehmen, die Fouriersche Formel 
(12) gelte (eventuell mit Ausnahme endlich vieler Punkte) für alle x aus dem Inter-, 
vall (- ©, ©). Diese Formel kann man auch als Superposition der beiden Formeln 


dr] Au) ewudu, = S Fe) e-i#dz (16) 


auffassen.!) Die der Funktion /(x) nach der ersten Formel zugeordnete Funktion 
F(x) wird die Fouriertransformierte von f(x) genannt. Ihrerseits ist nach der zweiten 
Formel f(x) die (inverse) Fouriertransformierte von F(x). (Man beachte das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen im Exponenten!) Im allgemeinen ist F auch für reelles f 
komplex; übrigens kann man die Ausgangsfunktion ebenfalls als komplex an- 
sehen. | 

Die Beziehung 


N)=— F F(z) e'*dz , 


. 


wobei f(x) gegeben ist, kann als Integralgleichung für die unbekannte Funktion 
F(z) unter dem Integralzeichen aufgefaßt werden. Die Lösung dieser Integral- 
gleichung wird durch 


Fe) u [re eva 


gegeben. Natürlich können diese Integralgleichungen auch ihre Rollen tauschen. 

Gilt die Formel (14) für alle positiven x (eventuell mit Ausnahme endlich vieler 
Punkte), so kann man sie als Superposition der beiden, diesmal reellen und völlig 
symmetrischen Formeln 


far 2 r 
F.&@)=\/= | fu) coszudu,. fx)= |\/< | F,(z) cos xz da (17) 
1, je] 
auffassen. Analoges gilt für (15): 
| PR Fr | 
F«@)=|/- | fu) sinzudu, fa)=|/- | F,(e) sin azdz. (18) 
Ve/ Vf 


1) Das letzte Integral ist, wenn man nur diejenigen Voraussetzungen über f(x) zu- 
grunde legt, von denen oben die Rede war, im Sinne des Hauptwertes zu verstehen. 
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Die Funktionen F,(2) bzw. F,(z) heißen die Fourierschen Kosinus- bzw. Sinus- 
iransformierten der Funktion f(x). Wie wir sehen, ergibt sich f aus F', (bzw. F,) 
genau so wie F', (bzw. F,) aus /. Mit anderen Worten, die Funktionen f und F', 
(bzw. #,) sind Kosinus- (bzw. Sinus-)transformierte voneinander. CAUCHY nannte 
die Paare f und F, bzw. f und F, konjugierte Funktionen erster bzw. zweiter Art. 
Auch hier kann jede der Gleichungen (17) bzw. (18) als Integralgleichung aufgefaßt 
werden, bei der die Funktion außerhalb des Integrals gegeben, die Funktion unter 
dem Integralzeichen gesucht ist; die Lösung wird jeweils durch die andere Glei- 
chung geliefert. 

Vergleicht man F, F, und F, miteinander, so kann man folgendes aussagen: 
Im Fall eines geraden (x) ist 


Fe)=F c(?) 
(für z<0 wird F,(z) gerade fortgesetzt), für ungerades f(x) ist 

F(e)=iF,%) 
(für z<0 wird F‘,(z) ungerade fortgesetzt). Im allgemeinen Fall zerlege man f(x) 
in die Summe einer geraden und einer ungeraden Funktion: 


N, AN, 


Dann ist 

F(2)=@,(@) +iH,()- - 
Dabei ist G,(z) die Kosinustransformierte von g(x), H,(z) die Sinustransformierte 
von Äh(z). 


Daher genügt es, sich bei Beispielen auf Sinus- bzw. Kosinustransformierte zu be- 
schränken. 
1. Es sei f(x) =e-** (a >0, 220); dann lautet die Kosinustransformierte 


F.(x) = Vz f 42 cos2zr d= V- Hz 


und die EEE 


E for _ _® 
F (a) = | = e-@’sinzedr= gr 
0 


Da e-@= in [0, ] integrierbar ist, müssen folgende Beziehungen gelten: 


2a COS zx 


— —dz=e"% >00) 
Te a? +22" ( 
1) 
und 
2 z sin 22 
= f NT dz=e-a («>0) 
T a? +22 
oder 
co Te z sin x2 1 
a?+z2 " 2a a®+2z2, "2 


In diesen Integralen erkennen wir die bekannten Laplaceschen Integrale (Nr. 522, 4°), 
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Somit haben wir in den Paaren der Funktionen 


2 a 2 x 
e% V: .—— und e-“ ee 
In al+z2 zn a2+22 


Beispiele konjugierter Funktionen erster und zweiter Art (im Sinne CAUCHYS) vor uns. 
Wären uns die Laplaceschen Integrale nicht bekannt, so würde uns die hier dargelegte 
Theorie einen Weg zu ihrer Berechnung erschließen. 


2. Wir betrachten jetzt die Funktion (a>0) 
- für O=sr<a, 
Kr)=-1z für z=a, 


i für z>a. 


— a 
2 V= " 
F4e)=\: [ cos 22 dz= = — i 
0 


Wenn wir auch in diesem Beispiel die Fouriersche Formel verifizieren wollen, so 
müssen wir die Kosinustransformierte für die erhaltene Funktion suchen und dann 
zum Dirichletschen Diskontinuitätsfaktor (Nr. 497, Beispiel 11) 


>> 


2 sin az 
—_ cos 2x dz 
T 2 

Ö 


übergehen, dessen Wert tatsächlich mit der Ausgangsfunktion f(x) übereinstimmt. 
Analog ist 


2 1—-cos ax 
F (x) = -/2 f sin 22 d= —— usw. 


Weitere Beispiele für Fouriertransformierte findet der Leser in Nr. 718. 


Dann ist 


717. Einige Eigenschaiten der Fouriertransformierten. Die Untersuchung der Eigen- 
schaften der Fouriertransformierten F(x) einer Funktion f(x) unter bestimmten 
Annahmen über f(x) ist recht interessant. 

Ist f(x) im Intervall [—- >, ©] absolut integrierbar, so ist die Funktion 


\ 


Fix) == [ru ervau (19) 


in diesem Intervall stetig und sirebt für + + gegen. 
Die Stetigkeit folgt daraus, daß das Integral für u= +» in x gleichmäßig kon- 
vergiert; es wird nämlich durch das Integral 


FI)| du 


majorisiert, das den Parameter x nicht enthält. Der Beweis deckt sich mit dem 
der Sätze 1 aus Nr. 518 und 2 aus Nr. 520, wobei man sich auf Satz 1* aus Nr. 510 
(statt auf Satz 1 aus Nr. 506) zu stützen hat. Das Verhalten von F im Unendlichen 
ergibt sich auf Grund der Schlußbemerkung von Nr. 712. 
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Nun wollen wir annehmen, für natürliches n sei die Funktion &*/(x) im Intervell 
[— =, ©] absolut integrierbar. Dann ist F(x) sicher n-mal differenzierbar, und alle 
Ableitungen F'(x), ..., F®%(x) streben für + + gegen 0. 

Wenn wir das Integral (19) unter dem Integralzeichen nach dem Parameter x 
differenzieren, so erhalten wir 


ck > 
FOR) = = / Ku) ukemdun (kel,Yyaın). . 
T 


Dieses Integral konvergiert gleichmäßig in x, da es von 


oo 


SIfu) w* du 


majorisiert wird, und darauf beruht die Anwendbarkeit der Leibnizschen Regel. 
Der Beweis verläuft ebenso wie der von Satz 3 aus Nr. 520, wobei noch Satz 3* aus 
Nr. 510 (statt Satz 3 aus Nr. 507) heranzuziehen ist. Das Verhalten der Ablei- 
tungen im Unendlichen ergibt sich ebenfalls auf Grund der Schlußbemerkung 
von Nr. 712. 

Somit werden die Differenzierbarkeitseigenschaften von F(x) im Grunde durch 
das Verhalten von /(x) im Unendlichen bestimmt. Umgekehrt kann man aus den 
Differenzierbarkeitseigenschaften von f(x) bis zu einem gewissen Grade Schlüsse 
über das Verhalten von F(x) im Unendlichen ziehen. Es gilt nämlich: Streben f(x) 
und die ersten n— 1 Ableitungen für > + gegen 0 und ist die n-te Ableitung f(x) 
im Intervall [— >, ©] absolut integrierbar, so ist 

lim =*F(x)=0. 
>» 


b 


Das folgt unmittelbar aus nachstehendem Ausdruck für F(z): 


Fix _ 1 | i )" [rot eitugu j 


den man durch wiederholte partielle Integration erhält. 


— O8 


718. Beispiele und Ergänzungen. 
1. Man zeige, daß die Kosinustransformierte von e-*”2 mit dieser Funktion über- 


einstimmt. 
Nach Nr. 519, Beispiel 6(a), ist in der Tat 


/ | / rn 
2 fe cos zxr dz = 2 . Vz . e-232 —og-22/2 x 
Te ıT 2 
0 


Differenziert man diese Identität nach x, so ergibt sich, daß die Sinustransformierte 
von x -e-#2 gleich dieser Funktion ist. N 
2. Man beweise 


2 sin? 2 1-x für O0=est1l, 
Ol 22 cos 22x d2=7 | für z>1: 


cos xz dz= 
x 


0 
. Y1+z2 1-e-*? 
(b) fin a (©>0).. 
2 z 


30* 
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Hinweis. Man berechne die Kosinustransformierte der rechts stehenden Funktion 
von x und benutze die Tatsache, daß die beiden Funktionen konjugiert sind (die Be- 
dingungen für die Anwendbarkeit der Fourierschen Formeln sind erfüllt). 


3. Man löse die Integralgleichung 


f gie) sin 22 d2=ffx) 
0 


im Fall 
ee > sin 2 für 0=sı=er, 
0 für Er, 
Te 
7 008% für 0=sr<rtr, 
(b) fa)=ı x \ 
= 7 für z=rT, 
0 für z>rt. 


Hinweis. Die Sinustransformierte von V Zu f(x) ist die Lösung. 
T 


sin X (b) 2» sin te 
1—rxr2 ’ 1-2? 


Lösung. (a) 


1 
4. Man zeige, daß die Funktion Vz gleichzeitig ihre eigene Kosinus- und ihre Sinus- 
transformierte ist. ai 

Es ist beispielsweise 


2 f sin x2 de y= 1 sine. 1 (Nr. 522, 5°) 
nz — 0. nn en Tr. r . 
u 77 "Ye ’ Vt Yx 


r 
5. Man benutze die Sinustransformierte der Funktion Sr. um ein Integral zu be- 


rechnen, das auf anderem Wege hier noch nicht berechnet wurde. 
Nach Beispiel 8(b) aus Nr. 519 lautet die Sinustransformierte 


1 (4 1 
Var \z et2-o-22] 


Da die ursprüngliche Funktion den Bedingungen für die Anwendbarkeit der Fourier- 
schen Formel genügt, ist sie die Sinustransformierte der oben angegebenen Funktion. 
Berücksichtigt man den Wert des Integrals 


sin x2 Te 
f = dz =D (2>0), 
0 


so kann man hieraus leicht die Beziehung 


[- 1 
sin 22 ser? og -77 
el _o-12 772 onz +e-77 
0 


erhalten oder (in anderer Bezeichnung) 


sin ax 1 a 
[ Sinh „„ de 7 tanh c} (a >(0) . 
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1 
6. Man zeige, daß die Funktion —— Vor mit ihrer Sinustransformierten iden- 
tisch ist. Ind — 1  Yare 


Hinweis. Man benutze Nr. 519, Beispiel $(a). 1 1 
7. Man prüfe die Fouriersche Formel (14) für die Funktionen cos 3 x? und sin > a2 


nach (die übrigens den Voraussetzungen, unter denen die Fouriersche Formel hergeleitet 
wurde, nicht genügen). 
Es ist 


2 r 11 1 1 
/2 [eos 5 22 c0s zz dz = — I COS (5 2? 22) dz+ f cos 6 22 Hzz) dz 
Ö 0 0 


\ 
- [oßge-z)a 

= — cos |< 2? — xz]| dz 

Y?r 2 


oder mit z=x2+u und unter Berücksichtigung der bekannten Werte der Fresnelschen 
Integrale (Nr. 522, 5°) 


1 f RE 
ee COS — (U —-T U 
Y2r I 2 


co oo 


1 1 1 1 1 
= cos = f os zw du-+sin za? [ sin zw du 


1 
008 5 22 +sin — x? 


2A 


Analog ergibt sich 


2 r ı 1 1 4 
V2 f sin Zr? cos a2 de= (cos 5 2?- sin 522). 
0 


Jetzt ist schon unmittelbar klar, daß die Kosinustransformierten der erhaltenen Funk- 
tionen genau die ursprünglichen Funktionen sind; das ist mit der Gültigkeit der Fourier- 
schen Formel gleichwertig. 

8. Man verifiziere (a) die Fouriersche Formel (14) für den Integralkosinus 


ost 
f(x) =eix= - f —— di, 


T 


(b) die Formel (15) für on Integralsinus 


sin b 
ge) =sixr= — J za: 


Die Bedingungen für die Anwendbarkeit der Formeln sind nicht erfüllt. 
(a) Lösung. Nach Nr. 497, Beispiel 23(a), ist 


— 


= se für z>1, 


cost 
Fx) = 2 forma [® di= 4; für 21, 


für z<1 
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und 


o> 


. x2 cost 
V- Teyeeninn F dz= — [ —di=ciz. 
Ti 
0 4: x 


(b) Hinweis. Man benutze Nr. 497, Beispiel 23(b). 


1 
9. Man verifiziere die Formeln (14) und (15) für die Funktion — —(0<s<1). 
Nach Nr. 539, Beispiel 3, ist 


V2 -VE— 1 
ra I 
oo 18 


I‘(s) cos — 
somit 
1 f COS 2X 1 T a 
7)  HEHWEEEEEEEESE: FEED EEE ERSER, y4 u mn . un 6 AR 
TS 21-8 rs 3 r(1—8 
I‘(s) cos 7.0 I’(s8) cos rn, I'(1-s) cos = 


1 
Das ist aber gleich —, wenn man den Ergänzungssatz der /-Funktion (Nr. 531, 5°) 
berücksichtigt. = 


Analog verifiziert man (15). 


10. Man verifiziere (14) für die Besselfunktion J o(®). 
Nach Nr. 524, Beispiel 5, ist 


0 für x>1, 


S Jo) cos zer de=4_+ _ für z<1. 


ri —g? 


ı Daher ist 
s/2 


2 
du=- f cos (zsin 9) dp, 
0 


2 
_  f cos ux du x Ju(2) cos zudz=— nl 
Yi-u: u? 
und das ist tatsächlich gleich Jo(z); vgl. Nr. 695. 
11. Fürn=0,1,2,. .. betrachten wir die Funktion 


den Beer (2) für 0=sx2-<1, 


für z>1. 
Ihre Kosinustransformierte ist 


u. 4 
2 
F«(x) -/2 | (1 —2?)%R- (1/2) cos zw dz 
0 


\ 


oder, wenn man den Kosinus in eine Reihe entwickelt und gliedweise integriert, 


i 
F«x) = e zZ S Br ,)! nf 2” (1 — z2)n- (112) dz. 


Nun ist aber nach Nr. 534, Beispiel 1, 
1 1 
| rba)rlerz) & 
vr) erg) rim i)t 


‚2 1 -z1n- U) d2=—. I SE A ee 
‚ ( 2?) dz 9 T(v+n+1) Yr+ny+i (v+n)! 
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Daher erhält man, wenn man die Reihenentwicklung der Besselfunktionen J„ (Nr. 395, 
Beispiel 14) heranzieht, 


= (-1P 2.” On —i)!! 
F«(x) = -V5 - IN 2 1 o+nımrr” Vz et, Jn(). 


Da für die ursprüngliche Funktion die Bedingungen für die Anwendbarkeit der 
Fourierschen Formel erfüllt sind, ist die Kosinustransformierte von F'.(x) genau die 
Ausgangsfunktion. Das führt auf das interessante Integral 


cos 2x d2=? (2n -1)!! 
N) 0 für z>1. 
Für n =0 folgt hieraus die schon bekannte Formel aus Nr. 524, Beispiel 5. 
12. In dem Ausdruck für den Integrallogarithmus, 


= 1 
[= ——— — (1-z3r-49) für O0=x2<1, 
P Ad 


z 
liz= 2 0 1), 
ie= |; (0<z<1), 
0 


« 


setzen wir 2=e-? (2>0) und t=e-%; dann erhalten wir 


ed 
[= fürz>1 und j& 
z 


gilt, ist li e-* von 0 bis » integrierbar, und somit sind (14) und (15) anwendbar. Für die 
Kosinustransformierte von li e”* finden wir 


2 u er 2 . d * du 
ze fie coszrdz= — = | eos | cn 
0 0 z 


und durch partielle Integration 


fe „gin 2x2 Pe ve arctan x ER 
-V- 2 


(Nr. 522, 2°). Hieraus folgt umgekehrt 


retan 2 ".. 
f ——— cos 22 da = als (x>0), 


und wir haben damit eine neue Integralformel gefunden. 
Analog finden wir mit Hilfe der Sinustransformierten 


feet immer -nior  (#>0 
0 


c0o3 72 — 


1) Das Integral = dz ist leicht durch Differentiation nach dem Parameter x 


zu berechnen. 6 
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13. Man beweise, daß in der Fourierschen Formel 


Hz) -__ IE IE cos2 (u—x) du, 
0 us 


wenn irgendwelche der oben angegebenen hinreichenden Bedingungen erfüllt sind, das 
innere Integral durch ein Integral 


r Hu) cosz (u-x) du 


mit beliebigen endlichen Grenzen ersetzt werden kann, sobald x zwischen a und D liegt. 
Hinweis. Statt /(u) betrachte man die Funktion f*(w), die für a<u<b mit f(u) 
übereinstimmt und sonst den Wert 0 hat. 


14. Die Funktion f(x) seiim Intervall (0, ©) monoton nicht wachsend und strebe für 
x—>© gegen 0; in der Umgebung des Nullpunktes setzen wir sie als integrierbar voraus 
(eventuell uneigentlich, wenn sie für x=0 unendlich wird). Man beweise, daß dann ihre 
Sinustransformierte F,(x) für «>0 eine nichtnegative Funktion ist. 

Aus unseren En folgt zunächst die Existenz des Integrals 


F,(xz) = -/2 f f(z) sin zz dz 


(Nr. 476, Kar Man kann es auch in Form einer Reihe 
= 6. 
F (x) = v2 p3 f(z) sin «2 dz 
J 
darstellen, deren Glieder abwechselnd positiv und negativ sind und dem absoluten Be- 


trag nach abnehmen (eine Reihe vom Leibnizschen Typ; Nr. 381). Hieraus folgt die Be- 
hauptung. 


15. Jetzt sei f(x) in [0, ©] eine beschränkte monoton abnehmende Funktion, die für 
x > gegen 0 strebt. Überdies setzen wir für x>0 die Existenz einer negativen monoton 
nicht abnehmenden Ableitung f(x) voraus. Man zeige, daß dann die Kosinustrans- 
formierte f(x) eine nichtnegative, in [0, &] integrierbare Funktion ist. 

Für 0<a<A<o gilt 


A A 
H IF(z)l de = — HJ F(«) de=f(a) - (4), 


so daß infolge der Beschränktheit von f(x) die Ableitung f(x) im Intervall [0, -] inte- ° 
grierbar ist. Hieraus folgt aber f’(x) >0 für 2—«. Durch partielle Integration erhält man 


F (x) -/2 J I(z) cos xz de = -V2 . - | F(z) sin zz dz; 


wendet man auf das letzte Integral das in Beispiel 14 Bewiesene an, so ergibt sich 
F«z) =0. 
Da für f(x) die Bedingungen für die Anwendbarkeit der Fourierschen Formel erfüllt 
sind, erhalten wir für 2 =0 


of dz Fre nme 2 [ru dz, 


wodurch die Integrierbarkeit F.(x) bewiesen ist. 
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Bemerkung. Wir weisen darauf hin, daß keiner dieser beiden Sätze für die Trans- 
formation. des anderen Typus richtig ist. Für die in Nr. 716, Beispiel 2, betrachtete 
Funktion /(x) wechselt die entsprechende Koaihetränslorinee 


Fa) = 2 sinax 
V- Te 2 


das Vorzeichen, Nimmt man f(x) =e”” (Beispiel 1 aus Nr. 716), so behält die Sinus- 


transformierte 


2 © 
le ee 


zwar für £>0 ihr Vorzeichen, ist aber in [0,] nicht integrierbar. 


719. Funktionen zweier Veränderlicher. Die Fouriersche Formel kann auch auf den 
Fall einer Funktion mehrerer Veränderlicher f(x}, 23, ..., x,) ausgedehnt werden. 
Wir beschränken uns auf Funktionen zweier Veränderlicher /(x,, x,), die wir als in 
der ganzen Ebene (--, ©; — ©, ©) definiert und nach jeder einzelnen Veränderli- 
chen differenzierbar voraussetzen. 

Ferner sei /(x,, 2,) für jedesfeste x, im Intervall [— , ©]nach x; absolut integrier- 
bar, analog für jedes feste x, in [—- ©, ©] nach x, absolut integrierbar. Wenden wir 
für festes x, auf f(x}, x.) (das ist eine Funktion einer Veränderlichen) die uns be- 
kannte Fouriersche Formel (11) an,!) so erhalten wir 


if. f | 
few %)=— dz, fra %,) c08 2, (uy— x) du. 
0 = oo 


Analog läßt sich die Funktion f(u,, x) der Veränderlichen x, bei festem u, folgen- 
dermaßen darstellen: 


fu, 9) =- "fan [ru Us) C08 25 (ug— X) dus . 


Durch Einsetzen erhalten wir die gesuchte Formel 


2 %)=7 fa [cos 2 (uı 21) au, [an [rer U,) 60829 (Ug— X) duz 


=, f dz; f du; f d2, f f(u4, u) c08 2, (ug— xı) 6082, (u — x) duz . 
Ö = co 0 co 


Ebenso wie in Nr. 715 kann man auch hierbei zu der Exponentialform über- 
gehen: 


Hz %) = af dz, 3 du; S d2y f fu, u,) law) tz mdldi,, (20) 


wobei die Integrale nach z; und z, im Sinne des Hauptwertes zu verstehen sind. 


1) Diese Formel ist hier auf Grund unserer Voraussetzungen anwendbar. Natürlich 
könnte man diese Voraussetzungen auch ändern. 
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Ist /(x;, &,) sowohl in bezug auf x, als auch in bezug auf x, gerade, so kann man 
alle Intervalle auf das Intervall [0, ] reduzieren und erhält 


2 2 


af 2 
Hz %) = 1 COS 2474 dz; f COS Z44U4 du f COS 2979 dz, / fu, Un) COS ZIU3 dv», (21) 
0 0 0 0 


wobei nur Kosinus auftreten. Ist f(x), %) in beiden Veränderlichen ungerade, 
so hat man die Kosinus durch Sinus zu ersetzen. 

Beide Formeln gelten auch für Funktionen f(z,, x,), die nur im ersten Quadranten 
gegeben sind, da man sie nach Belieben gerade oder ungerade auf die ganze Ebene 
fortsetzen kann (für die Formeln, die Sinus enthalten, bilden die Punkte auf den 
Achsen Ausnahmen). 

In allen diesen Formeln darf die Integrationsreihenfolge nicht geändert. wer- 
den. (Es sei denn, man vertausche die Indizes 1 und 2.) Gelingt es jedoch, die Ver- 
tauschbarkeit der beiden inneren Integrationen zu beweisen, so nehmen die For- 
meln eine besonders symmetrische Gestalt an. Dann ist Formel (20) den beiden 
folgenden men 


F(z, 2,)= = S du; S Hu, u) em ta) du,, 


1 fr . 
2, %)=75- faz [re 25) oe Nazı +22) das; 


F(z,, 2) heißt die Fouriertransformierte von f(x, 2). 
Analog läßt sich Formel (21) in zwei Formeln aufspalten, die dann völlig gleiche 
Gestalt haben: 


2 > >> 
F (2; 29) ze f du; [ra Us) c03 ZU, COS Z3U9g dus , 
Ö 0 


y/ . 
fx X) -— | dz, [re 25) COS 21% COS 29% d2z, . 
0 0 
Hier ist F,(z), 22) die Kosinustransformierte von f(x, 2), und f(x, 2) ist die 
Kosinustransformierte von F (z,, 2). 
Die Übertragung auf die Sinustransformierte überlassen wir dem Leser. 


87. Anwendungen 


720. Die Abhängigkeit der exzentrischen Anomalie eines Planeten von seiner mittleren 
Anomalie. Die Entwicklung einer Funktion in eine Fourierreihe führt zu einer beque- 
men analytischen Darstellung dieser Funktion, die häufig für numerische Zwecke ge- 
eignet ist. Wir entnehmen der theoretischen Astronomie das nachstehende wichtige 
Beispiel: Wir haben uns schon einmal mit der Keplerschen Gleichung 


E=M+tesinE (0<e<i1) 


720. Exzentrische Anomalie eines Planeten und mittlere Anomalie 475 


beschäftigt, welche die exzentrische Anomalie E eines Planeten mit seiner mittleren Ano- 
malie M verknüpft (Nr. 83; Nr. 452, Beispiel 3). Nach dieser Gleichung ist E eine ein- 
deutige und differenzierbare Funktion von M, die überdies: ungerade ist. Eine Ver- 
größerung von M um 2r zieht offenbar auch eine Vergrößerung von E um 2r nach sich. 
Daher ist sin E eine periodische Funktion von M mit der Periode 2x und in eine Sinus- 
reihe (nach Vielfachen von M) entwickelbar: 


sin E = 2 b„sinnM. 
n=a 
Jetzt müssen noch die Koeffizienten b,„ bestimmt werden. 
Nach Formel (21) aus Nr. 689 ist 
TI 
D;= [ sin ZsinnM dM=-sin E 
0 0 0 


Das integralfreie Glied verschwindet, da für M =0 bzw. z auch E=0 (bzw. r) ist. Er- 
setzt man im letzten Integral die Veränderliche M durch die Veränderliche E, die im 
gleichen Intervall variiert, und subtrahiert die Keplersche Gleichung, so erhält man 


Tr 
1 dsin E 
+ | cos nm ang aM» 


TT 
cos nM 


no] 3 


Te T 
Te 1 1 
5 dn -. f eos nM cosEdE - 3 cos (nE —ne sin E) cos E dE 
0 0 


0 
Nach einer bekannten Integralformel für die Besselsche Funktion J„(z) ist 


Te T 
1 . 
an | fon (n+1)E-nesinE}dE+ | eos {n -1) E-ne sin LE} an | " 
0 
1 Te 
z f eos (mE-zsinE)dE =J,„(T) 
0 


(vgl. z. B. Nr. 695) und somit 
1 
bin = [In+ılne) +Jn-ılrell. 
Andererseits ergibt sich leicht die Identität 


x 
On In+ı(@) +In-ı(@)] In). 
j 2 
Daher ist b„ = J„(ne), also 


A: | 
sin E=— % —J.(ne) sinnM 
€ n=i1 n 
und schließlich 
oo 1 j 
E=M+2 % -J,.(ne) sinnM. 
n=1% 


Dieser Ausdruck für die exzentrische Anomalie E mit Hilfe der mittleren Anomalie 
spielt in der Himmelsmechanik eine große Rolle. Wir hatten schon früher eine Ent- 
wicklung von E nach Potenzen der Exzentrizität e mit von M abhängenden Koeffi- 
zienten gefunden (Nr. 452, Beispiel 3). Sie galt aber nur für e<0,6627 ... und konnte 
z. B. auf Kometenbahnen mit großer Exzentrizität nicht angewendet werden. Unsere 


jetzige Formel ist von diesem Mangel frei. 
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721. Das Problem der schwingenden Saite. Die wichtigsten Anwendungen der Fourier- 
reihen (und -integrale) liegen auf dem Gebiet der mathematischen Physik. Um dies an 
Beispielen zu illustrieren, beginnen wir mit dem klassischen Problem der schwingenden 
Saite, wo die Frage, wann eine Funktion in eine trigonometrische Reihe entwickelbar 
ist, eine wichtige Rolle gespielt hat. 

Unter einer Saite verstehen wir einen frei verbiegbaren gewichtsiosen Faden. Eine 
solche Saite der Länge ? seian den Enden x =0 und x =! der x-Achse eingespannt und 
unter Einwirkung einer Spannung H längs dieser Achse in Gleichgewicht (Abb. 138). 
Wir stellen uns vor, im Zeitpunkt t=0 sei die Saite aus der Gleichgewichtslage ge- 
bracht; ihre Punkte mögen außerdem eine gewisse Geschwindigkeit in vertikaler 
Richtung besitzen. Dann beginnen die Punkte der Saite in einer vertikalen Ebene zu 
schwingen.!) Nimmt man an, jeder Punkt M der Saite mit der Abszisse x schwinge 
streng vertikal, so ist seine Auslenkung y aus der Gleichgewichtslage zur Zeit t=0 eine 
Funktion der beiden Veränderlichen x und t: 


y=y(z,t). 
Diese Funktion soll bestimmt werden. 


Abb. 133 


| d ne 
Wir beschränken uns auf kleine Schwingungen, bei denen y und ei klein sind (so 


daß sich die Saite nur wenig aus der Gleichgewichtslage entfernt und die Neigung der 
Tangente an die Saite klein bleibt); alsdann werden wir, wie üblich, die Quadrate dieser 


Größen vernachlässigen dürfen. 

Wir betrachten das Element ds=M’N’ der Saite im Zeitpunkt t (vgl. Abb. 138); 
seine Länge können wir auf Grund unserer Annahmen gleich seiner ursprünglichen 
Länge de=MN im Anfangszeitpunkt ansehen, eben wegen 


ds -Yı gr (22) drz.de. 


Da wir die Längenänderungen vernachlässigen, können wir auch die Spannung der 
Saite als unverändert ansehen. 

Auf das herausgegriffene Saitenelement wirkt im Punkt M’ die Spannung FH tangen- 
tial nach links, in N’ dieselbe Spannung tangential nach rechts. Sind « bzw. & die Nei- 
gungswinkel der Tangenten, so ist die Summe der vertikalen Komponenten dieser 
Kräfte (die wir allein zu berücksichtigen brauchen) gleich 


ee 
H-(sin& -sina)= -a|(* Pure =H 


Auch hier haben wir wieder benutzt, daß wir die Quadrate kleiner Größen vernachläs- 
sigen dürfen; z. B. setzten wir 


tan & Y 
sin = — tan x =. 
Yi1+tan?« 9% 
) 
Ferner haben wir den Zuwachs der Funktion u durch ihr Differential ersetzt. 


0% 
Ist oe die lineare Dichte der Saite, so ist die Masse des Elements gleich ods =odkr. 
Nach dem Newtonschen Gesetz muß nun das Produkt aus der Masse odx und der Be- 


1) Die Ebene der Abb. 138 nehmen wir ebenfalls als vertikal an. 
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9% 
schleunigung er gleich der Kraft sein, die auf das Element wirkt; also ist 


Fr iulälr wc (2) 


welche die zu untersuchende Erscheinung beschreibt. 
Außerdem muß die gesuchte Funktion y=y(x, t) noch gewissen Forderungen, zu- 
nächst den sogenannten Randbedingungen, etwa 


y(0, t)=0, y(l,t)=0 (3) 
genügen, die zum Ausdruck bringen, daß die Saite an den Enden eingespannt ist. Be- 
schreiben ferner f(x) und g(z) für O=xr=! die Auslenkung und die Geschwindigkeit 
der Punkte der Saite zum Zeitpunkt t=0, so müssen auch die Anfangsbedingungen 


dy(z, 0 
Ya, )=Ha), ET ale) & 


erfüllt sein. Natürlich muß /(0) =f{l) =g(0) =g(l) = sein. 

Unser Problem findet also seinen mathematischen Ausdruck darin, daß eine Funktion 
y(z,t) zu bestimmen ist, die der Differentialgleichung (2) und den Bedingungen (3) und (4) 
genügt. 

Wir beginnen, dem von FOURIER angegebenen Weg folgend, damit, daß wir von der 
Nullösung verschiedene partikuläre Lösungen suchen, welche überdies den Randbedin- 
gungen (3) genügen (um die Anfangsbedingungen kümmern wir uns vorläufig noch 
nicht). Diese partikulären Lösungen setzen wir als Produkt zweier Funktionen an, von 
denen die eine nur von x, die andere nur von t abhängt: y=X(x) 7(t). Dann nimmt (2) 
die Gestalt X 7” =a2X”T an (wobei die Striche die Ableitungen nach der Variablen be- 
deuten, von der die Funktion abhängt) oder 

I” x” 

Tezy er 
Die linke Seite hängt nicht von x, die rechte nicht von t ab; also ist der gemeinsame 
Wert weder von x noch von t abhängig, sondern eine Konstante, die wir mit —a?4? (A >0) 
bezeichnen. Dann kann man (5) in die beiden Differentialgleichungen 


T’+a2T=0, X”’+2X=0 (6) 
aufspalten; ihre mit je zwei willkürlichen Konstanten behafteten Lösungen („allge- 
meine Integrale“) lauten 

T=A cosait+B sin alt, X=Ücos/ir+Dsinix. 


Damit y=XT den Randbedingungen (3) genügt, muß ihnen X genügen. Für x=0 
ergibt sich sofort CO =0; setzt man x =1, so kommt man, da D nicht auch gleich 0 sein 
kann (denn sonst hätte man die triviale Lösung X =0), zu der Bedingung sin Al=0, 
also zu Al=nx für natürliches n, d. h. zu folgenden Werten für 4: 

v T T 

all Menge). (7) 


I 
Netzt man für A=A, 
AD=a, BD=b, ,. 


1) Hätten wir den konstanten Wert in (5) in der Form a?24? angesetzt, so könnten die 
Randbedingungen nur von der Funktion X =0 erfüllt werden. 


4= 
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so gelangt man zu partikulären Lösungen 
Yn=(a, 608 aA,t +b, sin aA,t) sin An® (n=1,2,3,..)s 


Man sieht leicht, daß auch die Summe beliebig vieler solcher Lösungen die gestellten 
Forderungen erfüllt. Es liegt daher nahe, die aus allen Lösungen gebildete unendliche 
Reihe zu betrachten: 


y= 2, (a, cos al„t +b, sin al,t) sin „X. (8) 
n= 
Wir nehmen einstweilen an, diese Reihe konvergiere und ihre Summe genüge der Dif- 
ferentialgleichung (2). Die Bedingungen (3) sind offenbar erfüllt. Jetzt erst wenden wir 
uns den Anfangsbedingungen (4) zu, und zwar wollen wir a,, b„ so wählen, daß die 
Funktion (8) auch ihnen genügt. Wir setzen die Reihe als gliedweise differenzierbar 
voraus, so daß also 


h) oo 
= = 2 (-a„al, sin aA,t+b„aA, cos al,t) sin Anz (9) 
1 


Nn= 


gilt. Setzen wir in (8) und (9) 4=0, so folgt 
Z a, sın A,e=flx), 2 AaAndn sin A,&2 =g(x) . (10) 
n=1 Nn=. 


Wenn aber die Funktionen fund g den Bedingungen für die Entwickelbarkeit in Fourier- 


reihen genügen, werden die gesuchten Koeffizienten durch die Formeln (24) und (25), 
aus Nr. 689 bestimmt: 


I I 
2 2 
n=7 [re sin A, dx, by = 1 f g(xz) sin A„e de. (11) 
=l: 
0 0 


Somit haben wir wenigstens formal die vollständige Lösung unseres Problems in 
Form der Reihe (8) mit den Koeffizienten (11) erhalten. 

Allerdings ist die Frage, ob (8) wirklich eine Lösung ist, noch offen. Um sie beant- 
worten zu können, müssen wir bestimmte Bedingungen für f und g formulieren; und 


zwar sei g differenzierbar, f zweimal differenzierbar, f” und g’ seien in [O, 2] von endlicher 
Schwankung. Dann gilt 


1 1\ 2 
An =0O 3 ’ Andn =O n2 . 


Beide Entwicklungen (10) gelten im ganzen Intervall [0, 1]; auch die Reihe (8) konver- 
giert, und die durch sie dargestellte Funktion genügt den Rand- und den Anfangs- 
bedingungen (die gliedweise Differenzierbarkeit nach ? ist jetzt durch die gleichmäßige 
Konvergenz von (9) gewährleistet). Etwas komplizierter ist der Beweis der Tatsache, 
daß y auch der Differentialgleichung genügt.?) 

Wir weisen zunächst daraufhin, daß die Reihen (10) auch außerhalb des Intervalls. 
[0, 2] konvergieren; bezeichnen wir ihre Summen wie oben mit f(x) bzw. g(x), so erhalten. 


i) Das folgt aus den allgemeinen Formeln (21) der Nr. 708 und der Bemerkung in. 


Nr. 709; die Ersetzung des Intervalls [0, rn] durch [0,7] ist natürlich unwesentlich. 
Dabei ziehen die naturgemäßen Bedingungen 


K)=/l)=0, gO)=gM)=0, 
die sich daraus ergeben, daß die Saite an den Enden eingespannt ist, sofort das Ver- 
schwinden der dort mit B,„ bezeichneten Größe nach sich. 


2) Das könnte man durch gliedweise Differentiation zeigen, wenn man die Funktionen f 


und g den äußerst starken Einschränkungen unterwirft, daß die Koeffizienten a, und. 
b„ von höherer Ordnung klein werden. 
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wir somit eine Entwicklung dieser Funktionen im ganzen unendlichen Intervall 
(-, ©), wobei die Differenzierbarkeitseigenschaften dieser Funktionen erhalten blei- 
ben, mit Ausnahme der Punkte klfür ganzes k. Die in jedem endlichen Intervall gleich- 
mäßig konvergente Reihe für g(x) kann man gliedweise integrieren, so daß 


= 1 
2 bn c08 Anx =. gı(z) 


ist, wobei gı(z) eine Stammfunktion von g(x) ist. Durch Auflösen der Klammern in (8) 
erhält man diesen Ausdruck in der Gestalt 


1 co oo 
Yy 41 > a„ sinA„(z+at)+ D a, sin A, (2 —at) 
2 n=i n=i 
_ 2 b„ cos A, (x+at)+ 3 b„ c08 A, (X -at)} 
n=a ni 


1 1 1 
N fle tat) +f(x -at) + gılz tat) -— gıl® - au)! 


Durch zweimaliges Differenzieren nach x und t kann man sich jetzt leicht davon über- 
zeugen, daß y auch (2) befriedigt. 

Die Lösung der hier betrachteten Aufgabe hätte man auch direkt in der zuletzt an- 
gegebenen Form erhalten können; die Lösung in der Form der trigonometrischen 
Reihe (8) hat jedoch den Vorzug, daß sie es ermöglicht, wichtige physikalische Beson- 
derheiten der untersuchten Erscheinung aufzudecken. Wenn man nämlich in (8) die bei- 
den Glieder in der Klammer zusammenfaßt, kann man 


y= > A,„ sin — z sin ("rra,) 


schreiben. Wir sehen, daß sich die vollständige Schwingung der Saite aus den einzelnen 
Schwingungen 
‚nn , ([nrna 
Yn = An sin yzein er +0.) 
additiv zusammensetzt. Alle Punkte der Saite, die an einer solchen Elementarschwin- 
gung beteiligt sind, schwingen mit derselben Frequenz bzw. mit ein und derselben 
Periode, der jeweils eine bestimmte Tonhöhe entspricht. Die Amplitude der Schwingung 
NT 

jedes Punktes hängt von seiner Lage ab und ist gleich A, | sin 7*? | . Denkt man sich 
die ganze Saite in n gleiche Teile geteilt, so befinden sich die Punkte desselben Teil- 
stückes stets in gleicher, die Punkte benachbarter Teilstücke jeweils in entgegen- 
gesetzter Phase. Abb. 139 zeigt aufeinanderfolgende Lagen der Saite für n=1, 2, 3, 4. 


I Abb. 139 
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Die Punkte, die ein Teilstück von dem nächsten trennen, befinden sich in Ruhe, es sind 
die sogenannten Knoten. Die Mitten der Teilstücke (die Bäuche) schwingen mit der 
größten Amplitude. Diese Erscheinung heißt stehende Welle; daher wird die Fourier- 
sche Methode auch Methode der stehenden Wellen genannt. 

Der Grundton wird durch die erste Komponente Ir bestimmt; ihm entsprechen die 


Ta T 


H 
Frequenz , = ya und die Periode T, =2] Er . Die übrigen Töne, die gleich- 


zeitig mit dem Grundton von der Saite hervorgebracht werden, charakterisieren eine 
bestimmte Färbung des Tones, sein Timbre. Drückt man einen Finger auf die Mitte der 
Saite, so ersterben sowohl der Grundton als auch die ungeraden Obertöne, für welche 
dort ein Bauch war. Die geraden Obertöne, für welche in der Mitte ein Knoten war, 


1 
ertönen weiter; unter ihnen spielt der zweite Oberton mit der Frequenz T', =7 T, eine 


wichtige Rolle, und die Saite liefert die Oktave des ursprünglichen Tones. Alles das kann 
man aus der Lösung unserer Aufgabe ablesen. 


722. Das Problem der Wärmeausbreitung in einem endlichen Stab. Gegeben sei ein 
dünner homogener Stab der Länge ! zwischen den Punkten x=0 und x =! der x-Achse. 
Den Querschnitt des Stabes, der den Flächeninhalt o habe, nehmen wir als so klein an, 
daß alle Punkte dieses Querschnittes in jedem Moment dieselbe Temperatur haben. 
Die Mantelfläche des Stabes denken wir uns gegenüber dem umgebenden Medium iso- 
liert.1) Im Anfangszeitpunkt t=0 sei eine Temperaturverteilung u längs des Stabes ge- 
geben, die durch die Funktion f(x), O=rxr=l, charakterisiert sei. Außerdem sei eine 
Wärmeregelung gegeben, die an den Stabenden aufrechterhalten werde. Das Problem 
besteht darin, die Temperatur der einzelnen Punkte des Stabes als Funktion der Ab- 
szisse x und der Zeit it zu bestimmen: u=ulz, t). 

Wir betrachten ein Element des Stabes zwischen den Querschnitten x und x +dk. 
Die Wärmemenge, die während eines „unendlich kleinen“ Zeitintervalls dt durch den 
linken Querschnitt in das Element eintritt, ist nach Nr. 666, Beispiel 2, gleich 

— ko - di, 
wobei k das Wärmeleitvermögen des Stabes ist; das Minuszeichen erklärt sich dadurch, 
daß die Wärme von wärmeren zu kälteren Stellen fließt. Analog dazu fließt durch den 
rechten Querschnitt die Wärmemenge 


u 
— ko (& “+ode) dt 


nach außen. Ändert man hier das Vorzeichen, so erhält man die Wärmemenge, die 
durch diesen Querschnitt von rechts nach links, d.h. in dieses Element hineinfließt. 
Somit ist die gesamte Wärmemenge, die sich in dem herausgegriffenen Element in dem 
Zeitintervall di ansammelt, gleich 


92u 
ko 9x2 dedt. 

Diese Menge kann man auch anders erhalten, wenn man davon ausgeht, daß durch sie 
u | 
Fr dt verursacht wird. Bezeichnet man mit c und o die 
Wärmekapazität bzw. die Dichte des Stabmaterials, so läßt sich die aufgewandte 

Wärmemenge folgendermaßen ausdrücken: 


eine Temperaturerhöhung um 


u 
coo d«- FT dt. 
1) Statt eines Stabes könnte man sich eine unendliche Platte zwischen. den Ebenen 
x=0 und x=/ vorstellen, unter der Annahme, daß in jeder zur x-Achse senkrechten 
Ebene ein und dieselbe Temperatur herrscht. 
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Vergleicht man beide Ausdrücke, so kommt man zu der fundamentalen Differential- 
gleichung der Wärmeleitung: 


u : ou [k 

Er N 112) 
Übrigens könnte man diese Gleichung auch aus der allgemeinen Gleichung 

du 

BE 

Fri, Au 


erhalten, die in Nr. 672, 3°, für den Raum hergeleitet wurde, wenn man u nur von z, 
nicht aber von y und z abhängen läßt. 

(&) Wir nehmen zunächst an, an den beiden Stabenden werde dieselbe Temperatur, 
etwa 0°, aufrechterhalten. Das führt zu den Randbedingungen 


u(0, t) =ull, t)=0 t=0). 
Die Anfangsbedingung 
ulz, 0) =f(x) ((=sr=!) (13) 


hatten wir schon erwähnt. Im Zusammenhang mit den Randbedingungen muß übri- 
gens f(0) =f(l)=0 sein. Zur Ermittlung der Funktion u(z, t), die der Differentialglei- 
chung (12) und allen aufgezählten Bedingungen genügen soll, verwenden wir die Fourier- 
sche Methode. 
Wie oben setzen wiru=XT an, so daß die Gleichung die Gestalt 
XT’=a?®X”’T od = 2 - 
=qa oder „=a’z 

annimmt. Setzt man den konstanten Wert dieser Quotienten gleich —a?42 (1>0), so 
erhält man die beiden Gleichungen 7’ +a242T =0, also 


T=Ceo- aM, (14) 
und X” +42X =0, also 
X=Acos/c+Beiniz. (15) 


Damit XT den Randbedingungen genügt, muß A=0, Al=nr (n=1, 2,3, ...) sein, so 
daß A wie auch bei der vorigen Aufgabe nur die Werte (7) annehmen kann.!) Mit BO =b, 
erhält man die partikulären Lösungen 


ar 
Un =578 n sin A,x (n=1,2,3,.).» 


Die allgemeine Lösung setzen wir als Reihe 


u= > b„e-a”n sin A,X u (16) 
n=i 
an. Um die ERBETRrBE zu befriedigen, müssen wir 


25, sin — pe x) ((=<r=i) 


setzen. Ist f(x) stetig und von endlicher Schwankung, so genügt es, 
I 
2 I NTE 
b„ = Jre sin — dr 


zu setzen, um diese Entwicklung zu erhalten. 
Diesmal bereitet der Nachweis, daß die formale Lösung (16) tatsächlich Lösung ist, 


i) Vgl. die Fußnote auf S. 477. 
31 Fichtenholz III 
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keine Schwierigkeit. Das Vorhandensein des Faktors 
-an?r?2 


ermöglicht es, die Reihe (16) gliedweise einmal nach ? und zweimal nach x zu differen- 
zieren; denn die Reihen, die man so erhält, konvergieren gleichmäßig inz (O=x=l) und 
int(tza>0). 

(b) Es werde jetzt am Ende x =]! die konstante Temperatur u, aufrechterhalten, das 
Ende x =0 sei isoliert, so daß keine Wärme hindurchtritt. Diesen Annahmen entspre- 
chen die Randbedingungen | 

du(d, £) 
ull, t)=uy (u, konstant), on = 0. (17) 
Die Anfangsbedingungen bleiben wie oben. 

Übrigens ist es jetzt zweckmäßig, statt u eine neue unbekannte Funktion v durch 

u=ug+v einzuführen. Für v ergibt sich offenbar dieselbe Gleichung 


0v 0) 
EDER, VE 
ot 0x2 
Die Randbedingungen werden durch einfachere ersetzt: 
9v(0, t) 
vll, )=0, Fr =0 


Schließlich lautet die Anfangsbedingung: 

v(z, 0)=fa) u. 
Setzen wir wieder v=XT, so erhalten wir für T und X die früheren Ausdrücke (14) 
und (15). Da 

j dX 

Fr — AA sin Ac +AB cos Ax 
ist, liefert die zweite Randbedingung B=0, und aus der ersten erhalten wir cos/l=0, 
so daß diesmal A folgende Werte annehmen kann: 

Te Te T 
4 27’ h=3 25 ...,. An =(2n-1) 9’ ... 


Schließlich kommen. wir zu den partikulären Lösungen 


2 
- at 
Un =4A„8 2 COs Ant (n =1, 2. 3, .) ) 


aus denen wir die allgemeine Lösung‘ 
< 2 
v= 2 a„0 "nt cos A,X 


n=i 


bilden. ” 
Die Anfangsbedingungen führen jetzt auf die Entwicklung 


Z a, 008 (2n-1) Ma) -u; 
n=i 21 
welche nicht die Standardform hat (vgl. Nr. 690, Aufgabe 25). Man kann jedoch leicht 


zeigen, daß unter den üblichen Voraussetzungen über f(x) diese Entwicklung tatsäch- 
lich für 


4 1 


I 
> TX2 
An=T | ie) cos (2n —1) 677 da Up ar 1 
0 


gilt. Somit ergibt sich schließlich 


== 2,2 
u=u+ 2% a„e-@ nt cos A,x 
ni 
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mit den goeben angegebenen Werten für die Gn. Daß das tatsächlich eine Lösung ist, be- 
weist man wie im Fall (a). 


Insbesondere gilt für /(x) =0 die Entwicklung 
4uo = 1 


on-l 2n — 


uU=u- 7 e-adAnt cos 1,8. 
Nach dieser Formel wurden für u9=300 und a?=0,1391) die Werte von u für verschie- 


dene t und x berechnet und in Abb. 140 (siehe S. 484) die Kurven der Temperatur- 
verteilung im Stab zu verschiedenen Zeitpunkten konstruiert. 


723. Der Fall eines unendlichen Stabes. Wir wollen jetzt dasselbe Problem der Wärme- 
ausbreitung für den Fall eines beiderseitig unendlichen, längs der x-Achse liegenden 
Stabes lösen (oder für den ganzen Raum, wenn nur in allen Punkten jeder zur x-Achse 
senkrechten Ebene dieselbe Temperatur herrscht). Die Differentialgleichung bleibt 
dieselbe; die Anfangsbedingung u(z, 0)=f({x) muß diesmal im ganzen Intervall ( — «,«) 
gelten, während Randbedingungen jetzt natürlich entfallen. 

Ebenso wie in den vorhergehenden Fällen erhält man eine partikuläre Lösung der 
Differentialgleichung in der Gestalt 

u=(a cos Ax +b sin Ax) e=e?t; 


aber hier liegt kein Grund vor, aus allen positiven Werten von A bestimmte Werte aus- 
zuwählen. Daher setzt man auch a und b als von A abhängig an, a=a(}),b=b(}), und er- 
hält dann naturgemäß die allgemeine Lösung in Gestalt eines Integrals: 


u= r [a(}) cos Ar +b(A) sin Aw] e-e#*dA. (18) 
0 


Damit diese (bisher nur formale) Lösung der Anfangsbedingung genügt, müssen die 
"Funktionen a(}) und b(A) so gewählt werden, daß für alle x 


f [a(A) cos Ax +b(}) sin Ax] dA =f{x) 
0 
gilt. 
Wir wollen nun annehmen, /(x) genüge den Bedingungen, welche die Anwendbarkeit 
der Fourierschen Formeln gestatten; dann können wir 


(x) -— f cos Ax f f(z) cos Az d2+sin Ax f /(z) sin Az dz 7 dA 
0 _ _ 


schreiben. Dann ist klar, daß a(}), b(2) durch 


a(}) -_ [re cos Az dz, b(}) -—.[ f(z) sin Az dz 


bestimmt werden. Somit nimmt (18) folgende Gestalt an: 
1 2 232 2 
uU=—- fowrar [ie cos4(2—-x) dz. 
Tr 
0 -o 


1) Es handelt sich dabei um einen 5 cm langen gußeisernen Stab. In diesem Fall ist 


j kg | >: en ; 10-3 J 1 
0=0,0072 —,, c=0,544 J/(kg'K), k = 0,544 - 10"? — also 
cm | 


m-K-s’ 
cm? 
a?=0,139 Zr 


31* 
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Ist /(z) in [-», ©] absolut integrierbar, so kann man nach Nr. 521, Satz 5, die Rei- 
henfolge der Integration nach A und z vertauschen: 


U = [ie dz ER cosA(z—-x) dA. 
Js : 


Das innere Integral läßt sich nach Nr. 519, Beispiel 6 (a), direkt berechnen; es ergibt 


sich zu 
(2— 2)? 


1 ” a 
—V/—oe 
Zar t 


Somit erhalten wir die Kasaa in der folgenden einfachen Gestalt: 


_@-2)2 


dat dz. (19) 


Durch Differentiation nach £ und zweimaliges Differenzieren nach x unter dem Integral- 
zeichen überzeugt man sich leicht davon, daß (19) tatsächlich Lösung ist. 

Nun untersuchen wir noch den Fall eines einseitig unendlichen, etwa längs der posi- 
tiven x-Achse gelegenen Stabes (bzw. des Halbraumes 2=0). In z=0 werde die Tem- 
peratur 0° aufrechterhalten. Für diesen Fall läßt sich die Lösung (19) benutzen, wenn 
die jetzt nur für O=r= » gegebene Funktion f(x) so auf die negative Achse fortgesetzt 
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wird, daß 
> 2, 
Sf I@)e tdz=0 


ist. Da der Exponentialfaktor gerade ist, genügt es offenbar, f(x) ungerade fortzu- 
setzen. Dann kann man die Lösung des neuen Problems folgendermaßen schreiben: 


Dez 


1 z  _@-2)% _(e+2)2 
ge I(z |. 4art 6 dat | dz. 
2a Yrt J 


Fordert man u =u, für £=0, so erhält man, wenn man v =u — u, einführt, leicht 


u; _e-2  _@tmi 
u=u+ — | (z) -u ‚F “alt —_e 0n |dz. 
0 da Ynt j L/ ) oJ 
Wir vermerken noch den Spezialfall f(x) =0: 
zi2aVt 
u=wil-— f e-t’d£}. 


Für ug =300° und a?=0,139 (vgl. die Fußnote auf S. 483) wurden nach dieser Formel 
für verschiedene & und t die Werte von u berechnet und die Kurven der Temperatur- 
verteilung im Stab zu’ verschiedenen Zeitpunkten gezeichnet. Diese Kurven zeigt 
Abb. 141; man stelle sie der Abb. 140 gegenüber. 


724. Modifikation der Randbedingungen. Wir wenden uns wieder dem Problem der 
Wärmeausbreitung in einem endlichen Stab zu (vgl. Nr. 722), ändern aber die Rand- 
bedingungen. Wie damals nehmen wir an, in x =0 werde die Temperatur 0° unterhalten; 
jedoch möge in x =] eine freie Wärmeausstrahlung in das umgebende Medium der 
Temperatur 0° stattfinden. Die im Zeitintervall dt diesem Ende zufließende Wärme- 
menge ist (vgl. Nr. 722) 

Oull, £) 
0% 
und die nach dem Newtonschen Gesetz ausgestrahlte Wärmemenge (vgl. Nr. 359, Bei- 
spiel 3) ist hou(l,t) dt, wobei h die „Wärmeübergangszahl“ ist. Daher muß am Ende x =! 

die Bedingung 
dufl, t) 
x 


— ko 


di, 


-k —chull, i) 


) 
erfüllt sein. 
Betrachtet man jetzt eine partikuläre Lösung der Form U=XT, so findet man wie 


in Nr. 722 
T=(Ce#, X=Acosiz+Bsin ix. 


Die Randbedingung für x =0 liefert A=0, die für «= führt auf 


k 
—kicosAl=hsin Al oder tan Al= 77 Al. 


Somit ergeben sich für A die Werte A, 58, wobei die £, (n=1, 2, 3, ...) die positiven 


Wurzeln der transzendenten Gleichung tan & = 77 € (vgl. Nr. 679, Beispiel 4) sind. 
Die allgemeine Lösung ergibt sich in der Gestalt 


u= 2 b,e "sind, 
n=l 
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ähnlich (16), jedoch, und das ist wichtig, sind die Zahlen A, hier von sehr viel kompli- 
zierterer Natur. 


Die Anfangsbedingung führt auf die Beziehung 
= x 
3b, sin ©" fe); (20) 
n=1 I 


man kann sie als verallgemeinerte Fourierreihe von f(x) im Intervall [0, !] auffassen 


und dann unter Benutzung der Orthogonalität der Funktionen sin = (Nr. 679, Bei- 
spiel 4) in üblicher Weise die b„ bestimmen: 


I 
f fx) sin = dx 
b, 2 
f sin? = dr 
Ö 


Wir lassen die Frage nach den Bedingungen, denen /(z) genügen muß, damit (20) 
gilt, offen, beschränken uns hier also auf die formale Lösung des Problenss. 


725. Die Wärmeausbreitung in einer kreisförmigen Platte. Wir betrachten ein weiteres 
Wärmeausbreitungsproblem, nämlich das einer kreisförmigen Platte vom Radius k 
mit dem Mittelpunkt im Ursprung. Wir setzen die Platte als so dünn voraus, daß die 
Temperatur nicht von der Höhe abhängt; die Grund- und die Deckfläche seien isoliert. 
Außerdem beschränken wir uns auf den Fall, daß die Temperatur u nur vom Radius ’r, 
nicht aber vom Polarwinkel 0 abhängt. Wir geben die entsprechenden Anfangs- und 
Randbedingungen an. (Man könnte ebensogut einen beiderseits unendlichen Zylinder 
untersuchen.) 


Da u nicht von 2 abhängt, können wir die allgemeine Wärmeleitungsgleichung 
(Nr. 672, 3°) 
au 


Frs =a?: Au 
in der Gestalt 
au u O9u 
FJ2 .; = i) .- 
schreiben. Wenn wir zu Polarkoordinaten übergehen, wird der Klammerausdruck zu 
u 109%u 10u 
In EIZu rar 
(vgl. Nr. 222, Beispiel 1). Da u nicht von 6 abhängt, ergibt sich 
au ou 10u | 
= (mtr 3 
Die Anfangstemperaturverteilung möge in der Gestalt u(r, 0)=g(r) ((=zsr=R) ge- 


geben sein, die Randbedingung als u(R, t)=0. Wir gehen auch hier nach der Fourier- 
schen Methode vor, setzen also die Lösung von (21) in der Gestalt 


u=R(r) T(t) 


an. Zur Bestimmung von R und T' erhalten wir die Differentialgleichungen 


(21) 


1 
T’+a2T=0, R’+7 R+A2R=0. 
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Aus der ersten ergibt sich T=Ce-“%*, Die zweite geht mit r 2; und R (z ) =J(z) 
in die Besselsche Gleichung ı A 


1 
+z7’+J=0 


über, die die Besselfunktion J, als Lösung hat; wir setzen R(r) =J o(Ar). Dann liefert die 

Randbedingung J,(AR) =0. Wir haben schon in Nr. 679, Beispiel 6, darauf hingewiesen, 

daß Jo(&) unendlich viele positive Nullstellen &, (n=1, 2,3, ...) hat; für A sind also die 
P | 


Werte A,= R (n=1,2,3, ...) möglich. Ihnen entsprechen die partikulären Lösungen 
Un = ne aan) (Ayr) ; 
aus denen wir die allgemeine Lösung 


u= 2 cne@ Rz] (A,r) 
n=1 


bilden. 


Nun müssen noch die c„ bestimmt werden. Die bisher noch nicht verwendete An- 
fangsbedingung liefert 


nT 


2 CnJo (7) =o(r) ((sr=R). 


Wir hatten schon in Nr. 679, Beispiel 6, gesehen, daß das System {J,(&,2)} im Inter- 
vall [0, 1] orthogonal mit dem Gewicht!) x ist; offenbar ist das System le} 


orthogonal in [0, R] mit dem Gewicht r. In üblicher Weise erhalten wir die Koeffizien- 
ten dieser verallgemeinerten Fourierreihe: " 


Auch hier geben wir uns mit der formalen Lösung zufrieden. 

Der Leser sieht, daß die letzten beiden Beispiele schon über den Rahmen der gewöhn- 
lichen Fourierreihen hinausgehen. Wir haben sie gebracht, um zu zeigen, wie wichtig 
die Anwendung der Fourierreihen in der mathematischen Physik ist. Sie spielen dort 
zwar eine große Rolle, genügen aber bei weitem nicht allen Erfordernissen der mathe- 
matischen Physik. Eine kleine Modifikation der Bedingungen des Problems macht an- 
dere Entwicklungen notwendig. Das mindert aber keinesfalls die Bedeutung der Fou- 
rierreihen und des weiteren Ausbaues ihrer Theorie: Die Fourierreihen sind das ein- 
fachste und wichtigste Beispiel einer Orthogonalentwicklung. Nach diesem Muster wur- 
den alle übrigen ähnlichen Entwicklungen, deren Theorie engstens mit der Theorie der 
Fourierreihen zusammenhängt, konstruiert. 


726. Praxis der harmonischen Analyse. Ein Schema für 12 Ordinaten. Die Entwicklung 
einer Funktion in eine Fourierreihe, eine harmonische Analyse, kann sich bei Problemen 
der Praxis, z. B. in der Maschinenkunde und in der Elektrotechnik, als notwendig er- 


1) Vgl. die Fußnote auf S. 372. 
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weisen. In diesen Fällen kann man aber sehr selten die Euler-Fourierschen Formeln 


27 2rr 
1 1 
or f fx) dx,1) n=Z f f(x) cosnz dx, 
0 0 (22) 
b„ -_ f f(x) sin n& dx (n=1, 2,3, ...) 
0 


zur tatsächlichen Berechnung der Koeffizienten benutzen. Das liegt daran, daß die zu 
entwickelnde Funktion gewöhnlich in Tabellenform oder graphisch gegeben ist. Es gibt 
also keinen analytischen Ausdruck für sie; oft wird gerade die harmonische Analyse vor- 
genommen, um einen analytischen Ausdruck (und sei er auch nur angenähert richtig) 
für die Funktion zu erhalten. Unter diesen Umständen muß’man zur Ermittlung der 
Fourierkoeffizienten Näherungsmethoden verwenden. Natürlich kann man in der Pra- 
xis nur mit den ersten Gliedern einer trigonometrischen Reihe rechnen. Zum Glück neh- 
men die Fourierkoeffizienten in den meisten Fällen rasch ab, so daß die weiteren nur 
wenig Einfluß ausüben. 

Meistens werden äquidistante Ordinaten vorgegeben (oder einer Kurve entnommen), 
d.h. Werte der Funktion y in äquidistanten Argumentwerten x. Für diese Ordinaten 
kann man mit Hilfe der in Kap. IX, $ 5, dargelegten Methoden die Größen (22) nähe- 
rungsweise berechnen. Diese Berechnung ist aber sehr umständlich, so daß man zur 
Vereinfachung, sozusagen zur Automatisierung, zahlreiche Verfahren erdacht hat, 
von denen wir jetzt eines darlegen. 

Es sei beispielsweise das Intervall [0, 2r] in k gleiche Teile geteilt, und es seien die 
Ordinaten Yo Yı> Y2> ++ Yk-1 Yk rs in den Teilpunkten 


IT 9 Ir. 
Zu E’" 


bekannt. Dann ist nach der FOR (Nr. 322) 
1 2r| 1 1 
O5, E Yryı ryrty-ır5 Ye | 


(natürlich nur näherungsweise). 
Auf Grund der Periodizität der Funktion ist y =Y,, also 


0 „(k- N ‚Ir 


kny=ytyıtYyttYr-1- (23) 
Analog ergibt sich mit Hilfe der Trapezformel für die übrigen Integrale (22) 
1 2r Ir 4r: 2(k-1)r 
Am =. . TE YotYyı cos m 7092 cos m an +Yr_1 C0Os8 m a ae 
oder 
27 4r 2 (k-1) rn 
— Am =Yo +Yı COS m — + Ya C08 m — +" +Yr-1 C0O8 m — — , (24) 
2 k k k 
ebenso 
j 27 47 2(k-1)r 
— Dm =yı sin m — +Yya sin m — +" +Yr-ı Sin m — (25) 


2 k k k 


Wir setzen zunächst k=12 und gehen von den zwölf Ordinaten Yo Yır Y2> +, Yıı BUS, 
die den 12 äquidistanten Argumentwerten 


T.T%- nn 22 59% In 4rnr 30 Arc 1lie 


LI VI TORTE FTD’ 3706 


Sr = 


1) Wir kehren hier zu der Bezeichnung des freien Gliedes einer trigonometrischen Ent- 


. . . ao “ 
wicklung mit a, | nicht cy zurück. 
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d.h. den Winkeln 
0°, 30°, 60°, 90°, 120°, 150°, 180°, 210°, 240°, 270°, 300°, 330° 
entsprechen. 


Alle Faktoren, mit denen man diese Ordinaten zu multiplizieren hat, reduzieren sich 
auf +1, +sin 30°= +0,5, tsin 60°= +0,866. Man prüft nämlich leicht nach, daß 


12, =yotyı +YatYy3st+ytY+Y+Y7 +Yg+Y9 +Yıo +Yuı > 
ba, = (ya +Yıo —Ys —Yg) sin 30° + (yı +Yı1 —Ys —Y,) sin 60° + (yo Ye) > 
ba, =(yı +Y +tY7 +Yıı -Y2 -Y —Yg -Yı0) Sin 30° + (yy +Ys—Y3 Yo) » 
baa=ytytY -Yı-Y—-Yıo; (26) 
65, =(yı +Y —-%Y7 Yu) sin 30° + (ya +Yy4 —Yg -Yıo) sin 60° +(y3 — Yo) 
6b, =(yı +Yy2+Y7 +Yg -Y—-Ys —Yıo -Yıı) sin 60°, 
6b; =yıtys+Yy9-Y3 -Y7 —-Yı USW. 


ist. Beispielsweise ist 


ba; =Yyy +Yı cos 30° +%Y, cos 60° +%Y3 cos 90° +y, cos 120° +9, cos 150° 
+26 cos 180° +%, cos 210° +%g cos 240° +%Yg cos 270° +Y49 cos 300° 
+, cos 330° 
=Yyo+Yı sin 60° +%5 sin 30° — y, sin 30° — y; sin 60° — y, —y- sin 60° 
— Y; sin 30° +10 sin 30° +%;1 sin 60°, 


was dem oben angegebenen Ausdruck entspricht. Um die Berechnungen (etwa die 
Multiplikationen) auf ein Minimum zu reduzieren, führt man sie nach einem bestimm- 
ten Schema aus, das von RUNGE!) stammt. 

Zunächst schreibt man die Ordinaten in der nachstehend angegebenen Anordnung, 
darunter die Summe und die Differenz je zweier übereinander stehender Ordinaten: 


OÖrdinaten. 


Y  Yı Y3 Y3 %Y, Y; Ye 
Yır Yo % %Yg Y7 


Summen wu u U WW U Ug 
Differenzen 74 © v3 % %; 


Danach verfährt man mit diesen Summen und Differenzen ähnlich: 


| Summen Differenzen 
Uy U U Ug © 0 © 
Us Us Us [4 U 
Summen so Mn a 8 Summen 4 09 03 
Differenzen dd u de Differenzen öl 69 


Mit Hilfe dieser Größen s, d, o, 6 können wir die gesuchten Koeffizienten folgender- 
maßen ausdrücken: 
12a, =$9 + +8 +83 , 

6a, =dy + 0,866d, + 0,5d, N 

6a, = (89-83) + 0,5 (81 82) ; 

6a3 =dy -dy N (27) 

65, =0,50; Tr 0,8660, +03, 

65, = 0,866 (öj +ö5) ’ 

653 =04-03, USW. 
Man prüft leicht nach, daß diese Formeln genau die Werte (26) liefern. 


1) CaArL Runge, 1856-1927, deutscher Mathematiker, 
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7127. Beispiele. 


1. Abb. 142 zeigt das Diagramm der Tangentialkräfte (an der Kurbelwelle) für eine 
Dampfmaschine.!) Im Zusammenhang mit dem Problem der kleinen Schwingungen der 
Welle ist es interessant, die harmonischen Komponenten der Tangentialkraft 7 als 
Funktion des Drehwinkels g der Kurbelwelle zu bestimmen. Dem Diagramm entnimmt 
man 12 äquidistante Ordinaten und führt die harmonische Analyse nach dem ange- 


gebenen Schema aus: 


11900 


11900 


4300 
7600 


11900 
— 3300 


-7200 -300 7000 
T 950 4500 
u -720  —- 50 11500 
v 550 2500 

- 7200 —- 50 11500 
* — 7400 -7450 3850 
8 —14600 -7500 15350 
d 200 7400 7650 


Jetzt ist nach (27) 


12a, = — 14600 — 7500 +15350 +11900 =5150, 
6a, =200 + 7400 - 0,866 + 7650 - 0,5 =10433, 
6a2 =( — 14600 — 11900) +( — 7500 - 15350) - 0,5 = — 37925, 


Ga; = 200 - 7650 = —- 7450, 


65, = - 3500 -» 0,5 — 1350 - 0,866 — 3300 = — 6219, 


6b, =(2400 +6350) - 0,866 =7578, 
65, = -3500 +3300 = — 200, 


also 


— 5200 
— 2250 
— 7450 
— 2950 
2500 
— 3850 
- 1350 
6350 
n= 429, 
a, = 1 739, 
Qa=— 6321, 
Ad=— 1 242, 
bi = -1037, 
b> = 1 263, 
Da ec 35, 


T=429 +1739 cos 9 — 1037 sin 9— 6321 cos 2% +1263 sin 29 


— 1242 cos 39 —33 sin 39 + 


oder, wenn man die Kosinus und Sinus desselben Winkels zusammenfaßt, 


T =430 + 2020 sin (p + 121°) +6440 sin (29 + 281°) +1240 sin (39 +268°) + . 


Wir sehen, daß hier die zweite Harmonische den größten Einfluß ausübt. 


2..Um sich an einem Beispiel darüber klar zu werden, mit welcher Genauigkeit man 
etwa die Fourierkoeffizienten einer Funktion aus 12 Ordinaten ihrer Kurve erhält, 
wenden wir diese Methode auf eine analytisch gegebene.Funktion an und vergleichen 


die Näherungsresultate mit den genauen. 


Zunächst betrachten wir die in [0, 2r] durch 


1 
y=f(x) = 53 (23 — 31:2? + 2172%) 


und für die übrigen x durch 


fx +2r) =f(x) 


definierte Funktion, deren Kurve Abb. 143 zeigt. 


— 7400 


— 7400 


— 3300 


—- 3300 


4) Ähnliche Diagramme ergeben sich auf Grund der Indikatordiagramme unter Berück- 


sichtigung der Trägheitskräfte, 
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l 


-2000 
-4000 
-6000 
-8000 
0 60° 120° 180° 240° 300° 360° 
Abb. 142 
Wir berechnen die Tabelle 
= = = 2r | Br 7 en 4r 37 Br ilr 
2:!0| — — _ — | — — — — —— [297 
6 3 2 3 6 = 6 3 I 3 6 
y1010, en che 5890, a 955 0 -0.250 — 0,465 -0,580 — 0,582 -0400 0 


Dabei kann man die leicht zu beweisende Identität 


f?r -x)= f(x) 
benutzen. 
Nach dem Rungeschen Schema finden wir für diese y die Koeffizienten b; =0,608, 
b,=0,076, db; =0,022; alle u; und damit alle a, sind gleich 0 (Nr. 690, Beispiel 22). 
Formel (22) liefert direkt (durch dreimalige partielle Integration) 
Tr 


1 . 6 
Ibm 33 [ (23 —- 3x2? +2r?e) sin mx dx = 3} 
0 


demnach ist 


6 3 
2 


Ar? i Or2 


in guter Übereinstimmung mit den obigen Zahlen. 
3. Jedoch ergibt sich nicht immer ein so genaues Resultat. Als Beispiel betrachten wir 


nun die in [0, 2x7] durch 


1 
y-Id)=-Zz(@- m 
definierte und mit der Periode 2: fortgesetzte Funktion, deren Kurve Abb. 144 zeigt. 


‚Abb. 144 
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Unter Benutzung der trivialen Identität f{2r —x) =f(x) erhalten wir die Tabelle 


0 T It dr 11r 9 
= 6 F 2 3 6 |I71% 3 Er re 
yıl 0,094 10,444 0,250 10,111 10,028 | 0 10,028 |0,11110,250 10,444 0,694} 1 


Nach dem Rungeschen Schema ergibt sich a, = 0,338, a} =0,414, a, =0,111, a3 =0,056; 
alle v; und alle b.. sind 0 (Nr. 690, Beispiel 22). Die genauen Werte der Koeffizienten 
sind 


Art 
1 1 
00-5 | (-r)’de=7=0,333, 
0 


(mzi), 


1 ITe 
Am=— x — T)2 cos mt dt = —— 
0 


insbesondere ist 
4 1 4 
a = 7” 0,405, a3 =5”*0,101, 370.3 0,045 . 
Für die ersten beiden Koeffizienten beträgt der relative Fehler höchstens 1,5 bis 2 %, 
aber für die folgenden erreicht er 10 %, (a3) und sogar 20 %, (as). In Nr. 730 wenden wir 
uns dem Problem der Genauigkeit unserer Näherungsformeln nochmals zu. Aber schon 
jetzt ist klar, daß zur Erhöhung der Genauigkeit mehr Ordinaten erforderlich sind. 


728. Ein Sehema für 24 Ordinaten. Wir wollen jetzt annehmen, es seien 24 Ordinaten 
gegeben oder abgelesen, %9, Yı> Y2> «+, Y23, die den Argumenten 


0 Iv m Tr 33T 
19% 6’ 4’ ...7 12 ) 
entsprechen. 


Diesmal sind die Faktoren, mit denen zur angenäherten Berechnung der Fourier- 
koeffizienten die Ordinaten zu multiplizieren sind, die Werte 


+1, +sin 15°, +sin 30°, +sin 45°, +£sin 60°, +sin 75°. 


‚Ohne auf Einzelheiten. einzugehen (da alles in völliger Analogie zum Vorhergehenden 
verläuft), geben wir hier ein Rechenschema an, das ebenfalls von Runge stammt. Nach 
einem vom Leser leicht durchzuführenden Ansatz wird ihm das Schema ohne weitere 
Erläuterungen klar sein. 


d.h. 0°, 15°, 30°, 45°, ..., 345° 


Ordinaten 


Yo Yı Y2 y3 Yı Y5 Ys Y7 Y %Yy Yıo Yıur Ya 
Y3 Ya Ya Yo Yıya Yıs Yır Yıs Yıs Yıa Yıa 


Summen ou m 9 WW % WW U U U Up Yı Um 
Differenzen 071 v9 VG 0% Ur 07 %7 GG %G vo ’ı 


Summen Differenzen 
Ug Yı WU Ug Us Us Us U %g VG WG. Ds; Us 


U Uı UYıo Ug Us %U7 vu %0 %g Vg U 


Summen Do Pı Pa Ps Pr Ps P Summen nn rn TR 


Differenzen 9a nn 93 4 5 Differenzen  , 9 Ss % 8 


729. Beispiele 493 
ee mm mm 


Summen Differenzen 

PoPı Pı2 Ps. 4 83 3 

Pe P5 PR 5% 
Summen kokı ky kz Summen m m Ms 
Differenzen u Differenzen |nı n 


Mit den q und r brauchen keine Additionen und Subtraktionen ausgeführt zu werden. 
Mit Hilfe der so errechneten k,!,m, n,g und r lassen sich die Fourierkoeffizienten 
folgendermaßen ausdrücken: 


24a, =ko +kıtky +ky , 

12a, =[g0 + 0,5% + 0,6124 (9, +95)] +[0,8660g, + 0,7071g3 + 0,3536 (4 -)] , ) 
12a» =Iy — 0,8660/7, + 0,515 R 

12343 =(9 - 4) +0,7071 (4-93 -9;) ; 

120, =(kg—k3) +0,5 (kı —ks),, 

12a; =[g0 + 0,59; + 0,6124 (q1 +95)] - [0,8660g, + 0,7071g3 +0,3536 (4 —q;)] 
12a, =Iy — I) r (28) 
125, =[0,5r3 +rg +0,6124 (rı +r;)] + [0,707 1r3 + 0,8660r, — 0,3536 (rı —r;)] , 
12b, =0,5m, +0,8660ma -+ ma , 

126, =(r, —re) + 0,7071 (rı +r3—T;) , 

12b, =(0,8660 (nr; +Nn5) y 

125, =[0,5r3 +r5 + 0,6124 (ri +r;)] -[0,7071r3 + 0,8660r, — 0,3536 (ri —r;)] , 
12b,=mı -—m; usw. 


Die weiteren Koeffizienten ergeben sich für 24 Ordinaten mit immer geringerer Ge- 
nauigkeit. 

Wir machen den Leser noch auf folgendes aufmerksam. Um a, und a; zu erhalten, 
muß man die Ausdrücke in den eckigen Klammern einzeln ausrechnen und dann 
addieren (für a,) bzw. subtrahieren (für a,). Entsprechendes gilt für 5, und b;. 


729. Beispiele. 


1. Wir wenden uns wieder dem Diagramm der Abb. 142 zu, entnehmen ihm 24 
Ordinaten und führen die harmonische Analyse nach folgendem Schema durch: 


-7200 -4150 - 300 3250 7000 7450 4300 
u | — 5150 350 2300 4500 6800 7600 
u -7200 -9300 — 50 5550 11500 14.250 11900 
v 1000 — 550 950 3500 650 - 3300 

(Fortsetzung) 
2750 0 — 2650 -5200 — 7700  —-7400 

> 6400 3850 650 2250 - 4850 
u 9150 3850 2000 7450 -12550  -7400 
v -3650 -3850 3300 2950 — 2850 

- 7200 - 9300  - 50 5550 11500 14250 11900 

— 7400 -12550 -7450 — 2000 ‚3850 9150 


n _14600 —21850  -7500 3550 15350 23400 11900 
q 200 3250 7400 7550 7650 5100 
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1000 — 550 950 2500 650 3300 

2 2850 — 2950 —-3300 -3850 —- 3650 
; _1850  -350 -2350 -1350 -3000 -3300 
8 3850 3400 4250 6350 4300 

-14600 -21850 - 7500 3550 3850 2400 4250 
p 11900 23400 15350 ° 4300 6350 
k  |- 2700 1550 7850 3550 m 8150 8750 4250 
l 26500 -45250 - 22850 N -450 -3950 


Hieraus folgt nach (28) 
a= 427, a = 1685, a, = — 6426, Ga, = —1175, a, = -783, 
as=-163, .a=-— 304, b, = — 938, b,= 1325, bs= — 837, 
b, = —- 318, b; = — 398, b, = 325. 
Es ergibt sich 
T =427 +1685 cos g —- 938 sin $ — 6426 cos 2 + 1325 sin 29 — 1175 cos 3 


— 87 sin 39 - 783 cos 4o — 318 sin dp — 163 cos 59 — 398 sin 5P — 304 cos 69 
+325 sin 69 + 


oder, zusammengefaßt und gerundet, 
T =430 +1930 sin (9 + 119°) +6560 sin (29 +282°) +1180 sin (39 + FE, 
+845 sin (4o + 248°) +430 sin (59 +202°) +445 sin (69 +317°) + 


Ein Vergleich mit den Größen der Entwicklung von Tin Nr. 727, Beispiel 1, zeigt in den 
ersten drei Harmonischen eine mehr oder weniger gute Übertinstimmung. 


2. Die Berechnung der 24 Ordinaten für die Kurve 
1 
= =; (x Zi r)2 


aus Nr..727, Beispiel 3, überlassen wir dem Leser, ebenso wie die Bestimmung der Nähe- 
rungswerte für a,, Q4, @9, Ga, Qy, Az, a, nach dem erwähnten Schema. 

Lösung. Es ist a,% 0,334, a) 0,407, a9, 0,104, a3 0,047, a, 0,028, a; 0,019, 
060,014, während die genaueren Werte 


a9, 0,333, ai = 0,405, a,* 0,101, a3 0,045, a, 0,025, a, 0,016, ar 0,‘ 011 
sind. 

Außer diesem angegebenen Schema existieren andere zur Berechnung von Näherungs- 
werten für die Koeffizienten: für 16 und für 32 Ordinaten (die in der Schiffahrt zur 
Untersuchung von Kompaßabweichungen benutzt werden), für 36 Ordinaten (in der 
Elektrotechnik) usw. Man hat auch Schablonen ausgearbeitet, mit denen sich die 
Berechnungen „automatisch“ ausführen lassen. In allen diesen Fällen ist das Wesen 
der Verfahren, mit deren Hilfe sich die Berechnung der Fourierkoeffizienten vereinfa- 
chen läßt, das gleiche wie bei dem oben betrachteten. 


730. Vergleich der angenäherten und der exakten Werte der Fourierkoeffizienten. Ist /(x) 
in [0, 2] durch einen analytischen Ausdruck gegeben und zweimal differenzierbar, 
so kann der Fehler der oben gefundenen Näherungsformel für die Fourierkoeffizienten 
wie üblich ermittelt werden (Nr. 727). Jetzt stellen wir uns ein anderes Ziel; wir wollen 
nämlich eine Beziehung zwischen dem Näherungswert eines gegebenen Koeffizienten 
und den genauen Werten. dieses und der anderen Koeffizienten herleiten. Sie liefert 
zwar keine Abschätzung für die Fehler, wirft aber Licht auf das Problem im Großen 
und gibt eine zweckmäßige Orientierung. 
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Wir nehmen also für y=f(x) in [0, 2x] die Fourierreihenentwicklung 
y=4o+ 2, A„cosnze+ 2% B,„ sin nz 
f n= n=i 


als gültig an. Wir haben die Koeffizienten mit großen Buchstaben bezeichnet, um sie 
von den Näherungswerten, die wir mit kleinen Buchstaben bezeichnen, zu unterschei- 


Zir 
den. Wir setzen x == (=0,1,..,<-1) und berechnen die speziellen Werte der y;, 


die in (23), (24) und (25) vorkommen und die Näherungswerte für die Koeffizienten 
liefern: 


DinT Jinr 
k k 


Wir setzen diese Werte in (23) ein; durch Vertauschen der Summationen finden wir 


1 ek Mi 
g77,) (6A, +2 A, 2 COS 


y=Ayg+ & An C08 + % B,„sin 
ni a—i 


nn => ki Bunt 
+2 B.„ £ sin . a. 
ko na 1 k 


i : . k—1 Dinn k-1  2inn j 
Wie man leicht sieht, sind aber die Summen 2 cos > >, sin en gleich O0, mit 
i=1 


| 
Ausnahme des Falles, daß n ein Vielfaches von & ist; dann ist die erste gleich k (die 
zweite ist auch dann 0). Hieraus ergibt sich sofort 


o=Ay,+Ar, +Ay +Az +". (29) 


Setzen wir die Ausdrücke für y; in (24) ein und vertauschen die Summationen, 80 er- 
halten wir 


2 k—1 2 = k-1 2mr ‚Int 
am= 1A, 2 cos ann DZ An ZZ cos it —— cos i —— 
k 50 ko ni 0 k k 
= k—1 ‚2mn „ .2nr 
+2 Bn Z c0o8% —— sint —— 
ni i=0 k k 
1 k—1 mn = k-1 ‚2Z(n+m)r #1 ‚2(n-m)r 
-— | 4,2 ci — +2 A, P2 os EM FELD 0 
k i=0 k n=i i=0 i=0 
oo ki S(n+m)n ti, „2ln-m)n 
+2 B8,|2 EI URL RIES, sing mn ; 


Auch hier sind nur diejenigen Summen der Kosinus von 0 verschieden (und zwar 
gleich k), bei denen der Faktor n tm ein Vielfaches von % ist, d. h. für Werte von n der 
Form pk +m (p ganz). Nehmen wir etwa 2m=k an, so kommen wir zu folgender Reihe 
für an: 


Am =Am+Ar-m +AÄrım +Ax-mt'"- (30) 
Völlig analog ergibt sich 
bDbn=Bm- Br-m + Be ım- Br -mt"" . (31) 


Das sind genau die Formeln, die wir herleiten wollten. 

Wir ersehen daraus, daß sich etwa a, von A„ um die Summe einiger Koeffizienten A 
mit großer Nummer unterscheidet, wenn nur k groß und m dagegen nicht zu groß ist. 
Es wird klar, daß für die Genauigkeit der Approximation die Geschwindigkeit, mit der 
die Fourierkoeffizienten abnehmen, eine wichtige Rolle spielt. Diese Geschwindigkeit 
hängt aber, wie wir wissen (Nr. 706 bis 708) mit den Differenzierbarkeitseigenschaften 
der auf (-,») fortgesetzten Funktion zusammen. Das wird durch die Beispiele 2 
und 3 aus Nr. 727 gut illustriert; der Leser beachte die Spitzen der Kurve in Beispiel 3! 

Für k=12 haben wir insbesondere (wir beschränken uns auf die Koeffizienten der 
Kosinus) 

a=4) +Apt+t, a4 =4; +Ayut"; 
ag=4A;+Aypt"; Ga=Az3+Ag+ 
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und daneben 
%5=A;+A,rt, a=2A,+(!), 


usw. Hieraus folgt, daß innerhalb der ersten zwei bis drei Harmonischen keine befriedi- 
gende Genauigkeit zu erwarten ist. Für k =24 werden die Resultate sofort besser: 


Qg =A,+Ayu+t"", Q4 =4, +Ag+" ; 
a=As+Aıst usw. 


Hier darf man eine gute Genauigkeit für die ersten sieben bis acht Harmonischen er- 
warten. 


AX. Fourierreihen (Fortsetzung) 


81. Das Rechnen mit Fourierreihen. 
Abgeschlossenheit und Vollständigkeit 


31. Gliedweise Integration einer Fourierreihe. Wie gewöhnlich setzen wir die 
Funktion f(x) im Intervall [—r, x] als absolut integrierbar voraus. Ihre Fourier- 
reihe sei | 


fx) » + 2 (a, cosnz+b, sinne). (1) 
n= 


Wir betrachten nun die Funktion 


B7 


ro | [o-3|e. () 


die für -n=r=r offenbar stetig und von endlicher Schwankung ist (Nr. 486, 
7°; Nr. 568, 4°); ferner hat sie wegen 


Fir) F(-r)= f fa) de ray=0 (3) 


oT 
offenbar auch die Periode 2r. Daher ist sie nach dem Satz aus Nr. 686 im ganzen 
Intervall in eine Fourierreihe entwickelbar, 


F(x)= = + z (4, cosnc+B, sin nz) (4) 


‚(die überdies nach Nr. 699 dort gleichmäßig gegen F(x) konvergiert). 

Zwischen den Koeffizienten der Reihen (1) und (4) besteht ein einfacher Zusam- 
menhang. Benutzt man nämlich die verallgemeinerte Formel für die partielle 
Integration aus Nr. 580, Beispiel 9, so erhält man für n=1 


sin nz 
N 


ee 1 re 1 pf 
A,== | F(x) cosnr d«= = F(x) "- = f f(x) sinnx dx, 
—-T = TE 


1) Kapitel XIX behandelte in der Hauptsache die Entwicklung von Funktionen in 
konvergente Fourierreihen; dort wurden diese Reihen als Rechenhilfsmittel unter- 
sucht. In dem vorliegenden Kapitel stellen wir uns auf einen allgemeineren Stand- 
punkt und untersuchen eine Reihe wichtiger Probleme von vorwiegend theoretischem 
Interesse. 
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d.h. 
At, 
n « 
Analog erhält man, unter Berücksichtigung von (3), 
B,= 
Nm” 
Um 4A, zu finden, setze man in (4) x=0: 
A, - = b, 
—=— » A,=D-- (5) 
2 2 i n=1 " 
Setzen wir diese berechneten Werte für die Koeffizienten in (4) ein, so können wir 
= „sinne +b„(1-cosne) 
Fia)= DZ — 


ni Li 


schreiben. Hieraus ergibt sich wegen (2) 
T x PR % 
f it) di = f © dt+? [ [a, cos nt+b, sin ni] dt. (6) 
0 0 RT 
Offenbar gilt somit für jedes Intervall [x’, &”] mit -n=x’<x2”=r die Beziehung 
z2’' x’ 2 2’ 
[ f(x) de= [ = d+ 2 [ la, cosnz+b, sinnz]dz. 
x’ x’ die? 

Demnach erhält man das Integral der Funktion f(x) durch gliedweise Integration 
ihrer Fourierreihe. Dieses Resultat, daß die gliedweise Integration einer Fourier- 
reihe stets zulässig ist, ist um so bemerkenswerter, als wir es erhielten, ohne über 
die Konvergenz der Reihe (1) gegen f(x) irgend etwas vorausgesetzt zu haben. 

Natürlich kann man statt des Intervalls [— x, x] auch jedes andere Intervall 
der Länge 2x nehmen. Ebenso bezieht sich alles bisher Gesagte auch auf reine 
Kosinus- bzw. Sinusreihen im Intervall [0, r]. 

Durch Integration bekannter trigonometrischer Entwicklungen können weitere Ent- 
2; in (6) läßt sich durch passende Wahl der 


2 
trigonometrischen Entwicklung in den übrigen Teil der Reihe hineinbringen. Einige 


wicklungen erhalten werden. Das Glied 


Beachtung erfordert das freie Glied es man erhält es in geschlossener Form ent- 


weder durch unmittelbare Summation der Reihe (5) oder durch Integration nach der 
Formel ” 


Ay 1 Üg 
-T 
Wir erläutern das an einem Beispiel. Integriert man die Entwicklung 


ee sınnz T—-x j 


273 (0<x< 2r) 
(vgl. Nr. 690, Beispiel 2) von 0 bis x, so folgt 
= 1-cosnı 1 
Bea el 
2 n? 2 ii 4 5 
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und hieraus 
< cognz 1 „NR 
Parc = =y%t+e ((=sr=2rn), 
wobei man c entweder als Summe der Reihe 
= 1 22 
ni n? 6 
oder als Integral 
Zr 


erhält. Somit sind wir wieder zu einer Entwicklung gelangt, die wir unabhängig in 
Nr. 690, Beispiel 9, erhalten hatten. Analog kann man die Entwicklung von Beispiel 7 (a) 
erhalten, wenn man von Beispiel 7(b) ausgeht, usw. 


Bemerkung. Wir weisen darauf hin, daß wir auf diesem Wege folgenden Satz be- 
wiesen haben: Für jede in [—-r, 7] absolut integrierbare Funktion f(x) konvergiert die 
Reihe 

co b, 
In 5* 


wobei die b, die Koeffizienten der Sinusglieder in ihrer Fourierreihe sind (vgl. Nr. 692, 2°). 
Diese Bemerkung wird uns später, in Nr. 750, von Nutzen sein. 


732. Gliedweise Differentiation einer Fourierreihe. Es sei im Intervall [—r, r] 
eine stetige und eventuell bis auf endlich viele Ausnahmepunkte auch differen- 
zierbare Funktion f(x) gegeben, für welche außerdem /f(—-r)=f(r) ist. Die Ablei- 
tung f’(x) sei in [—-r, r] absolut integrierbar. Dann ist 


T 
fa)=S Fe) di+ FO) 
0 
(Nr. 310, Nr. 481), und wie wir soeben gesehen haben, ergibt sich die Fourierreihe 
(1) von f(x) durch gliedweise Integration der Fourierreihe von f(r), 


f(«)» 2 (a) cosnx+b, sin nz) , (7) 
—1 


da auf Grund der Voraussetzungen über f(x) kein freies Glied auftritt: 
ur ' 
= | Fo de=-—Uim)-N-n)]=0. 


T 
In diesem Fall kann offenbar auch umgekehrt die Reihe (7) für f(x) ausder Reihe (1) 
für f(x) durch gliedweise Differentiation erhalten werden. 
Wir weisen besonders auf die Rolle hin, welche hier die Voraussetzung über die 


Periodizität von f(x) spielt. Wenn sie nicht erfüllt ist, ist das freie Glied 2 der 


Fourierreihe von f’(x) von 0 verschieden, und schon allein dadurch könnte die 
Reihe für /’(x) nicht durch gliedweise Differentiation aus der Reihe (1) erhalten 
werden. Beispielsweise würde im Fall der Entwicklung (a keine ganze Zahl) 


Tı sin ax AX u -2 (— 1° — — sin nx 


3 sin sinarn eye 


32* 
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(Nr. 690, Beispiel 7(b)) gliedweises Differenzieren zur Reihe 


2 (- 1)" nz COS RX 
n=1 


führen, die keine Fourierreihe sein kann, da die Koeffizienten nicht einmal gegen 0 
streben (Nr. 682). 


Bemerkung. Bisher sprachen wir von der Möglichkeit, die Fourierreihe (7) 
von f(x) durch gliedweises Differenzieren der Fourierreihe von f(x) zu erhalten. 
Wir haben aber überhaupt noch nichts darüber gesagt, ob die Reihe (7) gegen 
f(x) konvergiert. Diese Konvergenz muß gesondert bewiesen werden, wobei zweck- 
mäßigerweise irgendwelche hinreichenden Kriterien zu benutzen sind (Nr. 684, 
Nr. 686). 

Es sei darauf hingewiesen, daß das Auftreten des Faktors n bei der Differentiation 
von sin nx und cos nx die Ordnung des Kleinerwerdens der Koeffizienten erniedrigt 
und damit die Wahrscheinlichkeit der Konvergenz verkleinert. Gerade bei der 
Lösung von Aufgaben der mathematischen Physik mittels Fourierreihen hat man 
häufig diese Reihen zu differenzieren, und sogar mehrmals. Um die Konvergenz 
der erhaltenen Reihen zu sichern, ist es oft zweckmäßig, nach der Methode von 
KryYLow (Nr. 710) die schlecht konvergierenden Teile abzutrennen. Dabei differen- 
ziert man die Summe des abgetrennten Teils, die in geschlossener Form bekannt 
ist, unmittelbar, und für den übrigen Teil sucht man eine so hohe Ordnung der Kon- 
vergenz zu erhalten, daß die durch gliedweises Differenzieren entstehenden Reihen 
noch gleichmäßig konvergieren. 


733. Die Abgeschlossenheit des trigonometrischen Systems. Sind die Fourier- 
koeffizienten einer in [— r, r] stetigen Funktion f(x) sämtlich gleich 0, so ist {x)=0. 
In diesem Fall ergibt sich nämlich für alle x aus (6) die Beziehung 


Fre di=0, (8) 


und hieraus folgt durch Differentiation nach x, da der Integrand stetig ist (Nr. 305, 
12°), | 
«)=0. 


Mit anderen Worten, außer der identisch verschwindenden Funktion gibt es keine 
stetige Funktion, die im Intervall [—- r, rn] (oder einem anderen Intervall der Länge 
2r) zu allen Funktionen des trigonometrischen Systems 


1, cos x, sin x, cos 2x, sin 27, ..., COS N, SIN NT, «. (9) 


orthogonal (Nr. 679) ist. Diesen Sachverhalt beschreibt man auch dadurch, daß 
man sagt, das trigonometrische Funktionensystem sei in der Klasse der stetigen 
Funktionen äbgeschlossen.!) 

Haben zwei stetige Funktionen f;(x) und f,(z) dieselben Fourierkoeffizienten, 
so sind sie identisch, da die Fourierkoeffizienten ihrer Differenz sämtlich verschwin- 


{) Hier ist der Sprachgebrauch nicht einheitlich; gelegentlich findet man statt „ab- 
geschlossen“ das Wort „vollständig“ und umgekehrt. — Anm. d. Red. 
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den. Eine stelige Funktion ist also durch ihre Fourierkoeffizienten eindeutig be- 
stimmt. Auf diese Weise läßt sich die Abgeschlossenheit des trigonometrischen 
Systems ebenfalls ausdrücken. 


Läßt man auch unstetige Funktionen zu, so ändert sich die Sachlage. Eine Funktion, 
die etwa endlich viele von O0 verschiedene Werte hat, ist nicht identisch 0, aber offenbar 
ebenfalls zu jeder der Funktionen (9) orthogonal, ebenso wie zu jeder (eigentlich oder 
uneigentlich) integrierbaren Funktion. Man kann sogar Funktionen konstruieren, die 
in unendlich vielen Punkten von 0 verschieden sind und trotzdem diese Eigenschaft 
besitzen, etwa die Funktion /(x) (vgl. Nr. 70, m... 8; Nr. 300, Beispiel 1), die gleich 


1 
— ist, wenn x ein unkürzbarer Bruch der Form + n<r ist, und sonst in [—r, r] 


gleich 0 ist. 

Jedoch unterscheidet sich eine Funktion, die zu jeder integrierbaren Funktion in 
diesem Intervall orthogonal ist, nicht „wesentlich“ von 0; wir nennen sie der Null 
äquivalent. 

Wir können also zeigen, daß eine in [—r, rn] absolut integrierbare Funktion, deren 
Fourierkoeffizienten sämtlich gleich 0 sind, notwendigerweise der Null äquivalent ist. 

Ist nämlich a) eigentlich BERN TOR so ist nach Nr. 579, 1°, 


(R) f (x) g(«) de=(S) f g(z) dF(x); 


—_T 
dabei ist F(x) = J Fra) dt. Unter unseren Annahmen ist F(x) =0 (vgl. (8)), so daß f(x) 


zu 9(x) orthogonal ist. 
Der Übergang zu uneigentlich integrierbarem g(z) ist einfach. Es sei etwa rt a 


einzige singuläre Punkt. Dann setzen wir g*(x) =g(x) in [-r, m -e] (e>0) und g*(x) = 
in (rn —e, rn] und haben nach dem Obigen 
7185 


S Hrgda= S Irg*da=0. 2 


Jetzt führt man den ei €e>0 durch. 

Erweitert man so den Begriff der Abgeschlossenheit, so kann man sagen, daß das 
trigonometrische System (9) in der Klasse der absolut integrierbaren Funktionen ab- 
geschlossen ist. Damit meint man, daß es außer den der Null äquivalenten Funktionen 
keine absolut integrierbare Funktion gibt, die in [-r, rn] zu allen Funktionen des 
Systems (9) orthogonal ist. 

Haben schließlich zwei absolut integrierbare Funktionen dieselben Fourierkoeffi- 
zienten, so ist ihre Differenz der Null äquivalent. Sieht man solche Funktionen nicht als 
wesentlich verschieden an, so kann man sagen, daß eine absolut integrierbare Funktion 
durch ihre Fourierkoeffizienten eindeutig bestimmt ist. 


Bemerkung. Alles Bisherige bleibt auch gültig für die Funktionensysteme 
1,c0os x, c08 2x, ..., cosnz,.. und sinz, sin 2r, ..., SINNT, .. 
im Intervall [O, r]. 


734. Die gleichmäßige Approximation von Funktionen. Die Sätze von Weierstraß. 
Wird irgendeine Funktion f(x) im Intervall [a, 5] mit Hilfe einer anderen Funktion 

g(z) approximiert, d. h. angenähert wiedergegeben, so kann man die Güte dieser 
Approximation je nach den Umständen auf verschiedene Weise abschätzen. Na- 
türlich legt man in allen Fällen die Differenz 


r(&)=fl2)— g(2) 
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der Untersuchung zugrunde. Interessiert man sich jedoch für die Abweichung 
der einen Funktion von der anderen’ in jedem einzelnen Punkt, so nimmt man als 
Maß für die Güte der Approximation ihre maximale Abweichung im Intervall, 
d.h. die Zahl 
| ö= sup |r(x)| . 

aszı=b 
Man spricht dann von gleichmäßiger Approximation von f(x) durch g(x). 

Wir bringen nun zwei grundlegende Sätze von WEIERSTRASS über die gleich- 
mäßige Approximation stetiger Funktionen, erstens mit Hilfe trigonometrischer 
Polynome und zweitens mit Hilfe algebraischer Polynome. 

Satz 1. Ist f(x) stetig in [-r, rn] und ist f{- r)=f{r), so gibt es zu jedem e>D ein 
trigonometrisches Polynom 


N 
T(z)=&+ 2, (x, cos mx + f,, sin mx) 


m=1 
derart, daß gleichmäßig für alle x aus diesem Intervall die Ungleichung 
Aa) —- Tie)|<e (10) 
gilt. 


Zunächst konstruieren wir eine stückweise lineare Funktion o(x) derart, daß in 
[—-r,r] überall 


IH@)- Pl&)I<5 (11) 
ist. Zu diesem Zweck teilen wir das Intervall [—r, r] durch die Punkte 
-T=EH<N<. <<; yo < ty =n 
in so kleine Teile, daß in jedem Teilintervall die Schwankung von / kleiner als 5 ist. 


Die Funktion o(x) definieren wir in [— 7, r], indem wir sie in jedem einzelnen Inter- 
vall [z,, x;,,] gleich der linearen Funktion 
f&i+1) - x) 

+ rer (2—-x;) 
setzen, die in den Endpunkten :des Teilintervalls mit /(xz) übereinstimmt. Im 
Grunde handelt es sich um einen der Kurve y=(x) einbeschriebenen Streckenzug. 
Sind m, bzw. M, der kleinste bzw. der größte Wert von f im :-ten Teilintervall, so 
€ 
27 
beiden Funktionen f und p zwischen m; und M, liegen, gilt die Ungleichung (11) 
im ganzen Intervall [—r, r]. 

Die Funktion o(z) ist wie f(x) in [—- r, x] stetig, und es ist 

PR)=olR); 

überdies ist sie als stückweise monotone Funktion in diesem Intervall von endlicher 


Schwankung (Nr. 568, 1°). Nach dem Kriterium von DIRICHLET-JORDAN (Nr. 699) 
ist p(x) in eine gleichmäßig konvergente Fourierreihe entwickelbar: 


ist nach unserer Annahme M,— m,<-, und da in diesem Intervall die Werte der 


9(2)=xg+ 2, (@, COS mx + Pf, sin mx). 
m=1 
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Nimmt man für T(r) die n-te Partialsumme dieser Reihe für hinreichend großes n, 


so unterscheidet sich T(x) von p(x) um weniger als 5 
P&)- T@)l<>; (12) 


und zwar gleichzeitig für alle betrachteten x. Aus (11) und (12) folgt (10). 

Wir wählen jetzt eine Folge {e,} positiver, gegen 0 strebender Zahlen und kon- 
struieren zu jedem e=e, ein Polynom T=T,(x); dann ergibt sich eine Folge 
{T „(z)} trigonometrischer Polynome, die in [—r, x] gleichmäßig gegen f(x) strebt. 
Geht man in der üblichen Weise (Nr. 427) von der Folge zu einer unendlichen Reihe 
über, so erhält man eine andere Formulierung des Satzes, die offenbar der vorher- 
gehenden gleichwertig ist: Unter den Voraussetzungen des Satzes 1 läßt sich f(x) in 
eine gleichmäßig konvergente Reihe nach trigonometrischen Polynomen entwickeln. 

Aus Satz 1 folgt leicht 

Satz 2. Ist f(x) in [a, b] stetig, so gibt es zu jedem e>DO ein algebraisches Polynom 


P(xz)=c9+C1% +C92?+"+0,2” 
derart, daß für alle x aus [a, b] gleichmäßig die Beziehung 
Ma) Pia)l=e (13) 
gilt. 
Durch die Substitution 
x=a+ =- (b-a) 
führt man das Problem auf das Intervall [0, x] zurück; denn ein Polynom in x’ 


ist auch ein Polynom in x. Um die Bezeichnung nicht unnötig kompliziert zu 
machen, setzen wir einfach a=0, b=r voraus. 

Nun setzen wir f(x) durch f(—xz)=f(x) für O<xr=r auf das ganze Intervall 
[— x, x] fort. Dabei bleibt f(x) stetig, und es ist f{-r)=f{r). Nach Satz 1 gibt es 
also ein trigonometrisches Polynom 7x) derart, daß für alle aus |—r, r] 


Iie)- T@)I<3 (14) 


ist, — 
Ersetzt man nun jede der trigonometrischen Funktionen in 7 durch ihre Potenz- 
reihenentwicklung in x (Nr. 404), so erhält man auch für T eine überall konvergente 


Potenzreihe: 
Tiz2)= 2 0,0% 
m=0 
In [— x, x] konvergiert sie gleichmäßig; daher gibt es ein Polynom P(x) (z. B. eine 
n-te Partialsumme dieser Reihe) derart, daß für hinreichend großes n für alle x aus 
[> T, r] 


|T()- P@)I<z (15) 
gilt. Aus (14) und (15) folgt aber die Behauptung. 
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+ 


Dieser Satz läßt sich ebenfalls anders formulieren: Kine in [a, b] stetige Funktion 
f{z) läßt sich dort in eine gleichmäßig konvergente Reihe nach algebraischen Poly- 
nomen entwickeln. 


735. Approximation im Mittel. Extremaleigenschaiten der Abschnitte einer Fourier- 
reihe. Bei der Approximation einer Funktion f(x) im Intervall [e, 5] mittels einer 
Funktion’g(x) kann man sich auch auf einen anderen Standpunkt stellen und statt 
der gleichmäßigen Approximation dieser Funktion nun fordern, daß beide Funk- 
tionen „im Mittel“ benachbart sind. In diesem Fall nimmt man als Maß für die 
Nachbarschaft die mittlere Abweichung 


b 
; 1 
107 


oder, was wir im folgenden tun werden, die mittlere quadratische Abweichung 


»-)/ J m u. 


Statt dieses Ausdrucks betrachtet man zweckmäßigerweise die Größe 
b 
A=f r:(x) de=(b-a) d”2. 
a 


Wir wenden uns wieder der Untersuchung eines beliebigen im Intervall [a, 5] 
orthogonalen Systems {g,,(2)} (m=0,1,2,....) von Funktionen zu, die nebst ihren 
Quadraten integrierbar sind (Nr. 679). Es sei /(x) eine in diesem Intervall nebst 
ihrem Quadrat integrierbare Funktion, n eine feste natürliche Zahl. Wir stellen 
uns folgendes Problem: Aus allen Linearkombinationen der ersten +1 Funktionen 
Im | 

a2) = York) HYPE) ++ Yun) > (16). 
bei beliebigen zur Verfügung stehenden Koeffizienten yo, Y4s »-.> In diejenigen Li- 
nearkombinationen zu finden, welche die im Sinne der mittleren quadratischen 
Abweichung beste Approximation von /(x) liefern. Mit anderen Worten, es soll 


b 
m=SÜR)-o,K)R dr 


zu einem Minimum gemacht werden. 
Setzen wir den Ausdruck für o,(x) ein, so erhalten wir 


b n b 
A=fPle)de—2 3 Ym SIR) Plz) de 


m=0— 
n b B 
+2 YmS Im) de+2 2 Yoyım S PrlE) Pe) de. 
M=(0 a k<m a 


Die letzte Summe verschwindet auf Grund der Orthogonalität des Systems. Führt 
man die Konstanten 


b 
An=S v2) de 
@ 
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und die verallgemeinerten Fourierkoeffizienten von /(x), 


b 
1 
im=z- | Ik) pmla) dx, 
m 
174 
ein, so kann man 


b N N 
A,„=S (x) dr—2 B2 A,nCmYm + 2 Alan 
a mMm=( m=0 


schreiben. Um unter dem Summenzeichen ein vollständiges Quadrat zu erhalten, 
muß man noch die Glieder der Form A,,c,, hinzufügen. So ergibt sich 


b n 7 
An=f (x) dr— Z 1 + Z Am (Im Cm)? 


Jetzt ist klar ersichtlich, daß A, seinen kleinsten Wert annimmt, wenn die letzte 
Summe verschwindet, d.h. für y9=Co, Y1=C1 +, %n=C,. Bomit macht von allen 
Polynomen der Gestalt (16) gerade der Abschnitt 


Sn(7) = CoPolX) + E1PılX) +" +09) 
der verallgemeinerten Fourierreihe die Größe 4, zu einem Minimum; ihr Minimal- 
wert ist 


ö uf Ne) (2) de= -f7 (2) dr I 20h, (17) 


m=0 
Somit stoßen wir wieder auf die Fourierkoeffizienten als auf die im gewissen Sinne 
„besten“ aus allen möglichen. Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, daß die Koef- 
fizienten, die für ein bestimmtes n die „besten“ sind, auch für größere n die besten 
bleiben, da wir nur neue Koeffizienten hinzuzufügen haben! 
Die Gleichung (17) wird. Besselsche Identität genannt. Aus ihr folgen die Un- 
gleichungen 


und (für 2>) 


> ®- ef f(x) dx, (18) 
m=0 
die Besselsche Ungleichung. Es ist interessant, daß die Reihe in (18) immer konver- 
giert, sobald die Funktion f(x) nebst ihrem Quadrat integrierbar ist. 

Bei wachsendem n nimmt 6, ab, da in (17) weitere negative Summanden auf- 
treten. Je größer n ist, desto näher kommt s,(x) „im Mittel“ an f(x) heran. Natur- 
gemäß stellt man die Frage, ob man für hinreichend großes rn die mittlere quadra- 
tische Abweichung beliebig klein machen kann, d.h., ob für „+ die Größe 6, 
gegen 0 strebt. 

Wenn das so ist, so sagt man, s,(x) konvergiere „im Mittel“ gegen /(z) (was na- 
türlich keinesfalls die punktweise Konvergenz von s„(x) gegen f(x) im üblichen 
Sinne bedeutet). Aus der Besselschen Identität folgt, daß dann (und nur dann) 
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die Identität (vgl. (18)) 


I, 1,02 =f Pa) de 
m=0 & 


gilt. Nach W. A. STEKLOW!) nennt man sie die Vollständigkeitsrelation. Gewöhnlich 
heißt sie Parsevalsche Gleichung (nach M. A. PARSEVAL?), der schon zu Anfang 
des 19. Jahrhunderts eine ähnliche Formel für das trigonometrische System 
(ohne irgendwelche Beweise) betrachtete). 

Gilt die Vollständigkeitsrelation für jede nebst ihrem Quadrat integrierbare 
Funktion f(x), so nennt man das System {p,(x)} vollständig®). 

Wir wenden das Bisherige nun speziell auf das trigonometrische System (9) 
an. Statt (16) haben wir also trigonometrische Polynome 


S,(&)=Ao+ > (A, cos me + B,, sin me) 
m—i 


zu betrachten und die mit ihrer Hilfe durchzuführende Approximation im Mittel, 
die durch die Größe 


An= Se) 8, de 


charakterisiert ist, zu untersuchen. Es zeigt sich, daß bei festem n das Minimum 
dieser Größe für den Abschnitt 


n 
S„(X) = + 2 (a, c08 mx + b,, sin mx) 
m=1 


der Fourierreihe erreicht wird. Dieser Minimalwert ergibt sich zu 


= f Ma) sn) P dr= [ fe) dx [2 +2 (mtb } (19) 


(Besselsche Identität). Daraus folgt wie im allgemeinen Fall die Konvergenz der 
Reihe, die aus den Quadraten der Fourierkoeffizienten gebildet ist: 


“, 6 (Gm + 6m) s_ S P2(@) d 


(Besselsche Ungleichung). 
Für das betrachtete konkrete System (9) sind wir in der Lage, die oben gestellte 
Frage vollständig zu beantworten. Das soll in Nr. 736 geschehen. 


736. Die Vollständigkeit des trigoenometrischen Systems. Satz von Ljapunoff. Es gilt 
folgender wichtiger Satz, den (für den Fall beschränkter Funktionen) zuerst 
A. M. LJAPUNOrFF‘) streng bewiesen hat. 


1) WLADIMIR ANDREJEWITSCH STEKLOW, 1864—1926, russischer Mathematiker. 

2) M. A. PARSEVAL, 19. Jh., französischer Mathematiker. 

3) Vgl. die Fußnote auf S. 500. — Anm. d. Red. 

4) ALEXANDR MICHAILOWITSCH LJAPUNOFF, 1857—1918, russischer Mathematiker. 
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Satz. Für jede quadratisch integrierbare Funktion f(x) ist ‚lim 6,=0, und es güt 
die Vollständigkeitsrelation 


+ > (a), +b},)= = [ Pax) de. (20) 
Wir beweisen ihn in mehreren Schritten. 


1°. Ist f(x) in [—r, rn] stetig und gilt /((-rx)=f(r), so existiert nach dem ersten 
Weierstraßschen Satz ein trigonometrisches Polynom 7(x) der Ordnung N derart, 
daß 


Ne) Ta) =) 


gilt, wobei e eine beliebig vorgegebene positive Zahl ist. Dann ist 


SU TR de<e. 


Nach der Extremaleigenschaft der Abschnitte einer Fourierreihe (Nr. 735) gilt, 
da T(x) nach Belieben als trigonometrisches Polynom einer beliebigen Ordnung 
n=_N angesehen werden kann, also erst recht fürn=N 


= [Ie)-s,(@)P de<e, 


so daß ö,—0 für n- folgt. 


2°. Damit wir diesen Schluß auch auf andere Fälle übertragen können, leiten 
wir zunächst eine Ungleichung her, die uns von Nutzen sein wird. 

Stellt man die quadratisch integrierbare Funktion f(x) als Summe zweier eben- 
solcher Funktionen f (x) und f”(x) dar und bezeichnet die entsprechenden Größen 
ebenfalls mit ’ bzw. ”, so erhält man 


K2)— s„(2)= [r (2) s,(2)]+1/”(@)— 5, (@)] 
und hieraus (mit Hilfe der elementaren Ungleichung (a+b)?=2 (a? -+52)) 


a) -5@)? 32 {fo -5,@ +53 


ferner 
fi 2) „(2 dr=2 1 [(2)—s,(@)]} de +S Yo) s,(z)]? de) 


oder kurz 

6,=2{6, +6,}- 
Schließlich bemerken wir, daß aus der Besselschen Identität (vgl. (19)) für die 
Funktion f” 


T 
"= [ j"2de 
folgt. Somit ist schließlich 
ö,=2 (0% + [ fax}, (21) 


und diese Ungleichung wollten wir herleiten. 
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‘3°. Jetzt sei f(x) eigentlich integrierbar (also beschränkt) in [—r, r]. Falls not- 
wendig, ändern wir die Funktion in einem Endpunkt ab, so daß wir f(-r)=/{r) 
annehmen können. Nun konstruieren wir eine Hilfsfunktion p(x) wie beim Beweis 
des ersten Weierstraßschen Satzes (Nr. 734), wobei wir die Intervallzerlegung dies- 
mal so wählen, daß 

Ss 
2 o,Ax;< 10 
ist; unter e verstehen wir eine beliebig vorgegebene positive Zahl, unter wo; die 
Schwankung von f im i-ten Teilintervall und unter 2 die Totalschwankung von / 
im ganzen Intervall — r bis x (Nr. 297). 
Wir setzen f'=g9, f"=f—g. Nach 1° gilt 5, —0 für n—, so daß von einer be- 


stimmten Stelle an dn<7 ist. Da andererseits im :-ten Teilintervall 


Fel=f@)-P@)i=o; 
ist, gilt 
TH 


T 
f f’de= 2 f fd2= D w/Ar,sQY 0d2;<7 
ER Ze i i 


Jetzt ist nach (21) schon klar, daß für hinreichend große » 
Ö,<eE 
wird usw. 
4°. Nun sei schließlich f(x) uneigentlich integrierbar, aber notwendigerweise auch 
‚quadratisch integrierbar. Der Einfachheit halber nehmen wir an, der einzige singu- 
läre Punkt für / (oder f2) sei xe=r. Dann kann man zu gegebenem e>O ein n>0 
finden derart, daß 
5 Pdx<- 
nn 
gilt. In diesem Fall setzen wir 
; fa) für ner<rn-n, 
/ = für zer-n 
und 
2 Ö für —TErI<i-n, 
j = ya) für 2en—n. 
Offenbar ist 


T 


f frde= | Pdr<7- 
a 


nen 
Auf die eigentlich integrierbare Funktion f’ wenden wir unser soeben bewiesenes ' 
Resultat an. Mit Hilfe von (21) können wir schließen, daß auch hier ö,—0 gilt. 
Damit ist der Beweis des Satzes von LJAPUNOFF beendet. 
Unter Benutzung der Terminologie aus Nr. 735 können wir also von der Voll- 


ständigkeit des trigonometrischen Systems sprechen. 
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37. Die verallgemeinerte Parsevalsche Gleichung. Es seien zwei in [— x, x] qua- 
dratisch integrierbare Funktionen /(x) und y(x) gegeben. Bekanntlich (Nr. 483, 
Beispiel 6) sind dann auch /+9 und f— p quadratisch integrierbar. Sind 0.50. 
A, die Fourierkoeffizienten von f bzw. 9, so sind die Fourierkoeffizienten von 
/+p offenbar a, ta, dm Eßm- 
Nun wenden wir die Vollständigkeitsrelation auf /+p und f—pg einzeln an und 

Iinden 

a = 

43 (an + am)? + (dm + Pm)2] 2 f + PP dr 

T 


und 


(n-)2 = If | 
nn f > 2 Kan &4)2 + (m Pm)?] == : j-pl de. 
M= 
_r 
Subtrahiert man diese beiden Gleichungen voneinander, so erhält man unter Be- 
rücksichtigung der Identität (a+b)?- (a—b)2=4ab die verallgemeinerte Voll- 
ständigkeitsrelation (verallgemeinerte Parsevalsche Gleichung) 


+ Z Gmmtbaßm=z | fe) pa) de. (22) 


Ag%o 


2 


I 


aus der für 9=/ die Parsevalsche Gleichung (20) folgt. 
Die Beziehung (22) hängt engstens mit dem Problem der gliedweisen Integration 
von Fourierreihen zusammen. Setzt man nämlich 


TT 
m f o(x) cos mx dx (m=0,1, 2, es); 


_-T 
1 T 
Am f o(z)sinmedr (m=1,2,3, ...) 
ein, so geht (22) in 


Tr T Te 

J 5 o(z) dx +2 J (a, c0s mx +b,, sin mx) p(x) de= f f(x) (x) dx 

-c -r -T 
über. Die erwähnte Gleichung ist also völlig gleichwertig mit der Aussage: Die 
Fourierreihe einer quadratisch integrierbaren Funktion f(x) kann nach Multiplikation 
aller ihrer Glieder mit einer ebenfalls quadratisch integrierbaren Funktion von bis rn 
gliedweise integriert werden; dabei ergibt sich das Integral über das Produkt der 
beiden Funktionen. 

Schließlich kann das Intervall [—r, x] durch ein beliebiges Teilintervall [x’, x”] 
ersetzt werden; denn die Betrachtung reduziert sich einfach darauf, daß p durch 
eine Funktion ersetzt wird, die in [x’, x”] mit übereinstimmt und außerhalb dieses 
Intervalls verschwindet. Für p=1 erhalten wir wieder die in Nr. 731 bewiesene 
Aussage, allerdings mit einer Einschränkung: Hier wird f als quadratisch integrier- 


bar vorausgesetzt. 
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Die Formel (22) kann auch unter unsymmetrischen Voraussetzungen für / und g be- 
wiesen werden; für die eine Funktion kann man sie abschwächen, für die andere ver- 
schärfen. So bewies W. H. Young den folgenden Satz: Die Formel (22) gilt, wenn f(x) in 
[—-r, zn] absolut integrierbar und p(x) dort von endlicher Schwankung ist. 

Der Beweis beruht auf der erst in Nr. 744, 5°, zu beweisenden Eigenschaft der Par- 
tialsummen 0o,„(2) der Fourierreihe von o(x), daß nämlich diese Summen gleichmäßig 
beschränkt sind, d.h. daß für -rer=zsrundn=1, 2,3, ... 


lo„.(2)|=L (L=const) 


ist. Wir verwenden diese Eigenschaft bis dahin ohne Beweis. 
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man annehmen, die Unstetigkeits- 
punkte von p(x) seien sämtlich regulär (Nr. 684), so daß stets 


oz +0) +p(= —0) 
A) en ass 
ist. Dann gilt nach dem Kriterium von DIRICHLET-JORDAN (Nr. 686) für alle x 


lim o„(@)=p(z) und lim fa) ana) =/@) pa). 


Ist f(x) beschränkt, |/f(x)|=M (M =const), also auch |f(x) o,(z)| <ML (n=0,1, 2, ...), 
so können wir nach dem Satz von ARZELA (Nr. 526) schließen: 


lim f 12) an(a) de= S Ile) pie) de (23) 


Die Gültigkeit dieser Gleichung kann auch für den Fall einer unbeschränkten (aber ab- 
solut integrierbaren) Funktion f(x) bewiesen werden. Ihr einziger singulärer Punkt ser 
x=r. Dann wählen wir zunächst zu gegebenem e>0 ein n„>0 so, daß 


T 
S Ika)l de <e 
nen 
ist; außerdem gelten auch die Ungleichungen 


<Le, 


f ix) plx) de f f(x) onle) de| <Le, 
rn T- 


die letzte für jedes n. In [-r, 7 —n], wo f(x) beschränkt ist, gilt analog (23) 
ren nen 
lim S Ma) one) de= f ie) pie) de. 
Ar -T 


Hieraus erhält man leicht (23) selbst. 
Die soeben bewiesene Gleichung ist nur eine andere Schreibweise für (22), denn es ist 


= [ta ot) aa=Z [ ne) |2+ 3, (am cos me+Pm sin ma) | de 


Ag&o N 
= > tr 2, (Am&m +dmPm) - 
mi 


Die unter anderen Voraussetzungen als früher hergeleitete Vollständigkeitsrelation 
kann weiter umgeformt werden, nämlich zu einer Aussage über die gliedweise Integra- 
tion einer Fourierreihe (und zwar in zwei verschiedenen Formulierungen, im Zusammen- 
hang mit der Unsymmetrie der Voraussetzungen über f und 9). Die Aussage der Nr. 731 
ergibt sich diesmal als Folgerung in voller Allgemeinheit. 
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738. Multiplikation von Fourierreihen. Es seien zwei Funktionen f und g mit ihren 
PESEHAHLENDE 


f(x) + 2 (a, cos mx +b,, sin mx) , 


o(x) a 5 + 2 (x,, COS mx + f,, sin mx) 


gegeben. Wir wollen uns die Aufgabe stellen, die Fourierreihe für das Produkt fo zu 
bestimmen: 


A o 
x) $(x) + 2% (An cos mx + B,, sin ma) , 
Mm 


d.h., die Koeffizienten A, DB, durch die a,b, «a, auszudrücken. Wir setzen f 
und 9 als quadratisch integrierbar voraus (man könnte auch / als absolut inte- 
grierbar und p von endlicher Schwankung voraussetzen); es gilt also die verall- 
gemeinerte Parsevalsche Gleichung (22). Das liefert sofort Ag: 


1 
Ao=- | Ipde="% + 2 (Ou% + Ombm)- 


Auch A,, B, (für k=1, 2,3, ...) lassen sich mit Hilfe von (22) leicht bestimmen: 
Der Ausdruck 


1 T 
=— It cos kx dx 


-rT 
unterscheidet sich dadurch von A,, daß p durch 9 cos kx ersetzt ist. Für diese Funk- 
tion erhalten wir als Fourierkoeffizieriten: 


TI 
a Jets) cos kx : cos mx dx 


-T 


Te 1 T 1 
=, © [ o(x) cos (m+k)x de+ [ p(x) cos (m— k)x 11} (Anett om) 


T 
f 1 
n [pt cos kx - sin mx de=> (Pn+ztPm-r) » 


und zwar gelten diese Formeln nicht nur für m=k, sondern auch für m<k, wenn 
man a_,=&, ß_n= — Pr Setzt. Jetzt ist nach (22) 


Q0%k 


4A,.= = 


1 [1 
+75 2 2 [a (An+n + Am) + Om (Arzt Pm-r)] 
m=i 
und analog 
1 oo 
Be 3 [an Ant Pm-) dm Ent an-n) 


Damit ist unser Problem gelöst. 
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Es ist interessant zu bemerken, daß diese Ausdrücke für die Koeffizienten A, B 
durch formale Multiplikation der Fourierreihen der Funktionen f und @ erhalten 
werden können, wenn man darin die Produkte der Kosinus und Sinus durch ihre 
Summen bzw. Differenzen ersetzt und entsprechende Glieder zusammenfaßt. 

Das ist um so bemerkenswerter, als hier nichts über die Konvergenz der zu multi- 
plizierenden Reihen vorausgesetzt wurde. 


739. Einige Anwendungen der Vollständigkeitsrelation. Die Vollständigkeitsrelation findet 
zahlreiche Anwendungen, sowohl in der Theorie der Fourierreihen selbst als auch 
in anderen Gebieten der Analysis. Wir wollen einige Beispiele untersuchen. 


1°. Die absolute Konvergenz von Fourierreihen. Von S. N. BERNSTEIN stammt der 
folgende Satz: 
Genügt eine Funktion f(x) der Periode 2r einer Lipschitzbedingung 


f&®+h) -Ka)l=LIihl 
1 
mit dem Exponenten &>—, so konvergiert die Reihe 


o> L- +] 
P2 02 = 2 } az +b2;, 
nn 


n=iA 


wobei An, b„ die Fourierkoeffizienten von f(x) sind. 
Daraus folgt sofort die Konvergenz der Reihen % ja,| und 2 |b„| und somit die absolute 
Konvergenz der Fourierreihe 2 (a, cos nz +b, sin nz). Ist 


a > 
x) 2 + 3 (am cos mx +b sin mx) , 
mi 
so ist 
ag — r 
fathhn + 23 [(am cos mh tb sin mh) cos mx 
- moi 
+ (dm cos mh am sin mh) sin mx] 
(Nr. 690, Beispiel 26). Dann ist also 
Kz+h)-fz-h)n2 2% sin mh (b„ c08 mx —a„ sin mx) 
mi 


und nach der Vollständigkeitsrelation 


Te 
1 oo 
= f [(&+h)-fHz-h)Pde=4 % 0o}sin?mh. 
mi 
_r 
Auf Grund der Lipschitzbedingung läßt sich das Integral durch C'h?® (C=const) ab- 


.. .. « “ . ® T . 
schätzen. Für beliebiges natürliches N setzen wir h =y’ dann ist 


= MT 
Z om sin? zyy=C,N 
M= 


(C, =const), also erst recht 
> 02, sin? =0,N-*%, 
m>. 
.2 | 
N \ 
Für m > ist offenbar 


„mn ,„,„r 1 
sin? — >sin?— =— 
4 23 


2N 
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so daß 
N 
2 0, <20,N-2 


N 
mMm>— 


2 
gilt. Nimmt man insbesondere N = 2%, (=1, 2,3, ....), so folgt 
27 
»2 0,=20, ! 2-va . 
m-2?141 


Nach Nr. 133, Formel (5a), ist demnach 


57 Ir 1/ 2 „v | 
l 
3 em={ >23 ch! ’ | Z 12 j 
m=-2141 m-r1rı m=-2? "144 


In ar 
=}20, - 2°”. 927 5, or(? -) ; 
Durch Summierung solcher Ungleichungen für »=1, 2, 3, ... ergibt sich 


= 0 lie) 
2 Om=VC;, 22 <o; 
ml vl 


1 
denn für « => konvergiert die Reihe rechts. Damit ist der Satz bewiesen. 


Das Resultat kann nicht verschärft werden; Beispiele zeigen, daß es für « = schon 
nicht mehr gilt. . 

2°.. Beweis einiger Ungleichungen. Die Vollständigkeitsrelation kann zum Beweis eini- 
ger nützlicher Ungleichungen verwendet werden. Wir beginnen mit einer zuerst von 
W. A. STEKLOW angegebenen Ungleichung, die er mit Erfolg in der mathematischen 
Physik verwendete. Die Funktion f(x) sei in [0, r] stetig und habe dort (eventuell mit 
Ausnahme endlich vieler Punkte) eine nebst ihrem Quadrat integrierbare Ableitung 
(x). Ist dann eine der Bedingungen 


(a) fi fx) de=0 oder (b) f(0)=f(r) =0 
erfüllt, so gilt die Ungleichung 
fi a)? dr= f )]? de, (24) 


wobei = ARTS ER, im Fall (a) nur für /(x) = =A cosx und im Fall (b) nur für 


/(z)=B sin x gilt (A, B beliebige Konstante). 
Im Fall (a) fehlt in der Entwicklung von /(x) im Intervall [0, x] in eine Kosinusreihe 


das konstante Glied, 
Kr)» Z a„ncosne. 
nl 


Da bei gerader Fortsetzung von f(x) auf [—-r, 0] die Bedingung f{ -r)=f{r) erfüllt ist, 
ist nach der Regel aus Nr. 732 


2)» - zZ na, SINN. 


Jetzt ist nach u Vollständigkeitsrelation, die, wie man leicht sieht, in [0, r] sowohl 
für Kosinus- als auch für Sinusreihen gilt, 


T = 2 R os 
= / [/(x)]? de = a2 und m J [F(z)]? de =2 n?a2. 
0 ; 
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Hieraus folgt unmittelbar gerade die Ungleichung (24), wobei klar ist, daß das Gleich- 
heitszeichen nur für a, =0 fürnz2, d.h. für f(x) =a, cos x gelten kann. 
Im Fall (b) betrachten wir für f(x) die Sinusreihe 


fx) » >> b„sinnz. 
n=i 


Bei ungerader Fortsetzung von f(x) auf [—r, 0] bleibt, wenn (b) erfüllt ist, f(x) in x=0 
stetig, und es ist f{—r)=f(r), so daß nach Nr. 732 


(az) 2 nd, cos nz 
ni 


ist. Die Anwendung der Vollständigkeitsrelation führt auch hier schnell zur Lösung des 
Problems. 

Von W. WIRTINGER!) stammt eine etwas allgemeinere Ungleichung. Es sei f(x) in 
[—-r, rn] stetig und habe dort (eventuell bis auf endlich viele Punkte) eine nebst ihrem 
Quadrat integrierbare Ableitung //(z). Ist dann 


T 
K-m)=Mr) und Sf Ma)de=0, 
_rT 
so gilt die Ungleichung 


Te Tr 
SFR de S a)? de, (25) 
-T —-T 

wobei das Gleichheitszeichen für f{xz)=Acosx+Bsinxz(4A, B beliebige Konstante) 
eintritt. Der Beweis ergibt sich wie oben durch Anwendung der Vollständigkeitsrela- 
tion auf die Reihen 


fx)» Z a„cosnc+b, sinne und fx)» 3 rn (b„cosne-a, sinne). 
n=1 n=i 


Die Steklowsche Ungleichung ergibt sich aus (25), wenn man insbesondere f(x) (a) 
als gerade, (b) als ungerade voraussetzt. 

Wir bringen später ein Beispiel für die Herleitung einer noch komplizierteren Un- 
gleichung. 

3°. Ein isoperimetrisches Problem. Unter allen möglichen geschlossenen ebenen Kur- 
ven gegebener Länge L bestimme man diejenige, die eine Figur größten Flächenin- 
halts umschließt. Bekanntlich ist das die Kreislinie; wir bringen dafür den Hurwitzschen 
rein analytischen Beweis.?2) Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf glatte 
Kurven. 

Die Kurve (L) der Länge L sei in Parameterform gegeben; Parameter sei die von 
einem bestimmten Punkt aus gerechnete Bogenlänge s: 


x=x(s), y=y(s) (0=s=L). 


Durch die Substitution t= ie (0=t=2r) bringen wir sie auf die Gestalt 
z=olt,  yY=Yyl) ((=st=2r); 
überdies ist 
p(0)=Hl2r) und yY(0)=y(2r). 
Nach Nr. 732 erhält man aus den Fourierreihen, in die sich voraussetzungsgemäß 


o(t) und y(t) entwickeln lassen, 


a. 2 er 
o(t) = mn + &, (am cos mt +b„, sin mt), y(t) =: + D (Cm cos mt +d,„ sin mt), 
MM "mi 


1) WILHELM WIRTINGER, 1865—1945, österreichischer Mathematiker. 
2) AnpoLr Hurwırz, 1859—1919, deutscher Mathematiker. 
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die Fourierreihen ihrer Ableitungen 


pt) v 2, (mb, cos mt - ma, sin mt), yv’(t)n 2 (md, c08 mt - Mc, sin mt) . 
m ui) 


Die Vollständigkeitsrelation liefert 


Ir Ir 
1 > 1 a 
= 5 [p’(t)2 dt= 3 m? (a2, +b2,), > f YydPdi= I m? (cn+dn). 


Aus 
ds\2 L2 
Pe) +LyW] | ) 172 (26) 
folgt 
L?=2r? 2 m? (a2, +b2,+cl,+d2). (27) 
MmMm=.: 


Andererseits wissen wir aus Nr. 551, Formel (10), daß für den Flächeninhalt F der von 
unserer Kurve berandeten Figur die Beziehung 


= [zay = [= X —— — di= = S olt) y’(t) dt (28) 
(L) 


gilt (wenn für von 0 bis 2 wachsendes t die Kurve im positiven Umlaufsinn aurchlaufen 
wird). 
NEE" der Vollständigkeitsrelation liefert 
moi 


Subtrahieren wir von (27) die mit 4r multiplizierte Gleichung (29), so folgt 


Dr-4rP=2m2| > 2 m? (a, +bn + dr) — = 2m (Amdm -dmem)} 


=2n? 2, (Mam -dm)?+ 2, (Mcm Höm?+ 2, (m? —1) (bi +2) s 


und da alle Summanden nichtnegativ sind, gilt stets die isoperimetrische Ungleichung 
2 


L 
L?2—4rF =(, d. h. Es — . 
4r 


Das Gleichheitszeichen gilt nur dann (und zugleich nimmt F den größtmöglichen 
Wert nur dann an), wenn alle Summanden gleich 0 sind, d.h. für 


An =Mmam dDm=-Mcm (m=1, 2,3, ...), Om =dm=0 (m=2,3,..). 
Das ist gleichbedeutend mit 


dı =d4, >= —b,, Om — PR =e.,=d, =0 für mz2. 
Dann ist aber 
1 ’ 1 ’ 
ı=Z ta cost +b, sın t, y=7 Co-bi cost-+taysint, 


also 
1 2 1 2 2 9 
° 50) +95 % =a1+bi, 


und diese Kurve ist nichts anderes als eine Kreislinie. Damit haben wir die Extremal- 
eigenschaft des Kreises bewiesen. 
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Ist (25) erfüllt (das ist natürlich auch der Fall, wenn das Intervall [—r, =] durch 
[0, 2rr] ersetzt wird), so kann man die isoperimetrische Ungleichung auch ohne Beru- 
fung auf die Vollständigkeitsrelation beweisen. Wir können nämlich ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit annehmen, der Schwerpunkt der Kurve liegt auf der y-Achse, d.h., 
es sei 


[ elı) dt=0. (30) 
V 


Dann folgt aus (26) ee (28) 
2 
2% 


2 Zr 2 


—2F = fi [9’?+y’2]de—2 I | [9 - var | ir d=0, 


und zwar mit Hilfe von (25) unter Berücksichtigung von (30). Gleichheit kann nur für 
olt)=4A cost+Bsint und y/(t) =pft), also y(t)=A sint— Bcost+C eintreten, usw. 


82. Anwendung verallgemeinerter Summationsmethoden 
auf Fourierreihen 


740. Ein Hilfssatz. Um in den folgenden Ausführungen Wiederholungen zu ver- 
meiden, schicken wir ihnen einige allgemeine Überlegungen voraus, die den Kern 
zahlreicher folgender Beweise bilden. Wir betrachten für a>0 das Integral der all- 
gemeinen Gestalt 


J0) -/ 00) DU, A) dt, a) 


y 


das den Parameter A enthält. Der Variationsbereich von A sei eine Menge A= {A}, 
die einen endlichen oder auch unendlichen Häufungspunkt ® besitze. Die Funktion 
Ö(t,}) sei für alle ? aus [O, a] und alle A aus A definiert und bei festem A nach t 
eigentlich integrierbar. Außerdem möge ©(t, A) folgenden Bedingungen genügen: 


1°. Ö(t, ))=0; u 
2°, für jedes A aus A sei 


fo, a) di=1;N) 
0 


3°. für jedes ö, O<ö-<a, strebe 
M(6, })=sup Ölt, A) 


t=6 
für A>w gegen 0. 
Eine solche Funktion ® wollen wir der Kürze halber einen positiven Kern 
nennen. . 
Hilfssatz. Ist D(t, A) ein positiver Kern, g(t) eine beliebige, absolut integrierbare 
Funktion, für die der Grenzwert g(+0) existiert, so ist 
lim JA)=g(+0). 


1) Es würde genügen nn N DU, A) dt=1 vorauszusetzen, aber diese Verallgemeinerung 
i>00 
interessiert uns nicht. 
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Beweis. Nach 2° ist 
a+0)= fg(+0) Du,a)dı. 
Subtrahiert man diese Beziehung von (1), so folgt 
72) -9(+0)= [Io -g(+0)] 04, 2 dr. 


Ist e>0 gegeben, so wählt man ein ö ()<ö<a) derart, daß für 0O<1=ö die Un- 
gleichung |g(!)—g(-+0)} <, gilt, und zerlege das obige Integral mittels 6: 


a ö a 
S=J+S=Jırda. 
0.0 8 
Für J, erhalten wir unter Berücksichtigung von-1° und 2° die Abschätzung 
ö ö 
Yıl=f Isd-g(+0)1 94,2) de<z: [ Dow 2)dı<$, 
0 0 


die für alle A gilt. Ferner ist 
a 170 
Mlsfid-gl+0)| Pu a) de= MB, 2) FIgtd-gt+O)l de. (2) 


Nach 3° strebt J, gegen 0, so daß für alle hinreichend nahe bei » gelegenen A die 
Ungleichung |J»| <; gilt; daher gilt tatsächlich |JJ(A)—-g(-+0)]<e, was zu beweisen 
war. 


Wir wollen dieses Ergebnis ergänzen. Die Funktion g möge außer von t noch von 
einer Veränderlichen x ((=x=a) abhängen, g=g(£, x), dabei aber für festes x den 
Voraussetzungen des Hilfssatzes genügen. Dann gilt folgendes: 

Ist a) g(t, x) gleichmäßig in x und t beschränkt, d. h., ist 


ge r)l=L, 
und strebt b) g(t, x) gleichmäßig bezüglich x gegen g(+0, x), so strebt auch 


J(A,x)= (alt, x) D(t, i) dt 
0 


für A>o gleichmäßig bezüglich x gegen g(+0, x). 
Nach b) kann man nämlich die Zahl ö (im Beweis des Hilfssatzes) unabhängig 
von x wählen. Da ferner nach a) 
Ist, 2) g(+0, )i=26 
gilt, kann man (2) durch die Ungleichung 
IJo]|=2LaM (6, A) 
ersetzen, deren rechte Seite von x frei ist. Daher gilt für hinreichend zu » benach- 
barte A die Ungleichung Jal<z ‚also gilt auch |J(}, 2)—g(+0,x)|<e für alle x 


gleichzeitig, womit unsere Behauptung bewiesen ist. 


518 XX. Fourierreihen (Fortsetzung) : 


741. Die Summation von Fourierreihen nach dem Poisson-Abelschen Verfahren. 
Die Funktion f(x) habe die Periode 2r und sei in jedem endlichen Intervall absolut 
integrierbar. Wir betrachten ihre Fourierreihe 


f(x) 4 >> (a, cos mx + b,, sin mx) (3) 
m=1 


und wenden für beliebiges festes x darauf das verallgemeinerte Poisson-Abelsche 
Summationsverfahren (Nr. 418) an. Zu diesem Zweck multiplizieren wir das all- 
gemeine Glied mit r* (m=0,1, 2, ...,; 0<r<1) und bilden die Reihe 


fr, &) = 4 Z (a, cos mx +b,, sin me). (4) 
M= 


Da die Koeffizienten «a,,, b,, für m +» nach Nr. 682 gegen 0 streben, sind sie gleich- 
mäßig beschränkt: la,|=£, |d„|=K£ (X =const). Daher wird die Reihe (4) durch 


2K 2, r" majorisiert, ist also konvergent. 


0 
Um das Verhalten ihrer Summe f(r, x) für r—1 besser untersuchen zu können, 


stellen wir sie als Integral dar. Wenn wir in (4) die bekannten Formeln für die 
Koeffizienten, 


T 
mn Irw cos mu du (m=0,1,2,...), j 


bn=— Ir sin mu du (m=1,2, ..), 


einsetzen, erhalten wir zunächst 


if 1. - 
fr, x) = Ku)durz 2 r J fu) cos m (u—x) du 


und somit 
1 . i = 
$) — — 2 er d ° 
fir, x) Js Ku){g+ 2» cos m (u z)} U 


Dieser Übergang ist nach der in Nr. 510 bewiesenen Folgerung erlaubt: Die be- 
züglich x gleichmäßig konvergente Reihe in der geschweiften Klammer darf nach 
Multiplikation ihrer Glieder mit einer absolut integrierbaren Funktion gliedweise 
integriert werden. Nun ist aber nach Nr. 418, Beispiel 2, 


j ALT gm cos m (u Se en 
2, 2 1-2r cos (u-x)-+r2’ 
so daß wir schließlich 


Ms a)ag- [Mo a du () 


1—-2r cos (u—x)-+r? 


erhalten. Dieses nach Poısson benannte Integral spielt in vielen Problemen der 
Analysis eine wichtige Rolle. 
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Tatsächlich wurden so wohl die Reihe (4) als auch das Integral (5), auf das die 
Reihe führt, von PoISSoN schon untersucht, ehe der Begriff der verallgemeinerten 
Summation auftauchte; allerdings fehlte es seinen Überlegungen an Strenge. 
Erst H. A. Schwarz lieferte die strenge Theorie des Poissonschen Integrals: 

Satz. Für die Funktion f(x) mögen in dem Punkt x die Grenzwerte f{x +0) und 
f{x—0) existieren. Dann ” 


1—r? 0 — (0 
lim f(r,x)= lim 5 Ef ET (6) 


1-2r cos(u—-x)+r? 


Insbesondere ist in einem ‚ Stetigkeitspunkt dieser Limes gleich f(x). 

Ist f(x) überall stetig (f(x) war als periodisch mit der Periode 2 vorausgesetzt 
worden), so strebt f({r, x) bezüglich x gleichmäßig gegen f(x). 

Beweis. Wenn wir das Poissonsche Integral ebenso umformen wie seinerzeit 
(in Nr. 681) das Dirichletsche Integral, so erhalten wir 


r2 


fe, 2)=,, | Werd He N or dt U 
0 


ost-+r?2 


Um den Hilfssatz aus Nr. 740 auf dieses Integral anwenden zu können, setzen wir 
z+t) ta —t 
fx +1) = ) _ alt) 


und nehmen als . 
1—r? 
nm) r 1-2rcost+r? (8) 
(Poissonscher Kern). Die Rolle des Parameters A spielt r, sein Variationsbereich 
ist das Intervall [0, 1), und der Häufigkeitspunkt ist »=1. Wir wollen nun zeigen, 
daß © tatsächlich ein positiver Kern ist. 
Zunächst ist Ö(t, r)>0. Für r<1 ist der Zähler des Bruches in (8) offenbar posi- 


tiv; ebenso der Nenner, denn es ist ja 


nt 
1—2r cost+r?=(1—-r)?+4r sin? . (9) 


Somit ist die Forderung 1° erfüllt. Setzt man ferner in (7) /=1, so ist auch fr, z)=1 
und 


1—r2 
1-2r cost+r2 


also 2° erfüllt, Schließlich ist für ö=i=r (ö beliebig zwischen 0 und r) offenbar 


di=1, 


sin ! sin . ‚ also (vgl. (9)) 


2 2 
6 
1—-2r cost+r?=4r sin? 
und somit 
1 —r? 
M(6, r)= sup Dit, )=- Er 5. 
ö=i=en 4r sin? 5 


Offenbar gilt M(6, r)—0 für r—1 und festes ö, so daß auch 3° erfüllt ist. 
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Nach dem Hilfssatz ist somit 


a. FJe+)+fMa-1) _e+0) + —-0) 
en 
was zu beweisen war. 


Nun sei /(x) überall stetig. Dann ist notwendigerweise |f{x)|&= X und demnach 
auch 
fe+)+fl&-0 
| 2 
Da f(x) gleichmäßig stetig ist, strebt 


+) +M&-1) 
2 
für {> +0 gleichmäßig bezüglich x gegen den Grenzwert f(x). Damit ist auf Grund 
der Zusatzbemerkung aus Nr. 740 auch der Rest der Behauptung bewiesen. 
Der soeben bewiesene Satz besagt: In einem Punkt x, in dem f(x) stetig ist bzw. 
eine Unstetigkeit erster Art besitzt, ist die Fourierreihe (3) nach dem Poisson-Abelschen 
Verfahren summierbar, und die verallgemeinerte Summe ist 


f(x) bzw. ua u - in 


Bemerkung. Ist /(x) ursprünglich nur in [— r, r] gegeben, so sieht man leicht, 
daß bei dem üblichen Übergang (Nr. 687) zu einer periodischen Funktion für 
— rn <r<n.alles beim alten bleibt, während für = +r der Limes des Poissonschen 
Integrals bzw. die verallgemeinerte Summe der. Reihe gleich 

I-r+0) +Mr-0) 
2 


=zK. 


ist. 


742. Lösung des Dirichletschen Problems für den Kreis. Das in Nr. 741 untersuchte 
Poissonsche Integral kann zur Lösung des sogenannten Dirichletschen Problems in 
einem einfachen, aber wichtigen Spezialfall benutzt werden. Bekanntlich wird eine 
Funktion u=u(z, y) in einem bestimmten Gebiet harmonisch genannt, wenn sie nebst 
ihren Ableitungen u,, ü,, Urz, %yy dort stetig ist und der Laplaceschen Gleichung 


u 9Mu 
0x2 ® oy? 


genügt. Wir betrachten ein von einer geschlossenen Kurve (L) begrenztes Gebiet (D). 
Dann lautet das Dirichletsche Problem für dieses Gebiet folgendermaßen: Auf (L) ist 
eine beliebige stetige Punktfunktion gegeben; es soll eine im abgeschlossenen Bereich (D) 
stetige und im Innern von (D) harmonische Funktion u=ulz, y) bestimmt werden, die auf 
dem Rand mit der gegebenen Funktion übereinstimmt. (In Nr. 602, Beispiel 7, war gezeigt 
worden, daß eine harmonische Funktion durch ihre Randwerte eindeutig bestimmt 
ist, falls sie existiert.) 

Wir wollen die Existenz der Lösung dieses Problems für den Fall zeigen, daß (D) ein 
Kreis um den Ursprung mit dem Radius 1 ist (darauf läßt sich natürlich der Fall eines 
beliebigen Kreises zurückführen). 

Es sei auf der Kreislinie (L) eine stetige Punktfunktion gegeben. Wird die Lage eines 
Punktes auf der Kreislinie durch den Winkel 0 bestimmt (Abb. 145), so ist das gleich- 
bedeutend mit der Vorgabe einer stetigen Funktion /(#) der Periode 2x. Es wird sich als 


0 (10) 
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Abb. 145 


zweckmäßig herausstellen, innerhalb (D) zu Polarkoordinaten r, 0 überzugehen und 
die Gleichung (10) durch die entsprechende Gleichung | 


ou 1094u 1 = 
Irre 
zu ersetzen (vgl. Nr. 222, Beispiel 1). Es handelt sich also darum, eine für r=1 stetige 
Funktion u =ufr, 6) zu finden, die für r<1 der Gleichung (10*) genügt und für r=1 


mit /(0) übereinstimmt. 
Wir beginnen mit den einfachsten (nicht konstanten) Lösungen der Gleichung (10*): 


(10*) 


r" cosnd, r”. sin nd (n=1, 2,3, ..). 


Man könnte sie beispielsweise mit der Fourierschen Methode (Nr. 721) finden; jeden- 
falls verifiziert man leicht, daß sie der Gleichung genügen. Wir multiplizieren sie mit 
‘beliebigen Faktoren A,, B„ und bilden die Reihe 


ur, 6)=A,+ 2 (Am cos md + B„ sin m6) r" 
m==1 
unter Hinzufügung eines konstanten Gliedes Ay; sie genügt formal der Differentialglei- 
chung (10*), wenn man unbeschränkt gliedweise Differenzierbarkeit annimmt. Ist 
u(r, 0) unsere Lösung, so ist u(1, 0) =f($)=Ao+ 2% (Am cos mb + B„ sin m), woraus wir, 
m= | 
wie üblich, den Schluß ziehen, daß A, Am» Bm die Fourierkoeffizienten von f(P) sind: 


7) 
=> 


So gelangen wir, wenn auch formal, zur Lösung des Problems: 


Ay AmZuIm Duz0n . 
u(r, 6) = + Zi r” (am cos mO +b,, sin md). (11) 
mi 


In dieser Reihe erkennt man leicht die Poissonsche Reihe für. /(6), die man auch durch 
das Poissonsche Integral 


1 f 1—r? a (11%) 
70) 2 f Ku) 1-2r cos (u-0) +r2 = 
-T 


ersetzen kann. In 
Jetzt muß man sich davon überzeugen, daß diese Funktion tatsächlich allen Be- 


dingungen genügt. Zunächst ist auf Grund der gleichmäßigen Beschränktheit der Koef- 
fizienten a, und 5, leicht folgender Sachverhalt einzusehen: Werden nur die Werte 
r=r, betrachtet, wobei r„<1 ist, aber beliebig nahe bei 1 liegt, so konvergieren alle 
Reihen, die sich durch gliedweises (einmaliges oder zweimaliges) Differenzieren nach r 
bzw. nach 0 aus (11) ergeben, gleichmäßig bezüglich r und bezüglich 0. Dann liefern sie 
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aber genau die sukzessiven Ableitungen von u(r, 6), und diese Funktion genügt im ' 
Innern des Kreises, d.h. für r<1, der transformierten Laplaceschen Gleichung, da ja 
jedes Glied der Reihe dieser Gleichung genügt. 

Im Innern des Kreises hängt u(r, 60) stetig von beiden Variablen ab; das folgt aus der 
gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (11) in bezug auf beide Veränderliche (fürrzr,<1), 
und zwar nach Satz 1 aus Nr. 431, den man leicht auf den Fall zweier Variablen ver- 
allgemeinert. Nun wollen wir beweisen, daß u(r, 0) gegen f(0,) strebt, wenn der Punkt 
M(r, 0) vom Innern des Kreises her gegen den Punkt M’(1, 0,) auf dem Rand strebt. 
Da /(6) stetig ist, gibt es zu beliebigem e>0 ein ö>0 derart, daß für | -0,|<ö die 
Beziehung 


IH) - Ko) <Z 


gilt. Andererseits kann man, da u(r, 6) für r>1-0O gleichmäßig in 9 (vgl. Nr. 741) 
gegen /(0) strebt, die Zahl ö so klein annehmen, daß für |r —1|<ö die Beziehung 


€ 
ur, 0 - X) <> 
für alle 6 gilt. Somit erhalten wir für |[r -—1]<=ö und |$ - 6,| =ö schließlich 


ur, 6) -/(6o)l <e , 
womit alles bewiesen ist. 


‘43. Summierung von Fourierreihen nach dem Cesäro-Fejerschen Verfahren. Be- 
kanntlich (Nr. 681) läßt sich die Partialsumme s,(x) der Fourierreihe (3) durch das 
Dirichletsche Integral darstellen: 


s 1 
1 sin (n +2) (u-x) 
sn)=- | Hu ——— du 
2 sin< (u—x) 
2 
= 
Somit läßt sich das arithmetische Mittel der ersten n solchen Summen in der Ge- 
stalt 


1 n_ sin Im +5) (u-x%) 
a2) = u) 2 ar ee du 
m! 2 sin — (u—x) 


—T 


oder nach Vereinfachung (vgl. Nr. 420, Beispiel 2) in der Form 


1 sin — (u-a) ; 
onlr)=5,- Ku) I — | du 


v sin z (u-r) 
schreiben. Dieses Integral wird nach L. FEJ&ER benannt, dem es als erstem gelang, 
die Methode der arithmetischen Mittel auf die verallgemeinerte Summation von 
Fourierreihen anzuwenden. Von FEJ£&R stammt auch der folgende Satz (vgl. 
auch den Satz von SCHWARZ auf S. 519). 


Satz. Für f(x) mögen in dem betrachteten Punkt x die Grenzwerte f(x+0) und 
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Hz—0) existieren. Dann ist 
Er Be 
A a +0) +/(2 —0 
ET ee „EZ 
sin Z (u-x) 


. (12) 


—T 
Insbesondere ist in einem Stetigkeitspunkt dieser Limes gleich f(x). 
Ist f(x) überall stetig (die Periode 2 war vorausgesetzt!), so strebt o„(x) gleich- 
mäßig in x gegen f(x). 
‘Beweis. Ähnlich dem Dirichletschen und dem Poissonschen Integral kann man 
das Fejersche Integral folgendermaßen darstellen: 


Tt RR 2 
1 sın 5 
2) 5, Yer+t)+f&-2]- ja. (15) 
sin EL 


2 - 
Dieser Fall ordnet sich ebenfalls dem allgemeinen Schema von Nr. 740 unter, 


wenn man wie in Nr. 741 


fe HN 


setzt und als Kern die Funktion 
2 


Dit, N) = an 


nimmt (Fejerscher Kern). 

Man überzeugt sich leicht davon, daß das wirklich ein positiver Kern im Sinne 
von Nr. 740 ist (statt A hat man als Parameter die natürliche Zahl n; ferner ist 
&=&). Offenbar ist nämlich &(t, n)=0. Setzt man in (13) ferner /=1, so ist zugleich 
auch s,„=1 und o,„=1, also 

2 


Be (14) 


0 
d.h., für den Fejerschen Kern ist Forderung 2° aus Nr. 740 erfüllt. Außerdem 
ergibt sich leicht die Abschätzung 
i 1 
M(6,n)= sup Dt, n)= Fr 


woraus M(6, n) 0 für n— folgt. Somit ist auch 3° erfüllt, und durch Anwendung 
des Hilfssatzes aus Nr. 740 ergibt sich die Limesbeziehung (12). 

Schließlich erhält man die letzte Behauptung des Satzes ebenso wie im Fall 
des Schwarzschen Satzes. 
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Nun folgt aus dem soeben bewiesenen Satz sofort: In einem Stetigkeilspunkt x 
bzw. im Grenzfall, einem Unstetigkeitspunkt x erster Art der Funktion f(x), ist die 
Fourierreihe nach dem Verfahren der arithmetischen Mittel summierbar, und die ver- 
allgemeinerte Summe der Reihe ist 


f(@ +0) +1®-0) 


f(x) bzw. 5 


Nach dem Satz von FROBENIUS aus Nr. 421 erhält man als Folgerung hieraus 
die analoge Aussage zu der aus Nr. 741, die sich auf die Poisson-Abelsche Summa- 
tion bezieht. 


Ist /(x) nur in [—.r, r] gegeben, so gilt entsprechend die Bemerkung wie am 
Schluß von Nr. 741. 


744. Einige Anwendungen der verallgemeinerten Summation von Fourierreiken. 
Wir wollen nun einige Folgerungen aus dem Fejerschen Satz herleiten (man könnte 
sie auch, allerdings durch kompliziertere Überlegungen, aus dem Schwarzschen 
Satz gewinnen). Die ersten beiden veranschaulichen die interessante Tatsache, daß 
die verallgemeinerte Summation die Begründung von Sätzen liefern kann, die sich 
auf die Summierung im eigentlichen Sinne beziehen. 


1°. Konvergiert eine Fourierreihe (3) in einem Punkt x, in dem f(x) stetig ist 
bzw. eine Unstetigkeit erster Art hat, so ist die Summe der Reihe notwendigerweise 
gleich 
f&+0)+f& -0) 
u 

Nach dem Fejerschen Satz hat die verallgemeinerte Summe (nach dem Verfahren 
der arithmetischen Mittel) gerade diese Werte. Da dieses Verfahren regulär (im 
Sinne von Nr. 420) ist und die Reihe im gewöhnlichen Sinne eine Summe hat, muß 
diese mit der verallgemeinerten Summe übereinstimmen. 


f(x) bzw. 


2°. Aus dem Fejerschen Satz kann man den Satz von DIRICHLET-JORDAN über die 
Konvergenz der Fourierreihe einer Funktion von endlicher Schwankung (vgl. Nr. 686, 
699 und 706) gewinnen. 

Ist f(x) im ganzen Intervall [—-r, x] von endlicher Schwankung, so existieren in 
jedem Punkt x die Grenzwerte f(x +0) und f(x —-0), und die verallgemeinerte Summe 
f(& +0) +/(& - 0) | | | 
Ser yuoze Andererseits haben (vgl. Nr. 707) die Fourier- 


koeffizienten a,, b„ einer Funktion endlicher Schwankung bekanntlich die Ordnung 


der Fourierreihe ist 


1 
O (-): dann folgt aber nach dem Satz von Harpy (Nr. 422), daß die Reihe (3) im ge- 


wöhnlichen Sinne konvergiert, und zwar gegen dieselbe Summe. 

Das entspricht allerdings nicht ganz dem Satz von DIRICHLET-JORDAN, der in der 
Formulierung von Nr. 686 sozusagen „lokalen“ Charakter hat. .Dort wird nämlich die 
endliche. Schwankung nur für eine beliebig kleine Umgebung des betrachteten Punktes 
gefordert. Nun wissen wir aber aus Nr. 683, daß gerade die Werte, die die Funktion in 
einer solchen Umgebung annimmt, sowohl das Verhalten der. Fourierreihe als auch den 
Wert ihrer Summe in dem gegebenen Punkt bestimmen. Daher können wir, ohne im 
Grunde etwas zu ändern, die Werte der Funktion außerhalb der betreffenden Umge- 
bung so abändern, daß wir eine Funktion erhalten, die im ganzen Intervall [—r, r] 
von endlicher Schwankung ist, und auf diese Funktion das oben Gesagte anwenden. 
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3°. Ist f(x) in [-r, r] stetig und ist überdies f(-r)=f(r), so kann f(x) als stetige 
Funktion der Periode 2r auf die ganze Zahlengerade fortgesetzt werden. In diesem Fall 
konvergiert die Folge {o,(x)} der Fejerschen Summen für alle in [—-r, rn] gleichmäßig 
gegen /(x). Da jede solche Summe ein trigonometrisches Polynom ist, folgt hieraus in 
üblicher Weise der Satz von WEIERSTRASS über die Approximation einer stetigen perio- 
dischen Funktion (Nr. 734). 


4°. Aus dem Fejerschen Satz kann man unmittelbar den Satz über die Abgeschlos- 
senheit des trigonometrischen Systems in der Klasse der stetigen Funktionen erhalten 
(vgl. Nr. 733). Ist nämlich eine in [-r, r] stetige Funktion f(x) orthogonal zu allen 
Funktionen des trigonometrischen Systems, so daß alle ihre Fourierkoeffizienten ver- 
schwinden, so ist o,(x) =0. Gleichzeitig strebt, wenigstens im offenen Intervall (—r, x), 
offenbar 0,(x) gegen f(x) für n>«. Daher ist f{x)=0 im Innern und aus Stetigkeits- 
gründen auch in den Endpunkten des Intervalls. 

Wir bringen noch eine Bemerkung, die zwar nicht mit dem Fejerschen Satz, aber mit 
den Fejerschen Summen zusammenhängt. 


5°. Ist f(x) beschränkt und liegen die Werte von f(x) für -m=sx =r zwischen m und M, 
so liegen auch alle Fejerschen Summen o„(z) zwischen m und M. 
Das folgt sofort aus der Abschätzung des Integrals (13), wenn man (14) berücksichtigt: 


Te 


: er 2 : 2. 2 
1 nn 1 @+)+f@-)[ 2 
m’ — dt=m= — ——— di 
NT | NT 2 ea N 
sin Zi sin > 
) 
7) 
1 sin —t : 
=M - — di=M. 
NT a 
sin > 


Für die Partialsummen s,„(xz) einer Fourierreihe gilt die entsprechende Aussage nicht. 
Das folgt daraus, daß der Dirichletsche Kern 


1 


® | .) 

sın In+z t 
ın —t 
sin z 


im Gegensatz zum Fejerschen das Vorzeichen wechselt. In bezug auf diese Summen 
kann man nicht einmal etwas über die Existenz von gemeinsamen Schranken sagen. 


Sind jedoch die Fourierkoeffizienten an, b„ von |(x) von der Ordnung O (=) ‚so sind auch 
alle Partialsummen s„(x) gleichmäßig beschränkt. 
Ist nämlich für allen =1, 2, 3, ... 
nla,|=4, n|b,|=B; 
so kann man 
m—-(A+B)=s,()=M+(A+DB) 
beweisen. 
Wenn wir nämlich auf den vorliegenden Fall die Überlegungen der Nr. 422 anwenden, 


. Rn 
so erhalten wir I k (a; cos kx +b; sin k) 


k=1 
Sn(%) =0n+1(%) + n+i1 
Nun ist aber |k (a; coskx+b;,sinkx)|=A+B und nach dem schon Bewiesenen 
m=0,„,1() =M. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
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Betrachten wir beispielsweise die Entwicklung (Nr. 690, Beispiel 2) 


= Mn sin NX 


(U<xr<27), (15) 


so ist m= 7: M= = ‚4=0, B=1. we kann man sagen, daß die Partialsummen 


der Reihe gleichmäßig durch die Zahl Zi 1 beschränkt sind (vgl. Nr. 702). 
Hieraus kann man noch eine A ae Schlußfolgerung ziehen: Die Partialsum- 


men der Fourierreihe einer Funktion von endlicher Schwankung sind gleichmäßig be- 
schränkt (vgl. Nr. 737). Das folgt daraus, daß für solche Funktionen die Fourierkoef- 


1 
fizienten a,„,.d„ von der Ordnung o(-) sind (vgl. Nr. 707). 


745. Gliedweise Differentiation von Fourierreihen. Differenziert man die Fourier- 
reihe (3) einer Funktion f(x) gliedweise, so erhält man die Reihe 
2, m (b,, COS mx— a,, sin mx) , (16) 
m=i 
die im allgemeinen divergiert, selbst wenn f(x) in dem betrachteten Punkt x 
eine endliche Ableitung f’(x) hat. Als Beispiel möge die Reihe (15) dienen; bei 
gliedweiser Differentiation erhält man die divergente Reihe 


2, cosmx. 
m=i 
Es gilt jedoch folgender interessanter Satz, der von FATout) stammt: Existiert 
im Punkt x eine endliche Ableitung f(x), so ist die Reihe (16) nach dem Poisson- 
Abelschen Verfahren summierbar, und zwar gegen die verallgemeinerte Summe f’(x). 
Zum Beweis differenzieren wir die Poissonsche Reihe (4) nach x: 


en 2 r""m (b,, COS mc — a, sin me); (17) 


das kann ee geschehen, da die sich dabei ergebende Reihe gleichmäßig 
in x konvergiert. Dasselbe Resultat ergibt sich, wie wir sogleich sehen werden, 
wenn man das Poissonsche Integral (5) nach x differenziert: 


oflr,x) 1 2r (1—-r?) sin (u-x) 
Ma [nn eimane 


0X [1 -2r cos (u —x) +r2]2 


hier ist nach Satz 3* aus Nr. 510 die Differentiation unter dem Integralzeichen 
legitim. Das Integral formen wir um: 


dr, if 2r (1-72) si 
/(r ae [te+1 r(1—r2) sint er 


0x [1 —2r cost -+r?]2 


T 
1 fr Kerl) -Me-), 2(1-r2) sin?: 
Te r 2 sint [1 —2r cost -+r2]2 


(18) 


1) PIERRE FATov, 1878-1929, französischer Mathematiker. 
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Nun setzen wir 


fa +) -f&-1) 


a) = 2 sın t 
oder auch 
een FEN), IK], ©. 
ge) = | —— —— al sin?’ 
dann ist 


s(+0)=Fkr). 
Wir zeigen jetzt, daß 
1 2(1-r2)sint 
a, r [1-2r cost +r2]? 
ein positiver Kern im Sinne von Nr. 740 ist. Zunächst ist offenbar Öft, r)=0. Setzt 
man in (18) insbesondere f(x)=sin x, so ist 
öffr, x) f&« +1) -M&-t) 


Ar, Ir sın T, ur ern COST, Zu 777 u =COST. 


Setzen wir dies ein und kürzen wir durch r cos x, so folgt 


_r2 2 
ee r?) sin? 5 4-1. 


1—-2r cost -+r?2]? 


Schließlich ist 


M(8,r)= sup Ol, ns 


2 p] 
ö=<i=n "fr sin? 5| 


so daß sicher M(ö, r)—0 für r>1 gilt. 

Wenden wir jetzt den Hilfssatz aus Nr. 740 an, so ergibt sich, daß das Integral 
(18), die Summe der Reihe (17), fürr—1 gegen f’(x) strebt. Das bedeutet aber, daß 
die Reihe (16) nach dem Poisson-Abelschen Verfahren summierbar ist, und zwar 
gegen den Wert f’(x), was zu beweisen war. 

Bemerkungen. I. Der soeben bewiesene Satz läßt sich auf mehrmalige Dif- 
ferentiation verallgemeinern: Existiert im betrachteten Punkt eine endliche Ableitung 
fx), p>1, so ist die durch p-malige gliedweise Differentiation aus (3) erhaltene 
Reihe nach dem Poisson-Abelschen Verfahren gegen f(x) smmierbar. 

II. Für das Cesärosche Summationsverfahren gilt die dem Fatouschen Satz 
analoge Behauptung nicht. Fordert man aber die Stetigkeit der Ableitung im 
betrachteten Punkt, so kann die Poisson-Abelsche Summation durch die Cesärosche 
Summation ersetzt werden. 


83. Die Eindeutigkeit der trigonometrischen Reihenentwicklung 
einer Funktion 
746. Hilfssätze über verallgemeinerte Ableitungen. Um später die Darlegung des 


in der Überschrift genannten wichtigen Problems nicht unterbrechen zu müssen, 
führen wir zunächst einige Überlegungen durch, die wir dazu benötigen. 
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Im Intervall [a, b] sei eine Funktion F(x) gegeben. Wir wählen ein x zwischen «a 
und b:a<=r<b. Dann hat für hinreichend kleines h>0 die Differenz A,F(x) = 
=F(x+h)—F(x—-h) einen Sinn. Wenn der Grenzwert 
A,F«) 

2h 
existiert und endlich ist, nennt man ihn die verallgemeinerte („symmetrische“) 
Ableitung von F(x) im Punkt x. Wenn die gewöhnliche Ableitung F’(x) existiert, 
existiert auch die verallgemeinerte Ableitung FÜl(x) und stimmt mit ihr überein. 
Das folgt unmittelbar aus nachstehender Beziehung: Für A +0 gilt 


AF(a)_1[Fe+h-Fa@) Fle-h)-Fla)] 7 
er, 


Jedoch kann die verallgemeinerte Ableitung in manchen Fällen existieren, 
in denen die gewöhnliche Ableitung nicht existiert. Beispielsweise hat die Funktion 


. 1 
Fix) = xsin — (2+0), 
0 (<=0), 
wie aus Nr. 102, 1°, bekannt ist, in x&=0 keine gewöhnliche Ableitung. Die ver- 
allgemeinerte Ableitung existiert jedoch und ist dort gleich 0. Nun betrachten 
wir die zweite Differenz 
A2F(x)= 4,4,F(&) = A,F(x+h)— 4,F(x—h) 
=[F{x+2h) - Fix)]-[F(2)— Fix— 2h)] 
= F(x+2h)—- 2F(x) + F(x—2h). 
Wenn der Grenzwert 


F'’\x) = lim 


ih 


ARF(«) 

o 4h2 

existiert und endlich ist, nennt man ihn die verallgemeinerte zweite Ableitung von 
F(x) im Punkt x. Auch hier kann man zeigen, daß diese verallgemeinerte Ablei- 
tung existiert, wenn die gewöhnliche Ableitung F”(x) existiert, und daß sie mit 
dieser übereinstimmt. Wendet man nämlich auf die beiden Funktionen von Ah, 
J?F(x) und 4h?, die Cauchysche Formel (den zweiten Mittelwertsatz) 

AFF(«) _ Ff&+20h) — P’(x — 20h) 
ah? ah 

an,t) so folgt nach dem oben über die verallgemeinerte (erste) Ableitung Gesagten, 
daß für A—0 der erhaltene Ausdruck gegen F’”(x) strebt. Das Beispiel der Funktion 


. 1 
2 = 
Fa)-I © RR 
0 («=0) 
(vgl. Nr. 101, 2°) zeigt, daß die umgekehrte Aussage falsch ist. Aus der Existenz 
der verallgemeinerten Ableitung FÜ"\(x) folgt nicht die Existenz von F*(x). 


1) Die Voraussetzung, daß F”(x) im-Punkt x existiert, schließt die Voraussetzung der 
Existenz von F’(z) in einer Umgebung von z ein. 
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Der folgende ‚Satz zeigt, daß in einigen Fällen die verallgemeinerte Ableitung 
die Rolle der gewöhnlichen Ableitung spielen kann. 

Satz von SCHWARZ. Eristiert für eine im Intervall [a, b] stetige Funktion F(x) 
die verallgemeinerte zweite Ableitung FÜ"\(x) im Innern des Intervalls und ist sie dort 
identisch O, so ist F(x) eine lineare Funktion (ganz so, als wenn F”(x) existiert und 
identisch 0 ist). 

Zum Beweis wählen wir eine beliebige Zahl e>0 und bilden die Hilfsfunktion 


Ple)= I F@- Fa) m)+e (a) (@-b), 


b-a 
wobei sich unsere Überlegung in gleichem Maße auf die beiden Vorzeichen vor 
der Klammer bezieht. Dann ist im Innern des Intervalls 


pix)=2e, (1) 
denn für F(x) ist die verallgemeinerte zweite Ableitung gleich 0, und für die qua- 
dratische Funktion ist sie gleich ihrer gewöhnlichen zweiten Ableitung.?) 

Die Funktion y(x) verschwindet in den Endpunkten des Intervalls [a, 5]. Wir 
zeigen zunächst, daß sie im Innern keine positiven Werte annehmen kann. Wäre 


dies doch der Fall, so müßte nämlich o(x) als stetige Funktion ihren größten posi- 
tiven Wert in einem inneren Punkt x, annehmen. Dann wäre aber 


o(&+t2h)zyplzo),. Jr) E00 


und schließlich 


R . _ Arplzo) 


entgegen (1). 
Also ist e(x)=0 für alle x, d.h. 


b)—-F 
+{P@)- Pla) (@-a)}=: (x—.a) (b-r)<e (b—-a)}, 
und zwar für jedes Vorzeichen. Dann ist aber 
F(b) -F(a) 5 
| a a ee (c—a) <: (b—-a)*. 
Da e beliebig ist, folgt, daß die linke Seite 0 ist, so daß also 
F(b) — F(a) 


F(2)=Fla)+ —,_, #4) 


gilt, was zu beweisen war. 


Ist Fl”l(x)=0 überall mit Ausnahme endlich vieler „unbekannter“ Punkte, 
in denen darüber nichts bekannt ist, so gilt der 

Verallgemeinerte Satz von ScHwArZz. Für eine im Intervall [a, b] stetige 
Funktion F(x) existiere und verschwinde im Innern des Intervalls die verallgemeinerte 
zweite Ableitung FÜ’\(x) überall, bis auf endlich viele Punkte a<x,<23<..<2,<b, 


1) Klar ist folgendes: Haben F und @ im betrachteten Punkt die verallgemeinerten 
Ableitungen, FÜ] und GV), so existiert für ihre Summe bzw. Differenz FG die ver- 
allgemeinerte Ableitung, die gleich FI} GT] ist. 


34 Fichtenholz III 
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in denen darüber nichts bekannt sei. Gilt in jedem dieser Punkte wenigstens die abge- 
schwächte Bedingung 


ARF(«) 
1 +0 2h 
so ist F(x) im ganzen Intervall [a, b] linear. 
Nach dem vorhergehenden Satz ist F(x) bestimmt linear zwischen je zwei Aus- 
nahmepunkten, so daß also z. B. in [r,;_,, &;] 
F(x)=cx+d 
und im Nachbarintervall [z,, x; ,,] 
F(x)=cx+d 
gilt. Dabei stimmen für x=r, die beiden Ausdrücke überein: 
F(2,)=cx;+d=cx;+d. (3) 
Die Bedingung (2) liefert für =; die Beziehung 
F(z;+2h) -F(x)) Fl; —-2h) -F(«;) h _ 
a 2h u —2h ir 
Die linke Seite ist aber einfach die Differenz der Richtungskoeffizienten der Ge- 
raden y=cx+d und y=c’x+d’. Also gilt c=c’ und somit wegen (3) auch d=d'; 
die beiden geradlinigen Stücke sind also Verlängerungen voneinander. Da das für 


je zwei benachbarte Teilintervalle gilt, ist das graphische Bild von F(x) eine Gerade 
im ganzen Intervall; F(x) ist also linear. 


0, (2) 


747. Das Riemannsche Summationsverfahren für trigonometrische Reihen. Im fol- 
genden spielt ein von RIEMANN angegebenes Summationsverfahren für trigono- 
metrische Reihen 


4 z (a, cos nx+b, sin nx) (4) 


eine wichtige Rolle. Dieses Verfahren setzt keineswegs voraus, daß die Reihe (4) 
die Fourierreihe irgendeiner Funktion ist, und kann auf völlig beliebige trıgono- 
metrische Reihen angewandt: werden, dofem nur die Koeffizienten gleichmäßig 
beschränkt sind, d.h. 

la,i=Z, b,|=ZL (L=const) (5) 
gilt. Durch zweimalige formale gliedweise Integration der Reihe (4) erhält man 
die Reihe 

Agr? © 4, cosnz +b, sin nz 


Te (6) 


n=i 


Auf Grund der Bedingung (5) wird sie durch die konvergente Reihe Z > — — majori- 


siert, konvergiert also in jedem x-Intervall gleichmäßig und data a stetige 
Funktion F(x). Existiert für diese Funktion im gegebenen Punkt x der endliche 
Grenzwert 
d,F(x) 
h=-+0 4h2 ° 
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d. h. die verallgemeinerte zweite Ableitung Fl”!(x), so nennt man diesen die verall- 
gemeinerte Summe der Reihe (4) im Riemannschen Sinne. 


u RE: We 
Für die Reihe “, 2, cos nr ergibt sich beispielsweise nach diesem Verfahren 


cos RI 


Fa)=T7— 25 
In Nr. 690, Beispiel z hatten wir für die rechts stehende Reihe die Summe 


3: a. 
- —+ > (für O=r=2r) gefunden; demnach ist 
0. 1° 
F(x) = DD az 6 . 
Daher ist für O<r<2x offenbar FI’I(x)=F”(x)=0, so daß die verallgemeinerte 
Summe der Reihe gleich 0 ist (vgl. Nr. 418 und Nr. 420). Man bestätigt leicht, daß 


Ay cosnz=—2 cos nz (1— cos 2nh)= —4 cos nz sin? nh 
und 
dt sinnz=—4 sin nz sin? nh 
ist. Somit ist 
AFF(«) -. 
4h? 


sin nh ) 


+2 (a, cosnx+b, sin nz) | = 


(7) 


Das Riemannsche Summationsverfahren besteht also darın, die Glieder der Reihe (4) 


mit dem Faktor “ ia 
nh 
ziehen. 
In dieser Form kann das Riemannsche Summationsverfahren auch auf völlig 
in nh\2 
beliebige Reihen 2 u, angewendet werden. Wenn die Reihe > Un ) wenig- 
Nn=0 
stens für a kleine h konvergiert und ihre Summe o(kh) für A +0 gegen einen 
Grenzwert U strebt, so nennt man U die verallgemeinerte Summe der ursprüng- 


lichen Reihe > U, 


2 
zu multiplizieren und den Grenzübergang h-O zu voll- 


N=0 
Wie der Leser sieht, ordnet sich das Riemannsche Verfahren dem allgemeinen 
Schema aus Nr. 426 unter. Die Rolle des Parameters x übernimmt h (bei w=0), 


Be 
und die Faktoren y„(h) = > & 


Er -) für n=1, yo(k)=1, genügen den beiden dort 
formulierten Bedingungen. Das ist für die erste klar: 


sın nh\2 


lim Y(h)= -im 1 
ae 
= z u q 


nk . | nh 
jene ] 
n—A)h 


Wegen 


und 


2 
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gilt | 
polh)l+ Z |Yn(R)— Yn- (hI=1+2 (r Y -r) 
= | ® 7 i ds 


Von der Existenz dieses Integrals überzeugt man sich leicht, denn es ist 


D > j) ; . 1 1 
I) | 2 sin z (cos Ren ) —=0 (3) 
zZ z z De 


für 2>». Somit ist auch die zweite Bedingung erfüllt. 


Das verallgemeinerte Riemannsche Summationsverfahren ist also regulär. 
Wenden wir dies auf trigonometrische Reihen an, so erhalten wir den 


Ersten Satz von RIEMANN. Konvergiert eine trigonometrische Reihe (4) ın 
einem Punkt x gegen die Summe 8, so hat die durch. zweimaliges gliedweises Inte- 
grieren daraus entstehende Funktion F(x) in diesem Punkt eine verallgemeinerte 
zweite Ableitung, die gleich 8 ist: 


FÜlz)=8. 
Wir bemerken, daß für den Fall einer Fourierreihe der Ausdruck 
A;F(x) 
4h2 


sich leicht in ein Integral von dem in Nr. 740 untersuchten Typus umformen läßt, 
und zwar mit positivem Kern. Daher kann für das Riemannsche Summationsver- 
fahren ein dem Schwarzschen Satz (Nr. 741) und dem Fejerschen Satz (Nr. 743) 
völlig analoger Satz formuliert werden. Wir gehen jedoch nicht darauf ein; für uns 
ist das Riemannsche Verfahren wichtig als mächtiges Hilfsmittel zur Untersuchung 
trigonometrischer Reihen von allgemeinem Typus.!) Dabei ist noch folgender Satz 
von Nutzen! 


Zweiter Satz von RIEMANN. Streben die Koeffizienten a,,b„ der Jeihe (4) 
gegen 0, so gilt unabhängig von der Konvergenz der Reihe die Bedingung (2): 
A2F(x) _0 
h-0  2h j 


Für beliebiges festes x setzen wir 
WS; U,=0, cos nr +b,sinnTt. 
Dann reduziert sich das Problem auf den Nachweis der Beziehung 


lim Yro+ 2 2 U, ” a lh= 0. (8) 


1) RIEMANN selbst befaßte sich überhaupt nicht mit der verallgemeinerten Summation 
von Reihen. Er entwickelte seine Theorie zur Lösung des Problems, das er sich selbst 
gestellt hatte: diejenigen Funktionen, die sich in trigonometrische Reihen allge- 
meiner Form entwickeln lassen, vollständig zu charakterisieren. Wir können hier 
diese Riemannschen Untersuchungen jedoch nicht anführen. 
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Nach Voraussetzung gilt «„—0, d.h., zu beliebigem e>0 gibt es einen Index N 
derart, daß fürn=N die Beziehung |u,| = gilt. Wir spalten nun den uns interes- 
sierenden Ausdruck in zwei Summanden auf: 


N-1 & 
S=[uo+ P2 }-n und &=%-h; 
n=i1 n=N 
dann ist 


sin nh sin nh ) 
h. 


ISıl<e 3 | Er, \r<e 3 ( er 


Man zeigt leicht, daß der Faktor von e für alle h gleichmäßig beschränkt ist. Bei- 
spielsweise wissen wir aus Nr. 494, Beispiel 4, daß 


1 = sın? nh n-h 


— — 


h ee n? 2 
ist. Daher ist 
65] <; Eo 


Der Summand $, strebt mit h>0 offenbar gegen 0, wird daher für hinreichend 
kleines h absolut kleiner als e. Damit ist die Beziehung (8) bewiesen. 


748. Ein Hilfssatz über die Koeffizienten konvergenter trigonometrischer Reihen. 
Die nachstehend bewiesene Aussage, die im folgenden benutzt wird, ist auch für sich 
allein genommen von Interesse. 


Cantorsches Lemma. Wenn die trigonometrische Reihe (4) 
a + z (a, c08 mx + b,, sin mx) 
M= 


wenigstens für die x eines Intervalls (d)=[«, P] konvergiert, so streben die Koeffi- 
zienten. Ay Dy, Für m > notwendigerweise gegen V. 

Wir schreiben das allgemeine Glied der Reihe, «a,, cos mr -+b,, sin mx, in der 
Gestalt o, sin m (x—a,) mit 0„=Ya,?+b2. Dann muß gezeigt werden, daß o,, 
gegen 0 strebt. Wäre das nicht der Fall, so müßte für ein positives ö und für unend- 
lich viele m die Ungleichung 

OmZd (9) 
gelten. | 

Wir konstruieren induktiv eine Folge ineinandergeschachtelter Intervalle (d,) 
und eine Folge wachsender Indizes m, (n=1, 2, 3, ...) derart, daß 


6m, sin m, (2 &,)1>5 für z aus (d,) (10) 


ist. Als m, wählen wir den ersten der Indizes m, die außer der Ungleichung (9) 
noch der Ungleichung md>r genügen; dabei ist d die Länge des Intervalls (d)= 
=[a, ß]. Wenn x in (d) variiert, nimmt sin m, (c— o,„,) wenigstens einmal den Wert 
+1 an; dann gibt es aber aus Stetigkeitsgründen auch ein in (d) enthaltenes 
Intervall (d,), in dessen sämtlichen Punkten der absolute Betrag von sin m; (—«,,,) 
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1. 
größer als 23 ist, so daß also wegen (9) auch 


O2 
|Q,, Sin mı (2— a) Ze für x aus (d,) 


gilt. Sind (d„_,) und m„_, schon bestimmt, so lassen sich völlig analog ein Index 
m, und ein in (d„_,) enthaltenes Intervall (d„) konstruieren derart, daß (10) 
gilt. Überdies läßt sich auch noch m, >m,„_ı erreichen. 

Wir wählen nun einen Punkt x,, der allen (d„) angehört (mindestens ein solcher 
Punkt existiert stets). Für ihn gilt die Ungleichung (10) für alle n, d. h., es würde 
dann die Reihe (4) dort divergieren (da eine notwendige Bedingung für die Kon- 
vergenz nicht erfüllt ist), entgegen der Voraussetzung. Damit ist das Lemma be- 
wiesen. 


749.. Die Eindeutigkeit der trigonometrischen Entwieklung. Wir kommen nun zu 
einer der Hauptfragen dieses Paragraphen: Wenn f(x) in [—r, r] in eine trigono- 
metrische Reihe (4) entwickelbar ist, ist diese Entwicklung eindeutig? Diese Frage ist 
um so berechtigter, als der Ausdruck für die Koeffizienten der Reihe durch die 
Euler-Fourierschen Formeln, wie wir in Nr. 678 betonten, nicht logisch einwand- 
frei motiviert war. Der folgende Satz gibt darauf eine positive Antwort. 


Satz von HEINE-CANTOR. Konvergieren die beiden trigonometrischen Reihen 


4 > (a,, c0s mx + b,, sin mx) (4) 
m=i 
und 
ae > (x, COS mx + ß,, sin mx) (11) 
m=i 


in allen Punkten des Intervalls [—-r, rn] gegen dieselbe Summe f(x), eventuell mit 
Ausnahme endlich vieler „Unbestimmtheitspunkte“ x;,, 2, ».., 2, dann sind diese 
Reihen identisch, d. h., es ist 


Ana (m=0,1,2,..), bu=ßm (m=1,2,3,..). 


Durch Subtraktion der Reihen (4) und (11) führen wir das Problem auf den 
Nachweis der Eindeutigkeit der trigonometrischen Entwicklung der Null zurück: 

Konvergiert (eventuell mit Ausnahme endlich vieler Unbestimmtheüspunkte) im 
Intervall [—r, rn] die trigonometrische Reihe (4) gegen 0, so sind alle Koeffizienten 
gleich OÖ: 


and, nV. 


Diese Behauptung wollen wir jetzt beweisen. 

Nach dem Lemma aus Nr. 748 streben die Koeffizienten a,, und b,, gegen 0. 
Insbesondere sind sie also gleichmäßig beschränkt. 

Wir betrachten die Riemannsche Funktion F(x) (vgl. (6)), die unter unseren 
Voraussetzungen stetig ist. Bis auf die endlich vielen Unbestimmtheitspunkte 
ist ihre verallgemeinerte zweite Ableitung Fl’l(x) überall gleich 0 (nach dem ersten 
Riemannschen Satz; Nr..747). Nach dem zweiten Riemannschen Satz (Nr. 747) 
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gilt sogar in den Unbestimmtheitspunkten die abgeschwächte Bedingung (2). 
(Dieser Satz ist hier anwendbar, da die Koeffizienten a,, und b,, gegen 0 streben.) 
Dann kann man auf Grund des Schwarzschen Satzes (Nr. 746) schließen, daß F(x) 
linear ist: 
age? = Am COS mx +bm sin ma R 
at zer" ae 

Es sei darauf hingewiesen, daß diese Identität auf der ganzen Zahlengeraden 
gilt, denn was für [— x, r] gesagt wurde, gilt auch für jedes endliche Intervall. 
Schreiben wir die Identität in der Form 


A0X? > Am cosmz+b, Si 
——cr=d+ 2 Em Or mer om EN 


mi 


m? 2 


so können wir aus der Periodizität der auf der rechten Seite stehenden Funktion 
schließen, daß a9=c=0 ist. Somit: haben wir folgende Entwicklung der Null: 


0=-d+2 


m=i 


Am COS mx +b, sin mx 


m? E 


dieses Mal aber in eine gleichmäßig konvergente Reihe. In diesem Fall ergeben sich 
aber nach Nr. 678 die Koeffizienten nach den Euler-Fourierschen Formeln, und wir 
finden a ,=b,=0. 

Bemerkung. Man kann übrigens die Berufung auf das Cantorsche Lemma ver- 
meiden. 

Es sei x ein beliebiger Punkt, aber kein Unbestimmtheitspunkt, so daß die 
Reihe (4) für dieses x konvergiert und ihr allgemeines Glied 


Q,, C0S mx + b,, sin mx (12) 


gegen 0 strebt. Setzt man in (4) statt x die Werte +6 und x—ö ein und addiert, 
so kommt man zu der Entwicklung 


A+ 2, (a, cos mx +b,, sin mx) cos mö, 
m=i 


die für alle Werte von ö (eventuell mit Ausnahme endlich vieler) gegen 0 konver- 
giert. In bezug auf diese trigonometrische Reihe mit veränderlichem ö wissen wir 
schon, daß ihre Koeffizienten gegen O streben und daß (ohne Berufung auf das 
Cantorsche Lemma) die obigen Überlegungen anwendbar sind, so daß a,=0 und 


a, C0S mx +b,, sin me = (m=1, 2,3, ...) (13) 
ist. Diese Gleichungen gelten nun nicht nur für die von den Unbestimmtheits- 


punkten verschiedenen x, sondern aus Stetigkeitsgründen überall. Durch Dif- 
ferentiation nach x erhalten wir auch‘ 


b, c0S mx — a, sin me=(; (14) 
aus (13) und (14) folgt schließlich a, =b,=0. 


750. Abschließende Sätze über Fourierreihen. Wir wissen also jetzt: Ist für eine 
Funktion f(x) in [-x, x] eine Entwicklung in eine trigonometrische Reihe mög- 
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lich, dann nur auf eine Art und Weise. Wie sieht sie nun aus? Ist sie notwendiger- 
weise die Fourierreihe von f(x) 1) 

Uns sind (sogar stetige) Funktionen bekannt, die nicht in eine Fourierreihe 
entwickelbar sind (Nr. 703); bis jetzt war aber die Frage offen, ob solche Funk- 
tionen nicht in eine trigonometrische Reihe mit Koeffizienten, die von Fourier- 
koeffizienten verschieden sind, entwickelt werden können. 

Diese Fragen sind um so verständlicher, als wir leicht überall konvergente tri- 
gonometrische Reihen konstruieren können (die also eine bestimmte Funktion 
eindeutig definieren), die ganz gewiß keine Fourierreihen sind. Wir betrachten die 
Reihe 


= sınnz 


os Inn 


Sie konvergiert sogar gleichmäßig in jedem abgeschlossenen Intervall, das keine 
Punkte der Form 2rk (k=0,+1,+2, ...) (Nr. 430) enthält, und definiert dort eine 
stetige Funktion. In den Punkten 2kr konvergiert sie natürlich ebenfalls, und zwar 
gegen 0. Diese Reihe ist aber keine Fourierreihe, weil die notwendige Bedingung 


aus Nr. 731 verletzt ist (vgl. die Bemerkung dort): Die Reihe 7, an u — divergiert 
(Nr. 367, Beispiel 6). 2 

Unser Problem erfährt seine endgültige Lösung in dem Satz von Du Boıs- 
REYMOoND und seiner Verallgemeinerung in Nr. 751. 

Zunächst bringen wir einen von LEBESGUE stammenden Hilfssatz. 
iu Hilfssatz. Hat die im Intervall [a, b] stetige Funktion F(x) dort im Innern überall 
eine verallgemeinerte zweite Ableitung FÜ(x), die zwischen den Grenzen m und M 
lvegt, 

msFUÜl\x)=M, 

: : : A AF (Xo) . ; se odie 
so liegt auch jeder Quotient der Form a zwischen diesen Grenzen (natürlich 
unter der Annahme, daß das Intervall [x9— 2h, x,+ 2h] ganz in [«, b] liegt). 

Wir betrachten die Funktion 


4 — 20)? 4% 
Plz) = Ro) + (20) ar Eu u 


offenbar ein Polynom zweiten Grades. Man überzeugt sich durch Nachrechnen 
unmittelbar davon, daß sie in den drei Punkten xz,— 2h, zu, 20 +2h dieselben Werte 
wie f(x) annimmt, so daß in diesen Punkten die Differenz 


Ax)=f2)— plz) 
verschwindet. Die Funktion A(x) ist in [x9— 2h, x&9+2h] stetig und hat im Innern 
dieses Intervalls eine verallgemeinerte zweite Ableitung: 


AFlM&0) 
4h2 


2a) = fe) - 


1) Natürlich unter der Voraussetzung, daß f(x) absolut integrierbar ist; denn wenn wir 
von Fourierreihen sprechen, meinen wir-immer (wie auch oben) Fourierreihen abso- 
lut integrierbarer Funktionen. 
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(für das Polynom 9 ist die verallgemeinerte zweite Ableitung natürlich gleich der 
gewöhnlichen zweiten Ableitung). Ihren größten und ihren kleinsten Wert nimmt 
die Funktion A(x) in den beiden Punkten x, und x, im Innern des Intervalls 
[x0— 2h, x29+2h] an.t) Man kann leicht zeigen, daß in diesen Punkten Al”\(z,)=0 
bzw. Al’z2,)=0 gilt (vgl. die Überlegungen auf S. 529), woraus 


„ 43 »1 
f’@,)= ef (25) 


folgt, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Jetzt sind wir in der Lage, folgenden wichtigen Satz zu beweisen. 

Satz von DU BoIs-REYMoND. Läßt sich eine in [—-r, x] beschränkte und eigent- 
lich integrierbare Funktion f(x) in diesem Intervall in eine trigonometrische Reihe 


f(x) =4 > (a, cos nx+b, sin nx) (15) 
n=1 


entwickeln, so ist diese heihe notwendigerweise ihre Fourierreihe. 
Aus der Konvergenz der Reihe folgt die Beschränktheit der Koeffizienten a«,, b, 
(Hilfssatz aus Nr. ARE Ah führen die Riemannsche Funktion F{x) ein und erhal- 
„2'(x) 
an 2 


die Entwicklung in die trigonometrische Reihe (7): 


sin -) 
nh ] 


ten für den N  - 


ApF(®) ag 
42 2 


EB >> (a, cos nx+b, sin nz) 
n=1 


die bei ai h gleichmäßig in x konvergiert, da sie durch eine Reihe der 
Form L 2 — majorisiert wird. Dann sind aber nach Nr. 678 ihre Koeffizienten 


die IE. cc REN ihrer Summe: 


T 
== f A4F (x) dr 
T 


4h2 


T Tı 
sinnh\?2 1 AFF(«) e =, 1: 7. AZF(x) 
a ) Ze [eos N% —p3 dx, b„ ST ig J sın 2x dr 


(n=1,2,3,..). 


Die Entwicklung (15) kann auch außerhalb des Intervalls [— x, r] als gültig ange- 
sehen werden, wenn man f(x) periodisch auf die ganze Zahlengerade fortsetzt. 
Daher gilt nach dem ersten Riemannschen Satz aus Nr. 747 für alle Werte von x 


Fla)=fle). 


Da f(x) beschränkt ist, |f(x)|=K, gilt nach dem vorhergehenden Hilfssatz zugleich 

auch 

ArF(x) 
an2 


für alle x und A. 


=K (17) 


BN 


1) Selbst wenn einer dieser Werte 0 ist, wird er im Innern angenommen, nämlich in xg' 
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In den Gleichungen (16) lassen wir jetzt h gegen 0 gehen; der Grenzübergang 
kann nach dem Satz von ARZELÄ (Nr. 526) unter dem Integralzeichen vollzogen 
werden. So erhalten wir 


a0= = f f(x) de, A, = [ fx) cosnx der, 
m u (18) 
1 
b,=- [ f(x) sin ne dx n=1,2,3:.)5 
-T 
was zu beweisen war. 


751. Verallgemeinerung. Wir verzichten jetzt auf die Voraussetzung, f(x) sei be- 
schränkt, und wollen sogar zulassen, in endlich vielen Punkten möge die Entwick- 
lung (15) nicht gelten. Unter diesen schwächeren Voraussetzungen gilt der folgende 
Satz: 


Verallgemeinerter Satz von DU Boiıs-REyMonD. Ist die in [—-r, r] absolut 
integrierbare Funktion f(x) dort (eventuell mit Ausnahme endlich vieler Punkte) in eine 
irigonometrische Reihe (15) entwickelbar, so ist diese die Fourierreihe von f(x).t) 

Zunächst werde f(x) periodisch auf die ganze Zahlengerade fortgesetzt.?2) Dann 
betrachtet man statt /(x) zweckmäßiger die Funktion 


Pz)=f@)-F. 


Für sie gilt in jedem endlichen Intervall (eventuell mit Ausnahme endlich vieler 
Punkte) die Entwicklung 


o(z)= 2, (a, cosnx+b, sin nz), 
n=1 


bei der das freie Glied fehlt. Wir beweisen nun erstens 


[ Pl) dz=0 


und zweitens für n=1, 2,3, ... 


T Te 
a, f o(x) cosnıder, bn=— [ o(x) sin nx dr; (19) 
hieraus läßt sich dann die Beziehung (18) folgern., 

Da auch hier (nach dem Hilfssatz aus Nr. 748) die Koeffizienten beschränkt 


sind, kann man die Riemannsche Funktion 
= A, C0os nx +b, sin nz 


De)=- 2 


2 
nei 2 


heranziehen, die die Periode 2r hat. 


1) Diese Verallgemeinerung stammt von CHARLES J. DE LA VALLEE-Poussın, 1866— 
1962, belgischer Mathematiker. 

2) Genügt f(x) nicht der Bedingung f{-r)=f(r), so muß man zunächst, um sie zu er- 
füllen, den Wert von f(x) an einem der Intervallenden ändern, etwa an dem, an wel- 
chem die Entwicklung (15) nicht gilt. | 
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Wir greifen ein Intervall [«, $] heraus, das weder Ausnahmepunkte von f(x) 
noch singuläre Punkte von o(x) enthält; auch die Intervalle [x— ö, ß-+6] sind für 
hinreichend kleine ö so beschaffen. Da ® beschränkt ist, können wir wie oben 


D 
schließen, daß Pr fürasx=ß,h=Öö beschränkt ist. Außerdem ist 
. AtD(x) u 
a re). 


Für RO: y aus [«, 8] gilt nach dem Satz von ARZELÄ (Nr. 526) 


v 
440(2) 
In | 172 dr -/ o(z) dx. 


Setzen wir 


2): -f Dlt) dt, 


so können wir r in der Form 


._ (420,(y) aENO) : 
lim | a2 4m =] gli) di 


schreiben. Da der Ausdruck in der geschweiften Klammer für a=sy=f, h=ö be- 
schränkt ist, erhalten wir, wieder nach dem Satz von ARZELA, 


lim f £. }dy= auf yli)d (a=z=Pp). 


h>0 a 
Setzen wir ferner 


O= Dly)dy, 


so können wir diese Beziehung folgendermaßen schreiben: 
2 
. [AHDıle) AnDıle) Are f 
lim | are Fee dy | pi)di. 


Offenbar hat aber ®,(x) die gewöhnliche zweite Ableitung ®@(x), so daß 
1i Ardxlz) ArD:(e) 


lim —; = Pa), img Ple) 
Ardıla) _. 
ist. Bezeichnen wir den (offenbar existierenden) Grenzwert lim an2 mit y, 


so finden wir schließlich 
1 ayf olt) di=B(x)— Dla)—y (a—a). 


x u 
Nun erkennt man leicht, daß sich [ dy f p(t) dt (für-n=x=x) von dem vorher- 
0 


0 
gehenden Doppelintegral um eine lineare Funktion. unterscheidet. Somit ist die 
Funktion 


Ye)=Da)-[Ayfpl)di (20) 
0 0 
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in jedem Intervall [«, f] linear. Demnach ist in jedem Punkt x, der kein singulärer 
Punkt von o(x) und kein Ausnahmepunkt von f(x) ist, in dem also (15) nicht gilt, 
y’le)=0. 
Andererseits ist ausnahmslos in allen Punkten x eine Bedingung vom Typ (2) 
erfüllt: Der Ausdruck 
A) Aa) Ar, 9.8 
ı  2h a day | ee > f dv | ER 
= 0 x 0 
strebt für A—>0 gegen 0. Für den ersten Summanden folgt das aus dem zweiten 
Riemannschen Satz (nach dem Hilfssatz aus Nr. 748), und für die Summe der 
beiden anderen Summanden folgt es aus dem Satz aus der Differenzierbarkeit 
des Integrals nach der oberen Grenze (Nr. 305, 12°). 
Dann gilt auf Grund des verallgemeinerten Satzes von SCHWARZ (Nr. 746) in 
jedem endlichen Intervall, also für alle x, 
Ya)=cx+d. (21) 
Es sei jetzt 


o(x) na >, (a, cosnxc+Pf,sinnz); 
= n=i 


durch zweimalige Integration erhalten wir (Nr. 731) 


z y 
Ba 
fa f olt) u _ > &n COS en sin nz (22) 
4 ns; n 

0 0 
Durch Gegenüberstellung von (20), (21) und (22) kommen wir zu der Entwicklung 

A > (&n, —a,) cosnz +(ß„—b,) sinnz 

4 n=1 

die ausnahmslos für alle reellen x gilt. Da die rechte Seite eine stetige und perio- 
dische, also beschränkte Funktion von x ist, ist c=0, also auch 


1 T 
Xy,= = J o(x) dt=0 . 


Somit zeigt sich, daß die Reihe 
“- (&n—QA,) cosnz +(ß, —b,) sin nz 


Z n? 


überall gegen 0 konvergiert, und zwar gleichmäßig. Hieraus folgt nach Nr. 678 oder 
Nr. 749, daß alle ihre Koeffizienten verschwinden, so daß (19) erfüllt ist: 


n? : 


T T 
1 1 i 
m=,= [ o(x) cosnx de, Di Du = [pt sinnxdxr, 
-T -T 


und somit ist der Beweis zu Ende geführt. 

Damit haben wir schließlich die ganze bisher behandelte Theorie der Entwick- 
lung von Funktionen in trigonometrische Reihen wirklich auf feste Grundlagen 
gestellt und insbesondere begründet, wieso sich gerade die Fourierreihen einer 
solchen besonderen Aufmerksamkeit erfreuen. 


Anhang 


Der allgemeine Gesichtspunkt beim Limesbegriff 


752. Die verschiedenen Arten des Grenzwertes, die in der Analysis vorkommen. 
Der Grenzwertbegriff durchzieht den ganzen Analysislehrgang; er nimmt jedoch 
in verschiedenen Teilen ganz verschiedene Formen an. 

Wir begannen mit der Untersuchung des einfachsten Falles, des Grenzwertes 
einer diskreten Veränderlichen, die eine numerierte Folge von Werten durchläuft 
(Nr. 22, 23); gerade im Hinblick darauf wurde die Theorie der Grenzwerte im 
einzelnen entwickelt (Kap. I). 

Alsdann wurde der Grenzwertbegriff verallgemeinert auf den Fall des Grenz- 
wertes einer Funktion einer oder mehrerer Veränderlichen (Nr. 52, 165). Dabei 
meinen wir immer die Definition des Grenzwertes mit Hilfe der „Epsilontik“, 
d.h. mit e und ö. Der Grenzprozeß wurde dabei zwar komplizierter, änderte sich 
aber nicht grundsätzlich. Die Integralrechnung führte uns auf die Untersuchung 
der Grenzwerte von Riemannschen und Darbouxschen Summen (Nr. 295, 296, 301). 
Hierbei hing der Grenzprozeß mit der Zerlegung eines gegebenen Intervalls in 
Teilintervalle zusammen und zeigte im Vergleich zu dem früher untersuchten 
schon bemerkenswerte Eigentümlichkeiten. 

Mit diesem Typus von Grenzwerten sind in gewissem Maße auch die Grenzwerte 
verwandt, denen wir in Kap. X bei der Definition der Bogenlänge (als Grenzwert 
der Länge einbeschriebener Polygonzüge; Nr. 330), des Flächeninhaltes ebener 
Figuren (als Grenzwert einbeschriebener und umbeschriebener geradlinig begrenz- 
ter Flächen; Nr. 336) usw. begegneten. 

Schließlich wurde der Leser im Band Ill noch mit anderen Grenzwertbildungen 
bekannt, die sich als Resultat von Grenzprozessen ergaben, welche von den oben 
erwähnten verschieden sind. 

Alle diese verschiedenartigen Grenzwerte können prinzipiell auf den Grenzwert einer 
diskreten Veründerlichen zurückgeführt werden. Diesen Gedanken haben wir im Laufe 
der ganzen Untersuchung hervorgehoben, wobei wir anfangs (Nr. 53, 166, 295) auf 
Einzelheiten eingingen, während wir unsspäter darauf beschränkten, die Möglichkeit 
der Umformulierung der Grenzwertdefinition in die Sprache der Folgen nur zu er- 
wähnen. Natürlich ist die Zurückführung komplizierter Grenzprozesse auf den ein- 
fachen Grenzwert einer diskreten Veränderlichen an sich interessant. Für uns jedoch 
war sie nur in der Hinsicht wichtig, daß sie uns der Notwendigkeit enthob, jedesmal 
die elementaren Sätze aus der Theorie der Grenzwerte von Neuem zu beweisen. 


542 Anhang. Der allgemeine Gesichtspunkt beim Limesbegriff 


Obwohl sich auf diesem Wege gerade die Einheitlichkeit aller Formen von 
Grenzwerten zeigt, mit denen wir bisher zu tun hatten, stellt die Notwendigkeit, 
zu diesem Zweck die Veränderliche gleichsam zu „anatomisieren“, numerierte 
Folgen aus der Menge ihrer Werte auszusondern, zweifellos etwas Gekünsteltes 
dar. Jedenfalls führt dieses Verfahren nicht zur Herausarbeitung einer allgemeinen 
Definition des Grenzwertes einer Veränderlichen. 

Das Ziel dieses Anhangs besteht gerade darin, einen allgemeinen Gesichtspunkt 
beim Grenzwertbegriff herauszuarbeiten, der alle in der Analysis vorkommenden 
verschiedenen Grenzwertbildungen als Spezialfälle umfaßt, und auf dieser Grundlage 
die Umrisse einer allgemeinen Theorie der Grenzwerte zu skizzieren. 

Die im folgenden dargelegten Gedanken wurden zuerst von S. OÖ. SCHATUNOWSKI!) 
geäußert, später von den amerikanischen Mathematikern E. H. Moore?) und 
H.L. SmitT#®). Wir weisen jedoch darauf hin, daß diese von ihnen stammende 
Problemstellung keineswegs die einzig mögliche ist. 


753. (Total-) Geordnete Mengen. Die oben untersuchten Formen von Veränderlichen, 
die einen Grenzwert haben, legen folgenden Gedanken nahe: Damit es allgemein 
sinnvoll ist, vom Grenzwert einer Veränderlichen zu sprechen, darf ihr Variabili- 
tätsbereich nicht „amorph“ sein, sondern er muß in bestimmter Weise gerichtet 
oder geordnet sein. In diesem Zusammenhang definieren wir zunächst einen grund- 
legenden Begriff in seiner allgemeinen Form, nämlich den der geordneten Menge. 

Es sei eine Menge $={P} von Elementen P irgendwelcher Art gegeben. Wenn 
für ein bestimmtes Paar verschiedener Elemente P, P’ vereinbart ist, daß eines dieser 
Elemente (etwa P’) auf das andere (also P) folgt, so schreibt man P’>P und 
sagt, für das Paar P, P’ sei eine Ordnung definiert. Die Vorschrift, die für alle 
möglichen Paare verschiedener Elemente von $& oder auch nur für einige dieser 
Paare eine Ordnung festlegt, muß in jedem Fall folgenden beiden Forderungen 
genügen: 

(1) Ist Pi> P3, so kann nicht gleichzeitig Pa>P, gelten; 

(II) ist P,>P, und P,>P,, so ist notwendigerweise P,>Ps (d.h., die Be- 
ziehung „folgt auf“ ist fransitiv). 


Ist nach irgendeiner Vorschrift für alle Paare verschiedener Elemente von ® 
eine Ordnung festgelegt, die den Forderungen (I) und (II) genügt, so nennt man 
die Menge 8 (total-) geordnet, zum Unterschied von den in Nr. 754 zu untersuchenden 
halbgeordneten Mengen, bei denen nicht für alle Paare von Elementen eine Ord- 
nung definiert ist.*) Wir geben einige Beispiele für geordnete Mengen an: 


1. Jede Menge {x} reeller Zahlen x ist in natürlicher Weise geordnet, wenn man 


diese Zahlen wachsend (x’>x, wenn x’>x) oder fallend (x’>x, wenn x’<x) an- 
ordnet. 


1) SAMUIL ÖSSIPOWITSCH SCHATUNOWSKI, 1859-1829, russischer Mathematiker. 

2) ELIAKIM HaAsrtınas Moore, 1862-1932. 

°) H.L. SmitH, 20. Jh. 

*) Der Sprachgebrauch ist nicht einheitlich; man spricht von totalgeordneten bzw. von 
geordneten Mengen oder aber von geordneten bzw. halbgeordneten (oder teilweise ge- 
ordneten) Mengen. — Anm. d. Red. 
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Auf Grund dieses einfachen Beispiels kam man zu dem Wort „folgt“ und zur 
Bezeichnung > (stilisiertes>). 

Dasselbe Beispiel kann in geometrischer Form folgendermaßen beschrieben wer- 
den: Jede Menge von Punkten auf einer horizontalen Geraden ist geordnet, wenn 
man von zwei Punkten denjenigen als auf den anderen folgend ansieht, der rechts 
(bzw. links) von diesem liegt. 


2. Wir betrachten jetzt irgendeine Menge Ill={M(x, y)} von Punkten M(x, y) 
des zweidimensionalen (Zahlen-) Raumes. Diese Menge kann z. B. folgendermaßen 
geordnet werden: 


M'(«’,y)>M(x,y),, wenn xz>zx’ oder,fals x=r, wenn y>y. 


In den angegebenen Beispielen verifiziert man leicht, daß die Bedingungen (I) 
und (II) erfüllt sind. 

Um die Benutzung des soeben eingeführten Begriffes bei dem Limes einer Ver- 
änderlichen zu erleichtern, wollen wir zusätzlich annehmen, die betrachtete 
Menge $ habe kein „letztes“ Element (d.h. kein Element, das auf alle übrigen 
folgt). Alsdann läßt sich zu jedem Element P von 8 ein Element P’ finden derart, 
daß P'>P gilt. 


754. Halbgeordnete Mengen. Wie wir im folgenden sehen werden, ist man häufig 
genötigt, die Annahme, für jedes Paar von Elementen aus $ sei eine Ordnung 
festgelegt, fallen zu lassen und sich damit zufrieden zu geben, daß eine solche 
Ordnung unter Beibehaltung der Bedingungen (I) und (II) nur für gewisse Paare 
von Elementen aus $ vorliegt. In solchen Fällen fordern wir aber noch, daß die 
folgende Bedingung erfüllt ist: 


(III) Zu je zwei Elementen P, P’ der Menge 8 gibt es in ® ein Element P”, das auf 

beide folgt, also 
P’>P und P’>P.. 

Dabei ist es gleichgültig, ob für das Paar P, P’ eine Ordnung definiert ist oder 
nicht. 

Diese Forderung schließt die Existenz eines letzten. Elementes in 8 aus. 

Man sieht leicht, daß jede geordnete Menge 8, die kein letztes Element besitzt, 
notwendigerweise auch der Bedingung (III) genügt. Für je zwei Elemente P, P' 
aus S ist nämlich eine Ordnung definiert, etwa P'>P. Da P’ nicht letztes Ele- 
ment ist, gibt es in $ ein Element P” mit P”>P’; wegen der Transitivität der 
Ordnungsbeziehung > gilt dann auch P”>P, was zu beweisen war. 

Wenn wenigstens für gewisse Paare von Elementen aus $ eine Ordnung definiert 
ist, die den Forderungen (I), (II), (III) genügt, so nennen wir J eine halbgeordnete 
Menge (vgl. die Fußnote 4 auf S. 542). 

Wir geben einige Beispiele an. 


3. Wir betrachten eine Menge % reeller Zahlen x, für welche die Zahl a Häufungs- 
punkt ist (Nr. 52); dabei gehöre a nicht zu %. Wir setzen 


x>x, falls | -al<|Ir-au]. | 
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Also folgt eine Zahl einer anderen, wenn sie näher am Häufungspunkt liegt als 
diese. 

Die Forderungen (I) und (II) sind offenbar erfüllt. Gibt es in & keine Werte 
von x, die gleich weit von a entfernt sind, aber auf verschiedenen Seiten von a 
liegen, so kann % (total-) geordnet werden. Gibt es aber solche Wertepaare, so 
lassen sich diese nach unserer Ordnungsvorschrift offenbar nicht ordnen. 

Nun wollen wir Forderung (III) verifizieren. Wir wählen zwei beliebige Zahlen x 
und x’ aus &. Da sie beide von a verschieden sind und a Häufungspunkt von % ist, 
gibt es in X notwendigerweise ein x”, das näher an a liegt als x und x’; dann ist 
aber 2”>x und x”>xr’. Somit ist X jedenfalls halbgeordnet. 


4. Es sei X eine Menge von Zahlen mit dem Häufungspunkt &. Man kann &% 

ordnen mit Hilfe der Bedingung | 

x’>x, wenn |r|>|e]|. 
Die Bedingungen (TI) bis (III) sind erfüllt. Gibt es in & keine Zahlen, die sich nur 
durch das Vorzeichen unterscheiden, so kann & (total-) geordnet werden. Existie- 
ren jedoch solche Paare, so kann man diese nicht ordnen, und &% ist nur halb- 
geordnet. 

5. Wir betrachten jetzt eine beliebige Menge = {M(x, y)} von Punkten M (x, %) 
des zweidimensionalen Raumes mit dem Häufungspunkt My,(a, b) (Nr. 163). Wir 
nehmen seine beiden Koordinaten a und b als endlich an; ferner gehöre M, der 
Menge IM nicht an. Wir definieren die Ordnung durch 


M@,y)>Mßy); 
wenn 

max (| —al, |y —bj)<max (|x—al, |y—5|). 
Wie in Beispiel 3 sind (I), (II) und (III) erfüllt. Wir verifizieren beispielsweise 
(III). Es seien M(x, y) und M’(x’, y’) aus Ill gegeben. Da beide von M, verschieden 
sind, ist 

o=max (|x-a], |y—5])>0 
und 

o'=max (je’—al, |y —2))>0. 
Es sei ö=min (eo, 0’). Da M, Häufungspunkt von IL ist, gibt es in SWL einen Punkt 
M”(x”, y”) derart, daß |x”—al<=ö und |y”—b|=6 ist. Dann ist aber M”>M und 
M”> M'. Somit ist (III) erfüllt, und X ist tatsächlich halbgeordnet. 

Ist eine der Koordinaten von M,„, etwa a, gleich &, so kann man die Definition 


Ei AR 1 
der Ordnung beispielsweise so modifizieren, daß man |xr—a]| durch en ersetzt. 


6. Wir geben noch zwei andere Vorschriften an, nach denen man die Menge ll 
aus Beispiel 5 ordnen kann; a und 5 seien wieder endlich. 
Es sei 
Me’, y)>M(&, y) ; 
wenn 
e-al+ly—b<|e-al+ly-Öl, 
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oder auch 
M'(@',y)> M(s,y), 


wenn 
Ve -a)?+(y'-b2<Ye-a)2+y-d) 
ıst. Wir überlassen es dem Leser, nachzuprüfen, daß die Bedingungen (TI) bis (III) 
erfüllt sind. 
7. Es sei Ill die Menge der Gitterpunkte (m, n) mit natürlichen Zahlen m, n und 
dem Punkt (», ©) als Häufungspunkt. Analog zu Beispiel 5 kann man diese Menge 
nach folgender Vorschrift ordnen: 


(m’,n’)>(m,n), wenn min (m’, n’)>min (m, n). 
Einfacher wäre 


(m’,n’)>(m,r), wenn m’>m und w>n; 


auch hier sind (I) bis (III) erfüllt. 

8. Wir betrachten ein Beispiel aus einem anderen Gebiet. Die Elemente der 
betrachteten Menge A seien alle möglichen Zerlegungen R eines gegebenen Inter- 
valles [a, b] in endlich viele Teilintervalle mit Hilfe der Teilpunkte 


a=em<y< <<< <td. 


Bezeichnet A die größte Länge der Teilintervalle, so ist es naturgemäß, verschiedene 
Zerlegungen R nach abnehmendem A zu ordnen. Alsdann ist diejenige Zerlegung 
die nachfolgende, der das kleinere A entspricht. 

Daß (I) und (II) erfüllt sind, ist klar. Auch (III) ist leicht zu verifizieren. Zu 
zwei Zerlegungen, die den Werten A und A’ entsprechen, läßt sich eine Zerlegung 
in noch kleinere Teilintervalle finden, der eine Zahl A” entspricht, die kleiner als 
und 4’ ist. RN 

Die Menge & ist somit (halb)geordnet, denn für zwei Zerlegungen mit demselben A 
ist die Ordnung nicht definiert. 

9. Diese Menge A={R} läßt sich auch noch anders ordnen: Eine Zerlegung R’ 
folge auf die Zerlegung R, wenn R’ aus R durch Hinzunahme weiterer Teilpunkte 
entsteht. Auch diese Vorschrift führt nur zu einer Halbordnung, da beispielsweise 
für zwei Zerlegungen R und ER’ mit ganz verschiedenen Teilpunkten eine Ordnung 


nicht definiert ist. 


755. Geordnete Veränderliche und ihr Grenzwert. Wir betrachten jetzt eine Ver- 
änderliche x mit dem Variabilitätsbereich X. Man kann sich vorstellen, daß dieser 
Bereich & selbst geordnet (oder auch nur halbgeordnet) ist oder, allgemeiner, daß 
die Werte x aus X eindeutig den Elementen P einer geordneten Menge $={P} 
zugeordnet sind, die aus Objekten beliebiger Natur besteht. In diesem Fall wird 


die Veränderliche x eine geordnete Veränderliche genannt. 
Entsprechend der Ordnung in 8 ist auch die Menge der Werte x=xp geordnet: 


tp>%p, wenn P’>P (in). 
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Das ist die verallgemeinernde Nachbildung des Sachverhalts, den wir für diskrete 
Veränderliche x, vorgefunden haben, deren Werte den Zahlen der natürlichen 
Zahlenreihe — den Nummern — eindeutig zugeordnet waren und deren Ordnung, 
derjenigen der natürlichen Zahlen entsprach: 


' 
> % wenn n>n. 


So wie wir die Elemente P von 8 unterscheiden, so auch die Werte x= x, unserer 
Veränderlichen, nämlich nach ihren „Indizes“ P. Unter dieser Voraussetzung: 
lassen wir (ebenso wie im Fall einer diskreten Veränderlichen) auch gleiche Werte. 
mit verschiedenen „Indizes“ zu. 

Wir weisen besonders darauf hin, daß wir, wenn wir von einer geordneten Ver- 
änderlichen sprechen, im. Grunde keinerlei Vorstellungen über die Anordnung 
ihrer Werte im Raum oder in der Zeit damit verknüpfen. Ein folgender Wert be-. 
deutet nicht etwa „weiter entfernt“ als der vorhergehende, auch nicht „später“ 
als der vorhergehende, usw. Wenn wir uns trotzdem den Gebrauch von Worten wie 
„von einer bestimmten Stelle an“ oder „von einem gewissen Moment der Verände- 
rung an“ usw. gestatten, so tun wir das nur der Bildhaftigkeit des Ausdrucks 
halber. | 

Die Definition des Grenzwertes einer geordneten Veränderlichen z=xp (oder, 
wie man manchmal auch sagt, des Grenzwertes einer geordneten Menge {xp}) ist 
der Definition des Grenzwertes einer diskreten Veränderlichen (einer Folge) völlig, 
analog: 

Die Veränderliche x=xp hat den endlichen Grenzwert a, wenn zu jedem e>0 
ein Index P, aus 8 gefunden werden kann derart, daß für alle P> P, die entspre- 
chenden Werte von z=xp der Ungleichung 


x-al=|rp-al<e 
genügen. 
In der Definition aus Nr. 23 spielte die Rolle von P, offenbar die Zahl N, ; 
die Beziehung n>N, ist mit n>N, gleichbedeutend. 
Ebenso lautet die Definition für einen unendlichen Grenzwert: 


Die Veränderliche x=xp hat den Grenzwert &, wenn für jede Zahl E>0O ein 
„Index“ P,„ aus $ gefunden werden kann derart, daß 


eg =|2pl>E, 
sobald P=>P, ist. 
Man kann diese Definition leicht umformen, wenn der Limes + oder — & ist. 
Dabei schreibt man wie üblich 
lim z=a (», +0, —o) oder x>a(», +0, —o), 
756. Beispiele. Wir beginnen mit dem Beispiel einer Veränderlichen x, deren 
Variabilitätsbereich & selbst geordnet ist. 


1. Es sei X= {x} eine Menge reeller Zahlen mit dem Häufungspunkt a, die nach 
fallendem |x—a| geordnet ist (vgl. Beispiel 3 aus Nr. 754). Offenbar hat die ent- 
sprechende Veränderliche x den Grenzwert a: Zu beliebigem e>0 gibt esin & ein 
x,+a derart, daß |x,—a|<e ist; dann'ist für x>x, erst recht |c—a]|<e. 
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Analog gilt, wenn &= {x} den Häufungspunkt » hat und man diese Menge nach 
wachsendem |x]| ordnet (vgl. Beispiel 4 aus Nr. 754), x—«. 

Oft jedoch hat man den Fall, daß die Werte der Veränderlichen den Elementen ? 
einer geordneten „Indexmenge“ 8 zugeordnet sind. Die nachstehenden Beispiele 
sind besonders wichtig: Sie zeigen,’daß die in diesem Lehrgang betrachteten ver- 
schiedenen Formen des Grenzwertes tatsächlich als Spezialfülle des oben behandelten 
allgemeinen Grenzwertbegriffes angesehen werden können. 


2. Wir betrachten den Grenzwert einer Funktion (Nr. 52) 
lim f(@)=4, (1) 


wobei wir uns der Einfachheit halber auf endliche a und A beschränken. 

Es sei f(x) auf einem Bereich ®= {x} definiert, der den Häufungspunkt a habe. 
Der Wert a selbst möge nicht zu % gehören oder wenigstens bei der Definition des 
Grenzwertes (1) nicht berücksichtigt werden. Diese Funktion ist hier genau die- 
jenige Veränderliche, von deren Grenzwert die Rede ist, während x die Rolle des 
Index P spielt. Wir wollen die Schreibweise £—a so verstehen, daß der Variabili- 
tätsbereich von x nach abnehmendem |x— a| geordnet ist (vgl. Nr. 754, Beispiel 3). 
Dann läßt sich die Menge {f(x)} der Werte der Funktion f(x) entsprechend ord- 
nen, und die Gleichung (1) erhält in Übereinstimmung mit der allgemeinen Defini- 
tion einen bestimmten Sinn. Sie bedeutet nämlich, daß zu gegebenem e>0 immer 
ein x, aus X gefunden werden kann derart, daß die Ungleichung 

M@)—Al<e (2) 
erfüllt ist, sobald xz>x, d.h.sobald |e—-a|<|x,—a| ist. Setzt man |r,—a|=Ö, 
so kann«man diese Bedingung in der Form |x—a|<ö schreiben. Umgekehrt, gilt 
(2) für |e—a|<6ö, so kann man, falls x, so gewählt wird, daß |x,—a|<ö ist, behaup- 
ten, daß (2) für x>x, gilt. Somit ist die neue Definition des Grenzwertes einer 
Funktion der alten aus Nr. 52 äquivalent. 

3. Die Definition des Grenzwertes einer Funktion zweier Veränderlicher, 


a, MON = fe -4 (3) 
kann in der Terminologie der geordneten Veränderlichen völlig analog formuliert 
werden. Es sei (M)=/(xz, y) auf einem Bereich Öll={M(x, y)} mit dem Häufungs- 
punkt M,(a, b) definiert. Dieser Punkt selbst bleibt bei der Definition der Glei- 
chung (3) außer Betracht. Die Punkte M(x, y) aus ll spielen die Rolle der Indizes. 
Wir ordnen die Menge II so wie in Nr. 754, Beispiel 5, und in diesem Sinne wollen 
wir die Schreibweise M - M, oder z>a, y>b verstehen. Damit ordnen wir auch die 
Menge der Funktionswerte {f{M)}= {f{z, y)}. Dann erhält (3) einen Sinn, in Über- 
einstimmung mit der allgemeinen Definition des Grenzwertes einer geordneten 
Veränderlichen. 

Auch hier ist klar, daß die neue Deutung der Beziehung (3) mit der früheren aus 
Nr. 165 äquivalent ist. 

Die Definition des Grenzwertes bleibt im Grunde dieselbe, wenn statt der Ord- 
nungsvorschrift von Nr. 754, Beispiel 5, für NM = {M (x, y)}die Vorschrift aus Nr. 754, 
Beispiel 6, zugrunde gelegt wird. 
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4. Für eine von zwei natürlichen Nummern m und n abhängige Veränderliche 
Zn wird der Grenzwert 
lim 2m = 4 


m-> 


nV>o 
nach folgender Ordnungsvorschrift für Paare (m, n) definiert: 
(m’,n’)>(m, n), wenn min (m’, n’)>min (m, n) 


(vgl. Nr. 754, Beispiel 7). Dies stimmt mit der Definition am Schluß von Nr. 165 
überein. 

Dasselbe Resultat würden wir erhalten, wenn wir von der einfacheren Ordnungs- 
vorschrift 


(m’,n’)>(m,n),, wenn mM’>m,n'>n, 


(vgl. Nr. 754, Beispiel 7) ausgehen würden. 
Die Ausdehnung der vorstehenden Ausführungen auf den Fall von Funktionen 
mehrerer Veränderlicher bereitet keine Schwierigkeiten. 


5. Abschließend wenden wir uns dem Problem des Grenzwertes Riemannscher 
oder Darbouxscher Summen für eine in einem gegebenen Intervall [a, b] be- 
schränkte Funktion f(x) zu. Diese Summen hängen mit Zerlegungen R des Intervalls 
[a, b] in Teilintervalle mittels beliebiger Teilpunkte 


a=my <<<; <<<, =b 


zusammen, wobei der Grenzprözeß in der Richtung A>0 verläuft (A=max 4x,). 
In Nr. 754, Beispiel 8, haben wir die Menge &= {R} der möglichen Zerlegungen R 
eines Intervalls in Teilintervalle schon nach abnehmendem A geordnet. Dement- 
sprechend lassen sich auch die Werte s und S der Darbouxschen Summen ordnen. 

Zur Bildung einer Riemannschen Summe o muß man nicht nur das Intervall 
in Teilintervalle zerlegen, sondern noch in jedem Teilintervall einen bestimmten 
Punkt auswählen. Somit wird eine Riemannsche Summe nicht nur durch das 
System der Teilpunkte, sondern auch durch das System der Punkte in den Teil- 
intervallen charakterisiert; diese Systeme und damit auch die Riemannschen Sum- 
men lassen sich ebenfalls nach abnehmendem A ordnen. 

Damit ist schon klar, daß auch die Limites 


lim o, lim s, lim 8 
A>0 A1>0 0 


nach dem hier erläuterten allgemeinen Schema definiert werden können. 

Wir weisen beiläufig darauf hin, daß wir im Grunde in allen Fällen dieselben 
Grenzwerte erhalten würden, wenn wir zur Ordnung der Mengen {oc}, {s}, {S} die 
Vorschrift aus Beispiel 9 von Nr. 754 heranziehen würden. Der Leser möge das zur 
Übung beweisen; die Ergebnisse aus Nr. 297 und 301 sind dabei zu benutzen. 

Analog läßt sich das Problem der Grenzwerte erschöpfend behandeln, die wir 
bei der Definition der Bogenlänge (Nr. 330), des Flächeninhalts ebener Figuren 
(Nr. 336), der Kurvenintegrale, der Flächen- und Oberflächenintegrale (Nr. 544, 
950, 589, 630, 635) untersucht haben. 
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757. Bemerkung zum Grenzwert einer Funktion. Bei dem Grenzwert (1) verein- 
barten wir nun eine ganz bestimmte Art und Weise der Ordnung der Menge 
%X%= {x} (vgl. Nr. 754, Beispiel 3) und damit auch der Menge {f(x)} der Funktions- 
werte. Die Definition des Grenzwertes dieser Menge, die auf der betrachteten ‚„Stan- 
dardvorschrift“ der Annäherung von x an a beruhte, erwies sich der Definition des 
Grenzwertes aus Nr. 52 in der e-ö6-Sprache (der „Epsilontik“) als gleichwertig. 

Man könnte jedoch von der Standardisierung der Annäherung von x an a ab- 
gehen, indem man x in der Menge % oder in irgendeiner ihrer Teilmengen variieren 
ließe, die a zum Häufungspunkt haben, und nach irgendeiner Vorschrift ordnet, 
aber so, daß a ihr Grenzwert ist. Die Werte von f(x) ließen sich jedesmal entspre- 
chend der Ordnung der x-Werte ordnen. 

Alsdann hat man (1) folgendermaßen zu verstehen: Nach welcher Vorschrift 
auch immer die unabhängige Veränderliche x gegen den Grenzwert strebt, die Funktion 
f(x) strebt immer gegen denselben Grenzwert A. 

Diese Definition kommt der Definition aus Nr. 53 „in der Sprache der Folgen“ 
nahe, nur wird die beliebige Folge von x-Werten, die gegen a strebt, hier durch eine 
ganz willkürliche geordnete Menge von x-Werten, die a zum Limes hat, ersetzt. 

Zum Beweis der Gleichwertigkeit dieser Definition mit der Definition aus Nr. 756 
genügt es zu zeigen, daß aus der Existenz des Grenzwertes (1) im Sinne von Nr. 52 
die oben formulierte Aussage folgt. Es möge also zu jedem e>0 ein ö>0 existieren 
derart, daß Ungleichung (2) erfüllt ist, sobald |e—a|<ö ist. Nach welcher Vor- 
schrift auch immer x gegen «a strebt, nach Definition des Grenzwertes muß ein 
x existieren derart, daß für x>ä die Beziehung |r—a|<ö gilt; dann ist für alle 
diese x auch die Ungleichung (2) erfüllt, d. h., tatsächlich gilt /(x)>—4. 

Dieselbe Bemerkung trifft natürlich auch in bezug auf Funktionen zweier (oder 
mehrerer) Veränderlicher zu. 


758. Erweiterung der Theorie der Grenzwerte. Wir kommen nun zur Ausdehnung 
der in Kapitel I für diskrete Veränderliche bewiesenen Aussagen auf den allgemei- 
nen Fall einer geordneten Veränderlichen. Diese Übertragung bietet keine Schwie- 
rigkeit, wenn man den Aufbau der Theorie der Grenzwerte für diskrete Veränder- 
liche schrittweise verfolgt. 

Jedesmal, wenn davon die Rede war, daß irgendeine Beziehung für Werte x, 
mit einer Nummer n, die größer als ein gewisses N ist, gilt, muß man jetzt sagen, 
daß sie für Werte «=xp gilt, deren „Index“ P einem gewissen P’ folgt. 

Als Beispiel beweisen wir das Analogon zu Nr. 26, 1°: Strebt eine geordnete Ver- 
änderliche xp gegen einen Grenzwert a und ist a>p (a<g), sogilt auch zp>Pp (xp<q) 
wenigstens von einer gewissen Stelle an (d.h., es gibt ein P, derart, daß die ge- 
wünschte Beziehung für alle x» mit P<P, gilt). 

Wählen wir e<a—p (e<q—a), so finden wir ein P’ derart, daß für P> P’ die 
Beziehung |2p—- a] <e gilt; für diese xp ist offenbar auch 


Xp>qa—e>p (tp=za+te<g). 
Ebenso lassen sich die Aussagen 2° bis 4° aus Nr. 26 verallgemeinern. Die letzte 


lautet dann beispielsweise: Hat eine Veränderliche x den (endlichen) Grenzwert a, 
so ist sie (wenigstens von einer gewissen Stelle an) beschränkt (vgl. Nr. 55, 1, 4°). 
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Zum Beweis der Eindeutigkeit des Grenzwertes (Nr. 26, 5°) muß man die Be- 
dingung (III) aus Nr. 754 heranziehen. 

Wir führen den Beweis indirekt und nehmen an, es gelte zp>a, xp->b, a<b. 
Wählt man r zwischen a und b, so ist einerseits xzp<r für P=P', andererseits 
zp>r für P>P”. Nach (III) gibt es aber einen „Index“ P derart, daß gleich- 
zeitig P>P’ und P>P” gilt. Dann wäre gleichzeitig zp<r und xp>r, womit 
der gewünschte Widerspruch vorliegt. 

Auf geordnete Veränderliche überträgt sich der Begriff der monotonen Ver- 
änderlichen folgendermaßen: Die Veränderliche x» heißt monoton wachsend (mono- 
ton nicht abnehmend), wenn aus P'>P stets z»>2xp (bzw. zp =xp) folgt. 

Als Beispiel einer solchen Veränderlichen kann eine monoton wachsende Funk- 
tion /(x) dienen, wenn ihre Werte nach wachsenden Werten der unabhängigen 
Veränderlichen geordnet werden, oder etwa eine Partialsumme A@® einer positiven 
Doppelreihe 


2 Q;k ’ 
ik=i1 
wenn 


AmMS-AmN für m>m und n>n 


gesetzt wird. 

Entsprechend wird der Begriff einer monoton fallenden Veränderlichen erklärt. 

Mit Rücksicht auf bekannte Eigenschaften der Darbouxschen Summen s 
und S (vgl. Nr. 296) erweist sich, wenn die Intervallzerlegungen so wie in Beispiel 9 
von Nr. 754 geordnet werden, die Untersumme s als monoton wachsende Veränder- 
liche, die Obersumme S als monoton abnehmend. Das kann man jedoch nicht 
behaupten, wenn man nach der anderen Vorschrift ordnet (vgl. Nr. 754, Beispiel 8). 

Jetzt läßt sich der Satz aus Nr. 34 über monotone diskrete Veränderliche leicht 
verallgemeinern: 

Eine monoton wachsende Veränderliche ©<=xp hat stets einen Grenzwert. Ist sie 
nach oben beschränkt, so ist dieser Grenzwert endlich, sonst unendlich. 

Wir setzen die Veränderliche als beschränkt voraus und setzen a=sup {zp}, 
so daß alle x»=a sind, andererseits für jedes e>0 ein Index P, existiert derart, 
daß xp >a—e ist. Dann ist aber, sobald P>P, ist, z2p>xp, also erst recht 


zp>a- e. Also ist für P>P, die Ungleichung |xp—a|<e erfüllt, und daraus folgt 
Xp>u. 
Ist xp nicht beschränkt, so gibt es zu jedem Z>0 ein P, derart, daß zp„>E ist. 
Dann ist für P>P, erst recht xp>E, also £p— +». Damit ist der Satz be- 
wiesen. 

In diesem Satz sind als Spezialfälle enthalten: der Satz aus Nr. 34 über den 
Grenzwert einer monotonen diskreten Veränderlichen, der Satz aus Nr. 57 über 
die Existenz des Grenzwertes einer monotonen Funktion, ebenso wie der Satz 5 aus 
Nr. 394 über die Konvergenz einer positiven Doppelreihe. Die hier angestellten 
Überlegungen bilden, wie der Leser ohne weiteres einsieht, nur diejenigen nach, 
welche an den angegebenen Stellen zum Beweis der einzelnen speziellen Sätze 
durchgeführt wurden. . 
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Wir bemerken, daß aus dem bewiesenen allgemeinen Satz sofort auch die Existenz 
endlicher Grenzwerte für die Darbouxschen Summen s und $ folgt, aber nur, 
wenn man sich auf den Standpunkt der Nr. 754, Beispiel 9, stellt. Daß diese Grenz- 
werte mit den in Nr. 301 betrachteten Grenzwerten übereinstimmen, muß noch 
bewiesen werden. ; 

Um auch ein weniger einfaches Beispiel zu betrachten, gehen wir auf den Beweis 
des Cauchyschen Konvergenzkriteriums ein (vgl. Nr. 39): 

Eine geordnete Veränderliche xp hat genau dann einen endlichen Grenzwert, wenn 
zu jedem e>Ü ein Index P, existiert derart, daß die Ungleichung 


ep zpl<e 
für alle P>P,und P'>P, erfüllt ist. 
Zunächst beweisen wir, daß diese Bedingung notwendig ist. Gilt x» >a, so gibt 
es zu 5 ein P derart, daß |xp— al<z für P>P gilt. Es sei P>P und P'=P; 
dann gilt 


€ € 
2p-al<z und la-zpI<z; also |2p—-xpl<=e; 


als P, kann man also hier ? nehmen. 

Zum Beweis der Tatsache, daß sie hinreichend ist, setzen wir die Bedingung als 
erfüllt voraus. 

Wir erklären in der Menge aller reellen Zahlen einen Schnitt nach folgender Vor- 
schrift. In die Klasse A tun wir alle Zahlen «, für die von einer gewissen Stelle an 


Cp>% 
ist. In die Klasse A’ tun wir die übrigen reellen Zahlen «’. Man sieht leicht, daß diese 
Einteilung ein Schnitt ist. Wir beschränken uns auf den Nachweis, daß keine der 
Klassen leer ist. 
Zu beliebigem e>0 existiert nach Voraussetzung ein Index P, derart, daß für 
P=P,und P'>P, die Beziehung |rp— xp |<e gilt, d.h. 
Tp—E<Tp<TptreE: 
Hieraus folgt, daß für P'>P, die Zahl xp, —: eine der Zahlen « ist, während 
xp+e eine der Zahlen «’ ist. Dieser Schluß erfordert allerdings wieder die Be- 
dingung (III): Wäre x»-+e eine der Zahlen «, so daß die Beziehung zp>rp-+e 
etwa für P>P gelten würde, so könnte man nach (III) ein P so wählen, daß gleich- 
zeitig P>P,und P=P wäre, also gleichzeitig zp<xp +e und zp>zp+e. 
Nach dem Dedekindschen Hauptsatz (Nr. 10) existiert eine Zahl a mit 
a=zsa=ua 
für alle «, «’. Insbesondere ist für P'>P, 
Tp—-e2a=2T7p+E, d. h. tp-al=e; 


also strebt x» gegen a. 
Dieser Satz gestattet eine interessante Anwendung. Er enthält nicht nur die uns 
schon bekannten Sätze aus Nr..39 und 58, sondern führt auch zu neuen Resul- 
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taten. So kann man mit seiner Hilfe das Cauchysche Konvergenzkriterium auf Funk- 
tionen mehrerer Veränderlicher, Doppelreihen usw. ausdehnen. Er liefert auch eine 
Bedingung für die Rektifizierbarkeit eines Bogens (Nr. 330). Wir überlassen es dem 
Leser, diese Bedingung zu formulieren, und machen darauf aufmerksam, daß diese 
Bedingung offenbar für Teilbögen erfüllt ist, wenn sie für den ganzen Bogen gilt. 
Jetzt können wir also sozusagen eine Aussage in zwei Worten beweisen, die uns 
früher längere Überlegung gekostet hat (Nr. 247). 


759. Gleichgeordnete Veränderliche. Zur Verallgemeinerung solcher Aussagen, 
in denen gleichzeitig zwei (oder mehrere) Veränderliche vorkommen, führen wir den 
Begriff der gleichgeordneten Veränderlichen ein. So nennen wir zwei Veränderliche 
x und %, die mit Hilfe ein und derselben geordneten Menge $={P} geordnet wer- 
den können, deren Elementen ihre Werte eindeutig zugeordnet sind; solche dem- 
selben Index P zugeordnete (einander entsprechende) Werte bezeichnen wir mit 
Xp, Yp- 

Haben wir z. B. zwei Funktionen f(x) und g(x) ein und derselben unabhängigen 
Veränderlichen x in dem geordneten Variabilitätsbereich %, so sind diese Funk- 
tionen gleichgeordnete Veränderliche. Einander entsprechend sind diejenigen 
Werte von fund g, welche durch ein und denselben Wert von x bestimmt sind (die- 
ses x spielt hier die Rolle des Index P). 

Hier ein anderes Beispiel. Es seien für zwei Funktionen f(x) und g(x), die auf 
einem gewissen Intervall [a, 5] definiert sind, die Riemannschen Summen 


o= 2: f(&)) Ax;, bzw. = 2 g(£,) Az; 


konstruiert. Hier muß man als einander entsprechende Elemente offenbar die- 
jenigen Summen nehmen, die ein und demselben System von Teilpunkten' x, 
und Intervallpunkten £, entsprechen. Dieses System spielt hier die Rolle des In- 
dex P; ordnet man die Menge dieser Systeme und mit ihnen die Summen o und 7 
nach fallenden A= max 4r,,so erhält man wieder gleichgeordnete Veränderliche. 

Fassen wir jetzt zwei Veränderliche x, y durch Gleichheitszeichen oder Zeichen 
‘für Rechenoperationen zusammen, so werden wir diese Veränderlichen als gleich- 
geordnet voraussetzen und stillschweigend annehmen, daß es sich um entsprechende 
Werte x» und yp mit gleichem Index handelt. Mit Hilfe dieser Indizes können wir 
leicht alle früheren Überlegungen über diskrete Veränderliche, wo wir die Gleich- 
heit, der Nummern n der diskreten Veränderlichen benutzten, auf unseren Fall 
übertragen. 

Als Beispiel beweisen wir einen Satz, der das Lemma 2 aus Nr. 29 verallgemeinert: 

Ist die Veränderliche xp (wenigstens von einem bestimmten Index an) beschränkt 
und ist die mit ihr gleichgeordnete Veränderliche ap unendlich klein, so ist auch ihr 
Produkt unendlich klein. 

Es sei also |xp|=M, sagen wir für P>P’. Ist e>0 gegeben, so gibt es zu der 


Zahl =r einen Index P” derart, daß für P>P” die Ungleichung &pl<7 gilt. 
Nach Bedingung (III) existiert ein Index P, mit 
Po>P' und Pı=P”. 
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Ist P> P,, so ist nach (II) gleichzeitig 
P>P' und P=P”. 
Demnach gelten gleichzeitig die Ungleichungen 


zpl&EM und lapl<7 > 
also ist 


€ 
|zpapl=|zp|  lapl<M- Mm 


Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Nach den bisherigen Beispielen dürfte dem Leser klar sein, daß die ganze Theo- 
rie der Grenzwerte (einschließlich ihrer Beweisgänge) auf den allgemeinen Fall ge- 
ordneter Veränderlicher übertragen werden kann. 


760. Ordnung mit Hilfe von Zahlenparametern. In allen Fällen der Anwendung des 
Grenzwertbegriffes, mit denen wir es in der Analysis zu tun haben, konnte die 
Indexmenge $={P} für die Werte der Veränderlichen xp einheitlich realisiert 
werden. In allgemeiner Form kann die verwendete Methode der Ordnung folgender- 
maßen beschrieben werden: 

Jedem Element P von 8 wird ein Wert t eines Parameters zugeordnet, wobei 
auch mehrere P ein und demselben : entsprechen können. Die Menge aller dieser P 
bezeichnen wir mit 8,. Wir setzen voraus, daß alle 2 positiv sind und daß beliebig 
kleine Werte von 2 existieren, für welche 8, nicht leer ist. 

Wir vereinbaren nun, von zwei Elementen P dasjenige als das nachfolgende 
anzusehen, dem der kleinere Parameterwert ? entspricht (wir ordnen also die Ele- 
mente P nach abnehmendem Parameter). Für zwei Elemente P, denen ein und 
dasselbe i entspricht, so daß sie zu ein und derselben Menge 8, gehören (für welche 
also auch die ihnen entsprechenden x-Werte gleich sind), wird keine Ordnungs- 
beziehung erklärt. Dann sind die Bedingungen (I) bis (III) erfüllt. Da das für (I) 
und (II) klar ist, verifizieren wir nur (III). Es seien P und P’ zwei beliebige Ele- 
mente von 8, denen die Parameterwerte ? und f’ entsprechen mögen. Nach Vor- 
aussetzung gibt es ein {”, das kleiner ist als # und als ?’, für welches $,,, nicht leer ist. 
Dann folgt jedes P” aus 8, sowohl auf P als auch auf P'. 

Der Leser stellt leicht fest, daß alle ihm bekannten Fälle der Anwendung des 
Grenzwertbegriffes sich diesem Schema unterordnen. Für eine diskrete Veränder- 


1 
liche x, mit der Nummer » kann man i=_ nehmen. Handelt es sich um eine 


Funktion und ihren Grenzwert für c>a, so läßt sich die Indexmenge {x} nach ab- 
nehmendem i=|xr—-a| ordnen. Auch im Fall einer Funktion zweier Veränderlicher, 
/{M)=f(x, y), wo die Menge der Punkte M(zx, y) die Rolle der Indexmenge spielt, 
läßt sich der Grenzwert der Funktion für za, y>b durch unser Verfahren charak- 
terisieren, und zwar mit Hilfe jedes der Parameter 


,=max {r-al, y-b}, bele-al+ly-Ö5|, 
13= Y(x—a)?+(y-b)2. 
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Für die Darbouxschen Summen 
s= 2 m,dz,, S= 2 M,Ax, 
i i 


ist die Indexmenge die Menge der Systeme von Teilpunkten; beim Übergang zur 
Riemannschen Summe 


I 2 f&) 4x, 


muß man zu den Systemen der Teilpunkte noch die Systeme der Punkte £; hinzu- 
nehmen. In beiden Fällen lassen sich die Indexmengen mit Hilfe des Parameters 
t=max Az, ordnen. Bei der Definition der Bogenlänge dient die größte Sehne der 
Teilbögen als Parameter; usw. 

In allen Fällen, in denen der Variationsbereich & der Veränderlichen x oder ge- 

nauer die Indexmenge $= {P} mit Hilfe eines Zahlenparameters ? in der oben ge- 
nannten Weise geordnet ist, kann man den Grenzwert (wir beschränken uns auf den 
Fall eines endlichen Grenzwertes) offenbar folgendermaßen definieren: Die Zahl «a 
ist Grenzwert von x, wenn jedem e>0 ein ö>0 zugeordnet werden kann derart, daß 
|e—al<e ist, sobald der der Veränderlichen x entsprechende Parameter t kleiner 
als ö ist. 
Die Ordnung mit Hilfe eines Zahlenparameters benutzten wir auch in Band III. 
Jedoch genügt dieses einfache Verfahren der Ordnung den Anforderungen der 
Analysis in ihren höheren Zweigen keineswegs. Als Beispiel einer solchen Ordnung, 
die nicht auf dem angegebenen Wege verwirklicht werden kann (d. h. durch Zurück- 
führung auf einen Zahlenparameter), kann die Vorschrift aus Beispiel 9 von Nr. 754 
dienen. Das wird aus den Überlegungen von Nr. 761 klar werden. 


761. Zurückführung auf diskrete Veränderliche. In allen konkreten Fällen, in 
denen wir es mit dem Begriff des Grenzwertes zu tun hatten, erwies es sich bisher . 
als möglich, das Problem auf den Grenzwert einer diskreten Veränderlichen zurück- 
zuführen. Diese Möglichkeit, den Grenzwertbegriff „in der Sprache der Folgen“ 
zu formulieren, spielte in den vorangegangenen Überlegungen eine wichtige Rolle. 
Wir untersuchen jetzt, wie sich die Sache im allgemeinen Fall einer geordneten 

Veränderlichen <=x, verhält. 
Zu diesem Zweck führen wir den Begriff der konfinalen Teilfolgen für eine gege- 
bene geordnete Menge $={P} ein. Unter konfinalen Teilfolgen verstehen wir Folgen 
1 AR HERR: © RER (4) 


von Elementen aus 8, wenn folgende Bedingung erfüllt ist: Welches Element P’ 
aus ® man auch nehmen möge, stets folgen Elemente P,, für hinreichend grobes 
n auf P', | 

P„>P' (fürn>N). 

Wenn die Veränderliche x mit Hilfe von Indizes P aus 8 geordnet ist, so nennen 
wir, falls es für die Menge $ eine konfinale Folge (4) gibt, eine aus @ genommene 
Folge von x-Werten 

OR EEE (5) 


wobei 2,=xp, ist, eine konfinale Teilfolge für &= {x}. 
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Zunächst erhebt sich die Frage, ob es überhaupt eine Teilfolge (4) gibt, die zu 8 
konfinal ist oder, was genau dasselbe ist, ob es eine mit konfinale Texlfolge (5) gibt. 

Man muß sagen, daß es in allen Fällen, in denen die Ordnung der Menge 8 mit 
Hilfe eines Zahlenparameters { erklärt ist (wie es in Nr. 760 vorlag), überhaupt 
keine Schwierigkeiten bereitet, eine solche Teilfolge zu konstruieren: Man nehme 
eine Folge {f,}, t„—0, derart, daß alle Mengen 9, , nicht leer sind, und wähle aus 
jedem $,, ein Element P,„. Die so gebildete Folge {P,„} ist offenbar die gewünschte, 

Im isn Fall jedoch braucht für eine geordnete Menge $= {P} überhaupt 
keine konfinale Teilfolge zu existieren. 

Wir betrachten als Beispiel die Menge A={R} der verschiedenen Zerlegungen 
eines gegebenen Intervalls [a, b] in endlich viele Teilintervalle, wobei die Menge 
nach der Vorschrift aus Nr. 754, Beispiel 9, geordnet werde. (Diese % können als 
Indizes z. B. der Darbouxschen Summen jeder auf [a, 5b] definierten Funktion 
dienen.) Wir wollen indirekt zeigen, daß keine konfinale Teilfolge existiert, neh- 
men also an, es gäbe zu& eine konfinale Teilfolge R,, Ra, ..., R„, ... von Zerlegungen. 
Jedem R, entspricht ein endliches System von Teilpunkten. Man kann nun leicht 
ein Intervall [a,, bj], a <a] <b;<b, konstruieren derart, daß in ihm kein Teilpunkt 
der Zerlegung R, enthalten ist. Dann konstruieren wir ein Intervall [a,, ba], 
a4<a,<b,<b,, das keine Teilpunkte der Zerlegung A, enthält, usw. Beim n-ten 
Schritt haben wir ein Intervall [a,, 5,], «,-1ı<a1n<b„<b„_,, Konstruiert, in dem 
kein Teilpunkt von R, liegt. Wenn wir es noch so einrichten, daB b„— a,—0 strebt, 
so existiert nach dem Intervallschachtelungssatz aus Nr. 38 ein eindeutig be- 
stimmter Punkt c=lim a„=lim b,, der allen Intervallen [a,, b„] angehört. Dieser 
Punkt ist offenbar nicht Teilpunkt irgendeines R,. Nimmt man jetzt eine beliebige 
Zerlegung R’ des Intervalls [a, b], unter deren Teilpunkten sich.der Punkt c be- 
findet, so kann nach der Vorschrift aus Nr. 754, Beispiel 9, kein R, als auf R’ 
folgend angesehen werden, entgegen der Definition der konfinalen Teilfolge. 
Dieser Widerspruch zeigt, daß es in der Tat keine konfinale Teilfolge gibt. 

Hierausfolgt übrigensauch, daß dasangegebene Verfahren zur Ordnung der Menge 
3 = { R} nicht durch Zahlenparameter im Sinne von Nr. 760 beschrieben werden kann. 

Wir setzen nun voraus, daß die Indexmenge ® und mit ihr auch der Variabili- 
tätsbereich & der geordneten Veränderlichen x tatsächlich konfinale Teilfolgen 
enthält. In diesem Fall (und natürlich nur in diesem Fall) läßt sich das Problem 
des Grenzwertes der Veränderlichen x in der üblichen Weise auf das Problem des 
Grenzwertes einer diskreten Veränderlichen zurückführen: 

Eine Veränderliche x hat genau dann den Grenzwert a, wenn jede diskrete Ver- 
änderliche x,, die eine zu % konfinale Teilfolge durchläuft, gegen eben diesen 


1 


Grenzwert strebt. 
Gilt nämlich a (der Einfachheit halber sei a endlich), so ist für jedes e>0 
xtp-al<e, 
sobald P>P, ist. Nimmt man irgendeine konfinale Teilfolge (4), so ist für hin- 
reichend große n nach Definition P„>P,, so daß 
I—al=|zp, ale 
gilt. Das bedeutet, daß die diskrete Veränderliche x, gegen a strebt. 
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Umgekehrt, es strebe jede solche diskrete Veränderliche gegen a. Um zu beweisen, 
daß x-a gilt, nehmen wir das Gegenteil an: Zu irgendeinem e>0 ließe sich zu 
jedem P’ aus Sein P> P’ finden derart, daß |x,—a|=e wäre. Wir wählen dann 
irgendeine konkrete zu $ konfinale Teilfolge {P/}. Dann gibt es nach den obigen 
Ausführungen zu jedem P/), in 8 ein Element P„> P/, für welches 


2„—-al=|2p,-d>e n=1,2,3...) 


ist. Man zeigt leicht, daß auch die Teilfolge {P,} zu $ konfinal ist, d. h. aber, daß 
die Teilfolge {x,} konfinal zu & ist; dann steht die letzte Ungleichung im Wider- 
spruch zur Voraussetzung. 


762. Oberer und unterer Limes einer geordneten Veränderlichen. Wir betrachten 
eine geordnete Veränderliche x, deren Werte mit Hilfe von Indizes P aus 8 indi- 
ziert seien. Jedem P ordnen wir die Menge &, derjenigen x-Werte zu, welche auf 
xp folgen, d.h. welchen Indizes P’> _P entsprechen, und bilden ihre Grenzwerte 


sup&, und inf%,, 
die auch unendlich sein können. Jeder dieser Grenzwerte ist eine geordnete Ver- 
änderliche, die durch die Indizes P indiziert ist; der erste ist monoton fallend, der 


zweite monoton wachsend (im Sinne von Nr. 758). Dann existieren nach dem Satz 
über monotone Veränderliche die (endlichen oder unendlichen) Grenzwerte 


M*=]im (sup&%,), 4M,„-=lim (inf&%,). (6) 


(Daß die betrachteten Veränderlichen auch die Werte +» annehmen können, be- 
reitet keine Schwierigkeiten.) Man nennt sie auch im allgemeinen Fall den oberen 
bzw. den unteren Limes der Veränderlichen x, in Zeichen 


M*=]im x, M„=lmx. 


Die Gleichheit dieser beiden Grenzwerte ist eine notwendige und hinreichende be- 
dingung für die Existenz des Grenzwertes der Veränderlichen x im gewöhnlichen 
Sinne (vgl. Nr. 755). 

Wenn nämlich ein endlicher Grenzwert 


a=lım x (7) 
existiert, so gibt es zu jedem e>O einen Index P, derart, daß 
a—£<rtp<a+e lür P>P, (8) 


gilt. Dann ist aber auch 

a—e=inf Xp zsM,„=M*=sup parte ; 
also, da e willkürlich war, 

M*=M,„=a. 


Umgekehrt, gilt diese Gleichheit (für endliches a), so läßt sich nach (6) wieder zu 
e>Ö ein P, finden derart, daß 


a—e<ini &p =sup Xp, < are 


ist, so daß (8) erfüllt ist, und daraus folgt (7). 
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Wir überlassen dem Leser, diese Überlegungen für die Fälle a= +» durchzu- 
führen. 

Die Zahlen M* und M,„ können, falls sie endlich sind, durch ihre Eigenschaften 
charakterisiert werden, die den in Nr. 42 untersuchten Eigenschaften völlig analog 
sind. Wir betrachten als Beispiel M*. 

Wenn wir ein willkürliches e>0 und einen Index P, wählen, so existiert ein 
P,>P., derart, daß 

M*-— e<sup &p <M*+e 
ist. 

Hieraus folgt nach Definition der oberen Grenze die 
Eigenschaft I der Zahl M*: Für alle P>P, ist 


£&p<M*+e . 


Eigenschaft II der Zahl M*: Es gıbt mindestens einen Wert xp (dabei ist P'—=P,) 
derart, daß 


tp>M*-e 
ist. 

Die Menge $= {P} möge konfinale Teilfolgen (4) besitzen, denen zu & konfinale 
Teilfolgen (5) von Werten unserer Veränderlichen entsprechen. Hat irgendeine 
dieser Teilfolgen einen Grenzwert, so nennen wir ihn einen partiellen Grenzwert 
der Veränderlichen x (vgl. Nr. 40 und 59). 

In diesem Fall kann man zeigen, daß der obere Limes M* und der untere Limes 
M, (wie sie oben definiert wurden) gleichzeitig auch oberer bzw. unterer Limes 
aller partiellen Grenzwerte der Veränderlichen x sind (wie in Nr. 40 und 59). 

Wir wollen uns wieder auf den oberen Limes beschränken und ihn als endlich 
voraussetzen. Dann folgt aus Eigenschaft I, daß kein partieller Grenzwert größer 
als M* sein kann. Um eine zu % konfinale Teilfolge (5) zu konstruieren, die gegen 
M* strebt (und damit zu zeigen, daß M* selbst partieller Grenzwert ist), gehen wir 
von einer zu $ konfinalen Teilfolge P/, P3, ..., P/, ... aus. Dann konstruieren wir 
mit Hilfe der Eigenschaften I und II (vgl. Nr. 40) induktiv eine Teilfolge (4) der- 
art, daß erstens P„>P,, (so daß auch (4) konfinal zu 8 ist) und zweitens x, = xp, 
der doppelten Ungleichung M*— e,„<x,„<M*-+e, genügt, wobei e, eine positive, 
gegen O strebende diskrete Veränderliche ist. Offenbar hat die zu & konfinale 
Folge (5) den Grenzwert M*. 

Man kann noch ein Beispiel eines oberen und unteren Limes aus einem dem Le- 
ser schon bekannten Gebiet angeben. Offenbar sind das obere und das untere Dar- 
bouxsche Integral /* bzw. /, (Nr. 296, 301) oberer bzw. unterer Limes der Rie- 
mannschen Summe 


= 2 fg) Az, 


für A=max Ax;>0. 
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